Posledné aktualizécia: 12. februara 2011. Co bolo aktualizované (oproti predoslej verzii z 25. 2. 2009): Niekol'ko

drobnych vylepSeni zadani kvoli ich vySSej zrozumitelnosti a presnosti. Dodané hodnotenia obtiaznosti prikladov.
Pridané toto zahlavie. Nové formatovanie.

Pismena A, B, C, D vyjadruju obtiaznost prikladu. D je najnizsia.

1 VEKTORY

!

- -

1.1 D Uvazujme vektory A =3+ 3j, B=i- ]1
Vypoéitajte absolitnu hodnotu (dlzku) vektorov: a) D

-

= 2 5] umiestnené v jednej rovine.
—A+B+C p)E=A-B+C.
a) D=6i+7j, |D| =35 b)E=4i+9j, |E \/ﬁ]

—

1.2 D Uvazujte polohové vektory A = 3i—4;

— =

tvare vektory: a) C = A+ B, b) D A B.

+4k a B =2+ 3] — 7k Vypocitajte v zlozkovom

bl

a)C=5i—j—3k; b)D=4i—11j + 15k

1.3 D Uvazujte polohové vektory A=6i— 8 7, B=-8+ 4}, C =12+ 24;. Najdite redlne ¢isla

—

a a b tak, aby platila rovnost: aA+bB+C=0.

1.4 C Vypomtaqte objem rovnobeznostenu uréené¢ho trojicou vektorov:
A=3i— 4j+4k: B—2z+3]—7k: aC’—62+2j+8k
Navod: Objem rovnobeznostenu vypocitate pomocou zmesSaného sicinu troch vektorov.

[V =290]

1.5 C Vypomtajte plochu trOJuholnlka urc¢eného dvojicou vektorov:
A=37— 4]+4k a B—2z+3j—4k

[P =1328]

1.6 D Uvazujme polohové vektory A=3— 4;'—1— 4k a B =2+ 35’— 7k . Vypoctom ukazte, ze
operacia vektorového sicinu je antikomutativna - to znamena, ze plati vztah: Ax B=—-B x A.

1.7 D Uréte absolitnu hodnotu (dlzku) vektora A = 37 — 47 + 4k .

[uﬂ :6,4}



1.8 C Uvdite ¢ plati rovnost: (A+ B) x (A— B) = Ax A— B x B pre Iubovolné dva vektory A
ab.

[ Rovnost neplati. |

1.9 C Vypocitajte sinus uhla ¢ zovreného medzi vektormi A=3i— 4j+ 4k a B =2i+ 3;— 4k .
[sin(p) = 0,77 ]

1.10 C Urdite nenulové vektory A a B tak aby platila rovnost |A + B| = |A — B| .

[ Vektory st na seba kolmé a urcuji pravouholnik s rovnakymi uhloprieckami. |

1.11 B Vektory A a B zvieraji uhol ¢ = 27/3 a ich absolutne velkosti s |A| = 2, |B| = 5.
Vypocitajte ¢islo k také aby vektory P = kA + 17B a ) = 3A — B boli na seba kolmé.

[k =40]

1.12 D DoliéZte_,) Ze pre Tubovolné triqreédge éiila a,b,c a tri nemilové vektory zéf,é ,6 plati
(a—b+c)(A+B+C)+(b—c—a)(A+ B—-C)=2(a—b+¢)C.

[ Rovnost plati. |

1.13 C Pre ktoré dva vektory plati vatah: (A x B)? = (A)%(B)2?

ffje kolmy na B.

1.14 D Urcte préacu, ktord vykona sila F =2+ 2}+ 9k posobiaca na bod, ktory sa pohybuje
pozdlz vektora A = 0i — 15 + 2k .
Navod: Treba urobit operaciu W = F . A.

[W =16 Nm |

1.15 D Uréte velkost momentu sily F = 37 + 27 + 9k posobiacej v bode B(4,2, — 3) vzhladom
na pociatok siradnicovej stustavy.
Navod: Treba urobit operaciu |D| = |B x F|.

[51 Nm |



1.16 B Skupina polovnikov vyrazila z tabora na polovacku. Postupovali najskér smerom na juh.
Po hodine zmenili smer na vychod a pokracovali v iom znovu jednu hodinu a potom zmenili smer
pochodu na sever. Po hodine chddze dorazili spat do tabora, v ktorom objavili medveda ako ni¢i
zasoby. Na Stastie sa podarilo medveda zastrelit skor, ako sposobil vaznejsie Skody. Akej farby bol
zastreleny medved?

[ bielej |

1.17 C Pradové lietadlo sa pohybuje rychlostou 800 km h™! v bezveternom pocasi smerom na, vy-
chod. Ako sa zmeni jeho rychlost vzhladom na nehybni Zem, ak zacne fukat vietor rychlostou
100 km h™' v smere 30° severovychodne?

[ 854km. hod ™' ]

1.18 C Zabludeny hubar sa pohybuje 3 km smerom na sever, 2 km smerom na severovychod (45°
od severného smeru v smere hodinovych ruciciek), 4 km smerom na zapad a nakoniec 3 km juho-
vychodne. a) Charakterizujte pohyb hubéra vektormi v zlozkovom tvare. Vypocitajte b) Celkovi
dlzku pochodu ¢) Priamu vzdialenost medzi pociatkom a koncom pochodu.

— - -

a) A=0i+3j, B=i+j, C=—-4i+0j, D=1i—7; b) 12km; c) 2,340km]

1.19 B Motorovy ¢In preplaval rieku tec¢ticu rovnomernou rychlostou najskor kolmo na tok v oboch
smeroch. Neskor preplaval rovnaki vzdialenost, ako je Sirka rieky, po prude a vratil sa proti pradu
spat. Na ktoru plavbu potreboval dlhsi ¢as?

[ Plavba po prude trva dlhsie rozdiel v ¢asoch je

5 2_l - % —1 - - ﬁ -1/2
Ve v? v?2

| kde [ je Sirka rieky, vg je rychlost toku rieky, vcje rychlost ¢Ina.

1.20 C Vektory fT, B , c , D st dané v ortonormovanej baze vektorov i, j’, k vztahmi

A = i+2/+3k
B = 4i+5]+6k (1.1)
C = 3i+2j+k
D 6i + 55 + 4k

a) Najdite vektory: A + B+C+D

b) vypoditajte velkost vektorov A, B, C, D;



¢) vypocitajte uhly (v stupfioch) medzi vektorom A a osami 7, vy, z

a) M4G+7+k), —4G+k), —6(+j+k) , 6(G+]+Fk),
b) V14, Nl V14, Nl
c) 74,498° 57,688° , 36,69°

1.21 A Aky uhol je medzi vektormi a a I;, ak je zname, ze vektor a + 3b je kolmy na vektor
7a — 5b a vektor @ — 4b je kolmy na vektor 7a — 2b7

[ € {60°,120°} ]

1.22 C Najdite vektor leziaci v rovine yz s dlzkou 10 a ktory je kolmy na vektor @ = 2 — 45’—1— 3k

[i(6]+ 8k) }

1.23 A Najdite stcet troch vektorov, ktoré maji dlzku a a smeruja

a) z vrcholu kocky po jej hranach

b) z vrcholu pravidelného tetraédra (pyramidy) po jeho hranéch!

Navod: Telesa ulozte do prvého kvadrantu, jeden vrchol do pociatku, jednu hranu do osi x a jednu
stranu do roviny zy .

a) a(i+j+k); b) 2a(;+5\/§/3+/2\/6/6)]

1.24 C Tazisko stustavy hmotnych bodov je definované polohovym vektorom R ,

B sz\il T ,
Zi]\il i

kde m; st hmotnosti hmotnych bodov, 7; - ich polohové vektory a N - ich pocet. Vypocitajte:

a) tazisko sustavy hmotnych bodov, ktoré sa nachadzaju vo vrcholoch Stvorca so stranou a a maju

postupne hmotnosti 1, 2, 3, 4 gramy,

b) tazisko stustavy hmotnych bodov, ak sa nachadzaju vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika

o strane a a maji hmotnosti 1, 2, 3 gramy,

c) tazisko sustavy hmotnych bodov, ak sa tieto nachadzaju vo vrcholoch kocky o hrane a s hmot-

nostami 1, 2, 3, 4 gramy (na spodnej zakladni) 5, 6, 7, 8 gramov (na hornej zékladni).

Navod: stvorec a trojuholnik umiestnite do roviny xy tak, Zze prvy vrchol bude v pociatku, druhy

na x-ovej osi a daldie budu ¢islované v smere proti pohybu hodinovych rucic¢iek. Vrcholy spodnej

zakladne kocky ocislujte analogicky ako u stvorca, piaty vrchol nech je nad vrcholom prvym, Siesty

nad druhym, atd.

a) R
b) R
¢) R

a/2 (z+j7_{5);
a/12 (i7+ 7 3V3);
a/2 (i+711/9+k 13/9)



1.25 C Vektory A, B, C, D st dané v ortonormovanej baze vektorov 7, j, k vztahmi (1.1).
Vypocitajte:

a) skalarny sucin (A + B) . (C + D)

b) ubly medzi A a B, C, D (v stupiioch)

c) priemet vektora A do smeru vektorov B, C.

[a) 139; b) 12,93°; 44,41°% 31,48°; c) 3,647; 2,673 ]

1.26 C Vektory A, B, C, D st dané v ortonormovanej baze vektorov i, j, k vztahmi (1.1).

Vypocitajte:
a) vektorové sudiny A x B A x C BxCa uhly (V stupnoch) ktoré tieto zvieraju s vektorom D

b) plochy rovnobeznikov vytvorenych z vektorov AaBatiezzC a D ako aj dlzku ich uhlopriecok.
a) —3i+6j — 3k ; —47+8] — 4k ; —Ti+ 145 — Tk ; 90° : 90° ; 90° ;

b) plochy 7,348; 7,348; dlzky uhloprie¢ok prvého 12,45 a 5,196, druhého 12,45 a 5,196.

1.27 C Vektory A, B, C, D st dané v ortonormovanej baze vektorov 7, j, k vztahmi (1.1). Ukazte,
ze vsetky tieto vektory lezia v jednej rovine.
Navod: Sta¢i ukazat, ze vektory su linearne zavislé.

[ St linearne zavisleé. |

1.28 B Vektory ff, é, C st dané v ortonormovanej baze vektorov Z, j’, k vztahmi

A = 742743k
B = 4i+5;

C = 3i+2j+k.
Urcte:

a) aku sustavu, pravotoc¢ivia alebo Tavoto¢ivi, tvoria tieto vektory;
b) objem kosého hranola, ktorého tri hrany vytvaraji uvedené vektory;
¢) plochu diagonélneho (uhloprieckového) rezu hranolom vedeného cez vektor A.

—

a) (A x B).C = —24,Tavotodivi; b) 24; c) 28,46

1.29 A Dokézte, ze ak spojime stredy stran stvoruholnika tseckami, vzniknuty geometricky ttvar
bude kosodlznik. Bude tento ttvar kosodlznik i v pripade, Ze ,Stvoruholnik® nie je rovinny ttvar?
Navod: Strany Stvoruholnika oznacte vektormi a, b c, d tak, aby platilo

a—+ b +Cc+ d=0.

[ Je to naozaj kosodlznik, a to aj v pripade, ze povodny stvoruholnik nelezi v rovine! ]

5



1.30 C Overte, ¢i modzu nasledovné trojice vektorov tvorit bazu v trojrozmernom priestore:
a)d =2+ — 3k, a2—z—4l<: G3=4i+3]—k,

b) by =i — 37 + 2k , b2—22 47—k, by=3+2]—k,

ked viete, ze vektory z, ], k tvoria v tomto priestore ortonormovanii bazu.

Navod: Vektory bazy nemozu lezat v jednej rovine.

[ @) nemozu; b) mozu |

1.31 B Nech @ a b st dva vektory, ktoré definuju strany rovnobeznika s uhloprieckami a + b
a a—0b. Ukézte, ze

a) uhlopriecky rovnobeznika st kolmé vtedy a len vtedy, ak je rovnobeZnik kosostvorec

b) plocha rovnobeznika zostrojeného na uhloprieckach (pévodného) rovnobeznika je dvakrat vicsia
ako plocha pévodného rovnobeznika.

[ Obe tvrdenia platia. |

1.32 C Dané su tri vektory @ = 21+ 30, b= 3u—v, ¢=4v. Dokazte, ze s komplanarne a najdite
stcinitele m a n rovnosti vyjadrujicej ich linearnu zavislost @ = mb + nc.

[m=2/3, n=11/12]

1.33 B Vrcholy obecného trojuholnika stt dané svojimi polohovymi vektormi 74, 7'g a 7. Dokazte,
ze taznice trojuholnika (tsecky, ktoré spajaja vrchol trojuholnika so stredom protilahlej strany) sa
pretinaju v jednom bode T' a najdite jeho polohovy vektor 77 .

Navod: Pri odvodzovani pouzite rovnicu tsecky, ktora lezi medzi bodmi 1 a 2 s polohovymi vek-
tormi 7 a 7 v tvare ¥ = 7 + m(7y — 1), kde 7 je vektor bodu leziaceho na usecke a m je realny
parameter, 0 < m < 1. Body 1 a 2 sme vybrali ako priklad pre dva [ubovolné body.

1

rr = = (Fa+ 75+ 7C)

W

1.34 A Urcte sturadnice bodu P’ | ktory vznikne pravouhlym prlemetom bodu P s polohovym
vektorom 7p = 47 4 65 + 3k na prlamku s rovnicou (F—1) x (i +j — k) = 0.

Navod Uvedent rovnicu priamky I'ahko de51f1"UJeme priamka prechadza koncovym bodom vektora
ia jej smer je dany (nie jednotkovym) vektorom i+ j k. Rovnica roviny, ktora je kolma na uvedent
priamku a prechadza bodom P je (' — 7p). (z +7— kz) = 0. Bod P’ je spoloénym bodom naSej
priamky a tejto roviny.

[ Kartézske siradnice bodu P’ st 3,2, —2 |



1.35 B Vypocitajte vzdialenost d bodu s polohovym vektorom 7, = Lol + yoj' od priamky danej
vektorovou rovnicou (7 —3i) x j =0.

Navod: Priamka evidentne prechddza bodom 37 a ma smer vektora j. Nakreslite si najprv obecny
obrazok.

[d=|zo—3[]

1.36 B Urcte uhol ¢ medzi rovinami

Az + Asxg + Agzs + A =10,

Blilfl + BQ.%'Q + Bg£C3 +B=0.

Aplikujte obecny vysledok na konkrétne roviny

r—y+z2z+1=0, —ax4+y+2+1=0.

Navod: Rovnice rovin, tak ako st zadané v zneni prikladu, st v zlozkovom tvare. To znamena,
ze vieme odc¢itat sdradnice ich normélovych vektorov. A teda uhol dvoch rovin bude uhol dvoch
piramok, na ktorych lezia tieto normalové vektory.

|AlBl + AQBQ + A3B3‘
A} + A3 + A2\/B} + B} + B?

cos = ;v konkrétnom pripade cos p = —1/3,t.j.¢0 = 109.47°

-

1.37 C Overte platnost formuly @ x (b x &) = b(@.&) — &a.b).
Navod: Kazdy vektor napiste v ortonormovanej baze, napr. i ;, k a ukazte, ze prava a ava strana
su identické.

[ Vztah plati. |

1.38 C Hmotny bod P s polohovym vektorom 7 [skratene P(7)| je pritahovany nepohyblivymi
bodmi P;(7),...,Pn(7y) s hmotnostami my,...,my silami, ktoré si priamo tmerné (s tou istou
konstantou timernosti k) vzdialenostiam od tychto bodov a ich hmotnostiam. Najdite vyslednicu sil
]3, posobiacu na bod P a polohovy vektor jeho rovnovaznej polohy R ked viete, Ze v rovnovaznej
polohe musi byt F=0.

Navod: Sily su vektory a ako také sa aj scituji. Vyslednicou sil F rozumieme stdet vSetkych
spominanych sil.

m1771 + ... +mNFN
mi + +mN

ﬁ:

1.39 A Nech 7 je polohovy vektor bodu v rovine. Na akej krivke lezia body, ktorych polohové
vektory spliiaju rovnicu 7. (7" — 2d) = 0, kde @ je dany (konstantny) vektor?

[ Kruznica. |
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