Laboratorna uloha €. 3

Urcenie momentov zotrvac¢nosti tuhych telies pomocou
kyvadla na trifilarnom zavese

Uloha: Urgit moment zotrva¢nosti vybranych telies.

Teoreticky uvod

Moment zotrva¢nosti J tuhého telesa je definovany vztahom J = J. x*dm, kde x je

vzdialenost’ hmotného elementu dm od zvolenej osi. VzhI'adom na r6zne osi ma teleso rozne

momenty zotrvacnosti. Vyznamné st momenty zotrvacnosti vzhl'adom na osi prechaddzajtice
taziskom telesa. V pripade telies ktoré maju jednoduchy tvar, da sa integral vypocitat, ale pri
telesach s komplikovanym tvarom treba moment zotrvacnosti ur¢it’ meranim. Napriklad pre
valec s hmotnostou m a polomerom R plati

J = (1/2)mR? (1)

Z definicie vyplyva, Ze moment zotrvacnosti je aditivna veli¢ina, t.j. moment zotrvacnosti
dvoch navzajom spojenych telies je suCtom ich momentov zotrvacnosti vzhl'adom na tu ista
os otaCania. Toto sa vyuziva na urenie momentu zotrvacnosti telesa s komplikovanej$im tva-
rom, ktoré sa umiestni na spolo¢nu os s telesom, ktorého moment zotrvacnosti sa da vypocitat’
a meranim sa urci sucet ich momentov zotrvacnosti. Rozdiel nameraného a vypocitaného je
potom momentom zotrvacnosti telesa s komplikovanej§im tvarom.

Jedna z met6d merania momentu zotrvacnosti vy-
uziva kyvadlo na trifilirnom (trojitom) zavese
(obr. 1). Homogénna kruhové platia P s polomerom

R, a hmotnostou m, je symetricky zavesena na troch
dlhych nitiach AA’, BB’, CC' tak, ze body A, B, C,
ako aj A’, B, C' tvoria vrcholy rovnostrannych troj-

uholnikov s taziskami O a O" umiestnenymi nad se-
bou. Taziskami prechadza aj zvisla os otacania spod-

nej platne. Roviny trojuholnikov st vodorovné, troj-
Y, uholnik A'B'C’ je nepohyblivy, vzdialenost od jeho

taziska O" po jeho vrcholy oznac¢ime ». Vychylenim
spodnej platne z rovnovaznej polohy o uhol ¢ vznik-

ne moment sil, ktory vracia platiiu do rovnovaznej po-
lohy, otafa ju okolo osi OO'. Zotrva¢nostou platna

Obrazok 1: Trifilarny zaves. . N . .
prekmitne cez rovnovaznu polohu, zastavi sa pdsobe-
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nim opac¢ne posobiaceho momentu sil a pohyb sa opakuje z opacnej strany — platiia kona ro-
taény kmitavy pohyb. Doba kmitu 7' takéhoto kyvadla zdvisi od momentu zotrvacnosti plat-
ne, ¢o sa da vyuzit’ na jeho urcenie. Pri tejto metdde si treba uvedomit’, ze pri pootoceni okolo
osi OO’ sa platia aj nadvihne, zvacsi sa jej potencialna energia. Vypocet doby kmitu je preto
zlozitej8i ako napr. pri fyzikdlnom kyvadle. Pri odvodzovani zanedbame trenie a pracu po-
trebni na deforméciu (torziu) zadvesnych niti. Uvazujeme pohyb v homogénnom tiazovom
poli Zeme a predpokladdme nemennost’ mechanickej energie ststavy.

Najprv zavedieme karteziansku sturadnicovi ststavu, ktorej zaciatok umiestnime do bo-
du, v ktorom sa nachadza bod O platne, ked’ je tato v rovnovéaznej (najnizsej) polohe. Zacia-
tok stradnicovej sustavy lezi vo vzdialenosti z, od pevného bodu O'. Os z zvolime zvislo

nahor, osi x a y tak, aby ich rovina (xy) bola vodorovna. Os x nech smeruje do bodu,

v ktorom sa nachadza bod A platne P v okamihu, ked’ je platiia v najnizSej polohe. Od smeru
osi x budeme odc¢itavat’ vychylku ¢.

Potencidlnu energiu platne v rovnovaznej polohe (¢ =0,z =0) budeme povazovat’ za
nulovl. Pri vychylke ¢ z rovnovaznej polohy ma platiia vySkova stiradnicu z ateda poten-

cialnu energiu m,gz , kde m, je hmotnost’ platne. Ak platha nie je v krajnej polohe, ma uhlo-
vi rychlost @ =dg/d¢ o a kineticka energiu (1/ 2)Jpa)2, pricom J je jej moment zotrvac-

nosti vzhl'adom na os OO'. Stcet E tychto energii sa nemeni, takze plati rovnica:

2
1 de
EJP(E] +mng:E (2)

Aby sme tuto diferencidlnu rovnicu mohli riesit, musime vyjadrit’ zavislost’ suradnice z od
uhla pootocenia ¢ . Vypocet (pozri dodatok), pre pripad malych vychyliek, poskytuje vysle-
dok

Rr ,
z=—o0 3
2] @ 3)
Po dosadeni do rovnice (3.2) dostaneme
1 (de) R
¢ roa
—J|—| +mg—¢ =E 4
2 p(dt] ngZOq) @
Rovnicu derivujeme podla Casu:
1 dede Rr . do dE
—J 2— +m 20— =—
LTI TE 2z, FTIEY

pricom si uvedomime, ze dE/d7 =0, lebo celkova energia E sa nemeni. Vykratime vyraz

dp/d¢ atak ziskame rovnicu
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d’p . m, gRr

»=0 )
de? Jpzo

ktora ma tvar diferencidlnej rovnice harmonického oscildtora. Jej rieSenim je funkcia vyjadru-
Juca zavislost’ vychylky ¢ od Casu:

m_oRr
¢ =@, sin {W/Lt ¥ y] (©)
Jpzo

kde ¢, je amplitida vychylky a y zaciato¢na faza kmitavého pohybu. Z vysledku vyplyva, ze

doba kmitu platne na trifilirnom zavese je

J
T—og |25
m,gRr

odkial’ vypocitame moment zotrvacnosti:

Rrg 2 2
J = mT" =kmT (7)
p 475220 p p
kde
gRr
k= 4n’z ®
0

je konStanta pristroja.

Aparatura a postup prace

Pristroje a pomécky
Kyvadlo na trojitom (trifilirnom) zéavese, telesd s nezndmym momentom zotrvacnosti, elek-
tronické stopky, dizkové meradlo, posuvné meradlo, véhy.

Vrchny zéaves je prispdsobeny na rozkyvanie kyvadla pomocou dvoch prstencovych diel-
cov, ktorych vzajomné pootocenie sa da merat’ v dielikoch (1 dielik = 4°). Pri merani pouzi-
vajte vychylku maximalne 1,5 dielika.

Postup prace
1. Odmerajte veli¢iny z, , R, r a vypocitajte konStantu pristroja.
2. Odmerajte polomer R, zakladnej platne a vypocitajte jej moment zotrvaénosti J,

podla vztahu (1). Hmotnost m, platne je uvedena na pristroji. Predpokladame, Ze

platna je homogénna.
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3. Odmerajte dobu kmitu 7, zékladnej kruhovej platne a pouzite ju na vypocet momentu

zotrvacnosti J, . Vysledok porovnajte s vypocitanou hodnotou J, . Pocet kmitov po-

trebnych na urcenie doby kmitu urc¢i veduci cvi€enia.

4. Meranim urCte moment zotrvacnosti J, kruhovej platne s otvormi. Umiestnite ju sy-

metricky na zakladnu platiiu, odmerajte dobu kmitu 7, a vyuzite ju pri vypocte ich

spolo¢ného momentu zotrvacnosti J, . Moment zotrva¢nosti platne s otvormi ziskate

ako rozdiel nameranej hodnoty a momentu zotrvacnosti zakladnej platne.

5. Moment zotrvacnosti J, platne s otvormi uréte vypoctom — ak poznate jej hmotnost’

m, aje] rozmery (najdete ich v laboratoriu pri ulohe). Platnia ma hustotu

p =7,66g/cm’. Problém rieste tak, Ze najprv vypocitate moment zotrvacnosti plnej

platne, od ktorého od¢itate momenty zotrvacnosti vyrezanych Casti. Treba pritom pou-

Zit’ Steinerovu vetu.

6. Vazenim zistite hmotnost’ m,, kazdého oloven¢ho kvadra (st priblizne rovnake),

kvéadre potom umiestnite na zakladntl platitu nastojato proti sebe (4 =0). Kvadre bu-

/

— dete postupne posuvat’ k okrajom platne symet-
ricky voci stredu tak, aby ste mohli zmerat’ za-
\ vislost' 7' = f(k), kde h je vzdialenost’ stredov

(obr. 2). Pri merani polohy % pouzivajte kruz-

~ Ah—> j spodnych hran kvadrov od stredu platne

Obrazok 2: Meranie polohy kvad- nice na zékladnej platni, ktorych polomery ras-

rov na zakladnej platni

ta po 1 cm. Na zaklade vysledkov merania ur-

¢te hmotnost’ m,  kvadrov a porovnajte s hodnotou, ktoru ste ziskali vaZzenim. Mo-

ment zotrvacnosti zékladnej platne spolu s kvadrami posunutymi o 4 od stredu platne

sarovnd sudtu J =J +2J,, +2m, (h2 +p° ), kde J, je moment zotrvacnosti zaklad-

nej platne, J,, moment zotrvacnosti kazdého z kvadrov vzhl'adom na os prechadzaji-

cu jeho taziskoma m, (h2 + pz) je €len vyplyvajaci zo Steinerovej vety, pricom p je

polovica dizky hrany zékladne hranola. Po dosadeni takéhoto momentu zotrvaénosti

do prisposobeného vzt'ahu (7) dostaneme
I, +2J,, +2m (0 + p*)= klm, +2m,, )T

odkial’ vyplyva linedrna zavislost’ Stvorca doby kmitu od Stvorca vzdialenosti 4 :

T? = a+ bh? (9)
J +2J,, +2m,p’ 2
kde a =" il P , b= Mo . Veli¢ina b je smernica tejto zavislos-
k(mp + 2mkv) k(mp +2m,, )

ti.
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Po odmerani dob kmitu pri viacerych vzdialenostiach 4 vynesieme zavislost 7° od

h* do grafu, uréime smernicu » a pomocou nej vypo&itame hmotnost’ kvadrov:

bk

my, :—2(l—bk)mp (10)

Dodatok — odvodenie vz£ahu medzi vy§kovou stiradnicou z a uhlom ¢.

Ked’ je platna P v rovnovaznej polohe, bod A ma suradnice (R,0,0). Pri otoCeni platne
ouhol ¢ ma bod A suradnice (Rcosq),rsin qo,z), ale bod A’ ma stale rovnaké suradnice
(r,0,z,). Pritom z, je vzdialenost medzi bodmi Oa O’ vokamihu, ked je platiia
v rovnovaznej polohe. Vzdialenost AA’, ¢o je dizka niti ¢, pri vychylke ¢ sa vyjadri vzta-

hom
0> =(Rcosp—r) +R*sin’ p+(z, —z)’
odkial’ ziskame vzt'ah aj pri nulovej vychylke (vtedy aj z=0):
0 =(R-rf+2z].
Z rovnosti pravych stran ziskame pre suradnicu z kvadraticku rovnicu
2> =22,z + 2Rr(1 - cosp) =0

ktorej rieSenia su

2z, i\/4z§ —8Rr(1—cosg)
1,2 — 2

z = z=2z, —\/25 —2Rr(l—c0sq0)

Znamienko + v rieSeni kvadratickej rovnice nie je fyzikdlne opodstatnené. Pri malych vy-
chylkach mézeme funkciu cos¢ nahradit’ prvymi dvomi ¢lenmi jej rozvoja do Taylorovho

radu: cosp=1-¢° / 2, takze po dosadeni pod odmocninu pre suradnicu z dostaneme

Pri Gprave vyrazu s odmocninou pouZijeme binomicky rozvoj, pricom opit’ zohl'adnime iba
prvé dva ¢leny rozvoja:
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Otazky

1. Priakych zjednoduseniach bol odvodeny vzt'ah (7) na vypocet momentu zotrvacnosti?

2. Mozno uvedenti metdodu pouzit’ na ur¢enie momentu zotrvacnosti telesa, ktorého t'azi-
sko nelezi na osi otaCania zakladnej platne?

3. Rozhodnite, kedy je od¢itavanie Casu presnejSie — pri maximalnej vychylke kyvadla,
alebo pri prechode rovnovaznou polohou.

4. Ktoru z potrebnych veli¢in na uréenie momentu zotrvacnosti musime merat’ ¢o najpre-
snejsie?



Meno: Krazok: Datum merania:

Protokol laboratornej tlohy €. 3

Urcenie momentov zotrvac¢nosti tuhych telies pomocou
kyvadla na trifilarnom zavese

Opis metody merania

Vzt’ahy ktoré sa pouzivaji pri merani

Pristroje a pomocky
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Ziznam merania a vysledky

Tabul’ka 1: Parametre pristroja

20

R

r

konStanta pristroja &

Vypocet: k=

Tabul’ka 2: Vypocet momentu zotrvacnosti zakladnej platne

veli¢ina mp R, Jy
velkost” a jednotka
Vypocet J, =
Tabulka 3: Meranie momentu zotrvacnosti zakladnej platne

doba kmitu 1 2 3 4 5
507, priemer
Ty
Jp = Rozdiel J,-J, =
Vypodet J, = km,T,’ =

Tabulka 4: Vypocet Meranie momentu zotrvacnosti kruhovej platne s otvormi
doba kmitu 1 2 3 4 5
50 T priemer
T
JS = J k J s J p =

Vypolet Ji= k(my+ m)TS =

Tabul'ka 5: Vypocet momentu zotrvacnosti kruhovej platne s otvormi

hmotnost’ my | polomer Ry

vyika h

hustota p

74 otvorov vzdialenost’ ry

7,66 g/cm’

J1 plnej platne

Jq materialu otvoru

Jx platne s otvormi

Vypocet Ji =
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Tabul’ka 6: Meranie zavislosti 7° = f (k) zakladnej platne s kvadrami

i h 50 T T h? T’

smernica z graf. zavislosti b = | hmotnost’ kvadra my, =

Vypocet myy =

Hmotnost’ kvadrov ziskana vazenim:
prvy kvader my, = druhy kvader my, =
priemernd hmotnost’ my, =

Prilohy

o graf zavislosti T° = f (h?)

Slovné zhodnotenie vysledkov:

Détum odovzdania protokolu:

Podpis Studenta: Podpis ucitela:




