Laboratorna uloha ¢. 6

Urcenie momentov zotrvacnosti tuhych telies metédou
torznych kmitov

Uloha: Zmerat direkény moment pruziny torzného kyvadla a vyuzit ho na meranie

momentov zotrvacnosti vybranych telies.

Teoreticky tvod

Moment zotrvac¢nosti J telesa je fyzikdlna veli¢ina charakterizujica zotrvacnost telesa
voci otacavému pohybu. J zavisi nielen od hmotnosti telesa, ale aj od jeho tvaru a od polohy
osi otacania.

Momenty zotrvac¢nosti uré¢ime na zaklade doby kmitu torzného kyvadla. Zariadenie,
ktoré umoznuje realizovat zadané tlohy, pozostava z masivneho stojana, v ktorom je v lo-
ziskach upevnena zvisla osova ty¢ - os otacania (obr. 1). Spirélova pruzina je pripevnena
jednym koncom ku stojanu a druhym na osovi ty¢. Na os budeme prichytéavat aj sy-
metrické telesa rozneho tvaru, napr. gulu alebo aj vodorovnu ty¢ s posuvnymi zavaziami

(situacia znézornenéd na obr. 1), ktorych momenty zotrva¢nosti chceme urcit. Ak teleso
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Obr. 1: Zariadenie na uskutoc¢nenie torznych kmitov. Obréazok znazornuje situéaciu, ked je

na (zvisli) os torzného kyvadla upevnena vodorovna ty¢ s posuvnymi zavaziami. Z name-
ranej periédy torznych kmitov budeme vediet urcit moment zotrvacnosti vodorovnej tyce

SO zavaziami.

pooto¢ime o uhol ¢, bude ho moment sily Spirdlovej pruziny tlacit spat do rovnovaznej
polohy. Pohybova rovnica telesa bude mat tvar

Po

kde # je jednotkovy vektor rovnobezny s osou otécania a M je moment sily vyvolany

pruzinou. J je moment zotrvacnosti kyvadla (jeho rotujtcej ¢asti). Hodnota J teda zahfhia



6. Urcenie momentov zotrvacnosti tuhych telies metédou torznych kmitov 2

jednak prispevok od telesa upevneného na os kyvadla a aj prispevok samotnej (zvislej) osi
kyvadla. Ten v8ak zanedbame, nakol'ko je os velmi tenka. Predpokladame, Ze moment sily

je priamotumerny vychylke . Potom
M=—kopi (2)

V rovnici (2) vystupuje tzv. direkény moment pruziny « (,kapa“), ¢o je silova konstanta
torznych kmitov. Znamienko minus vyjadruje skuto¢nost, Ze moment sily posobi proti
vychylke — pruzina sa snazi vratit teleso do rovnovaznej polohy, kedy vychylka ¢ = 0.
Dosadenim vyjadrenia (2) do rovnice (3) dostaneme pohybovi rovnicu torzného kyvadla
0 K
A )

¢o je rovnica harmonického oscilatora. Jej vSeobecnym riesenim je

wwzwwm(¢§ruﬁ (4)

Kyvadlo teda vykonava periodicky pohyb s periédou (dobou kmitu) 7' = 27+/J/k. Ak
teda pozname direkény moment x a odmeriame peridodu 7', ndjdeme moment zotrvacnosti
kyvadla

(2m)? (5)

Met6da merania a postup prace
1. Urcenie direkéného momentu pruziny

Na to, aby sme torzné kyvadlo mohli v dalSom postupe vyuZit na zistenie momentov
zotrvac¢nosti roznych telies, potrebujeme najprv poznat hodnotu direkéného momentu
jeho pruziny. Zmeriame ju postupom popisanym nizsie.

Na os otacania upevnime vodorovnu ty¢ (obr. 1). Vo vzdialenosti r od osi otécania
zavesime na ty¢ silomer tak, aby bol kolmy na vodorovniui ty¢ aj na os otacania. Ak potom
tahame silomer silou F, tak pésobime na zariadenie momentom sily M = rF', kde udaj
r je ramenom sily. Aby sa hacik silomeru nepokizol po vodorovnej tyéi, upevnime na
ty¢ posuvné zavazie tak, aby podopieralo hécik silomera. V tejto podulohe teda zavazie
nemd nijaky podstatny fyzikalny vyznam, len pomaha pohodlne a presne umiestnit hacik
silomera.

Zvolime rameno sily rovné r = 10 cm. Ty¢ vychylime z rovnovaznej polohy postupne
ouhly ¢ = +£7/2, 7 a £(3/2)7 a zakazdym silomerom odmeriame silu potrebnu
na udrzanie tyce vo vychylenej polohe. Doélezité je, aby ty¢ a silomer boli pri merani na seba
kolmé. Stc¢inom nameranej sily a ramena sily r dostaneme prislusny moment sily, ktory
budeme znacit Mio(p) a zapiSeme jeho hodnoty do prislusnej tabulky.

Pre kazdu velkost uhla ¢ meriame vychylky tak kladné (proti smeru hodinovych ruci-
¢iek) ako aj zaporné (v smere rucic¢iek). Idealna pruzina by bola symetricka, teda zavislost
M (Jp|) by bola parnou funkciou a merania oboch smerov vychyliek by boli zbyto¢né.
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Skuto¢na pruzina bude vykazovat asymetriu. Tym, Ze zmeriame vychylky na obe strany
a vysledky vhodne spriemerujeme!; eliminujeme podstatni ¢ast neziadticeho vplyvu asy-
metrie.

Zo vztahu (5) vyplyva, ze presnost ziskanych hodnét momentu zotrvaénosti zavisi
od toho, ako presne pozname hodnotu direkéného momentu x. Preto na zvySenie pres-
nosti zmerania s spravime meranie momentu sily este aj pre r = 15 a r = 20 cm. Potom

pre kazdy uhol ¢ vypocitame stredntt hodnotu momentu sily

(M(g)) = 3

kde My je moment sily zmerany pre rameno sily 10 cm pri uhle ¢ a obdobne M5 a Moyy.

[Myo + Mis + Mao] = M(¢p) (6)

[Miesto zloZitejsieho zapisu (M (p)) budeme d'alej zvycajne pisat M () alebo len M.| Treba
si uvedomit, Ze namerany moment sily M a ani pomocné hodnoty Mg, M5 a Mg v prin-
cipe nemajui zavisiet od ramena sily. Ako od premennej maja zavisiet len od uhla vychylky
¢ (a samozrejme aj od direkéného momentu pruziny, ¢o je vsak podla predpokladu kon-
Stanta). Napriek tomu nemusia byt namerané hodnoty Mg, M5 a My pre dany uhol
¢ navzajom uplne rovné, ¢o je spésobené roznymi zdrojmi experimentalnych chyb. Preto
z nich robime vyssie uvedeny priemer (6). Ziskané hodnoty M vynesieme do grafu zavislosti
M od vychylky ¢. Presvedéime sa, ze M (p) linedrne rastie s ¢, teda ze

M = kp (7)

v stlade s rovnicou (2). Linearnou regresiou typu y = bz (teda s nulovym priese¢nikom q)

néjdeme smernicu tejto zéavislosti, ktora je rovné direkénému momentu k.

2. Meranie periody

Momenty zotrva¢nosti budeme urcovat z periody kmitov torzného kyvadla. Postup
merania periddy je takyto: Snimac¢ postavime do takej vzdialenosti od osi otacania, aby
svetelny lu¢ snimaca mohol byt preruseny tenkym hrotom na telese. V rovnovaznej polohe
musi by svetelny lu¢ preruseny hrotom, ¢o indikuje ¢ervené svetielko na snimaci. Dalsie
detaily postupu merania peridody najdete v navode prilozenom k snimacu.

Teleso vychylime z rovnovaznej polohy vzdy o rovnaky uhol, napr. 7/2 a pustime. Me-
raci pristroj zaznamené Cas medzi dvoma prechodmi hrotu cez svetelny 1u¢, teda polovicu
periody (tzv. kyv, ¢o je polovica kmitu). Meranie opakujeme 6-krat, pri¢om teleso vychy-
[ujeme striedavo na jednu aj na druhu stranu (aby sme potlacili neziaduci vplyv asymetrie
pruziny) a najdeme strednti hodnotu periody T

3. Meranie momentu zotrvac¢nosti réznych telies

Dostavame sa k hlavym néplniam tejto praktickej tlohy. Vybrané teleso pripevnime
na os otdcania a podla ¢asti 2 odmeriame jeho dobu kmitu 7. Zo vztahu (5) najdeme

Vhodné spriemerovanie spravime tak, Ze cez namerané body prelozime priamku, ktorej nanttime
prechadzat pociatkom. To znamené, Ze pouZijeme linearnu regresiu typu y = bz, t. j. M = kp (a nie
M =kp+q).
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moment zotrvacnosti J. V tabulke ndjdeme hmotnost telesa, odmeriame jeho rozmery,
vypocitame teoreticki hodnotu momentu zotrvacnosti Jieo a porovnéame ju s hodnotou J.

Vyuzijeme analytické vztahy pre momenty zotrvacnosti vybranych telies: 2

teleso | disk, valec | gula plast valca tyc
1 2 1 1
Jieor §mR2 ngQ §m(R% + R%) EmT€2

4. Urcenie hmotnosti zavazi a tyce

V tejto podilohe budeme pracovat so Specifickym telesom, ktorym bude vodorovné
ty¢ so symetricky umiestnenymi zavaziami podla obr. 1. Analyticky vztah pre moment
zotrvacnosti vodorovnej tyce so zavaziami (ak zanedbame ich priestorové rozmery) mé
tvar

J = Jp + 2mr? (8)

kde m je hmotnost zévazia, r je vzdialenost jednotlivého zévazia od osi otédcania a Jr je

moment zotrvacnosti tyce. Ak je dlzka tyce £ a jej hmotnost mr, potom

JT = %msz (9)
Upevnime zavazia na ty¢ do vzdialenosti » od osi otacania a odmeriame periédu kmi-
tov takéhoto telesa. Z rovnice (5) vypocitame moment zotrvacnosti J. Ulohu zopakujeme
pre r = 10, 15, 20 a 25 cm. Do grafu vynesieme zavislost J od r2. Presvedéime sa, ¢i
tato zavislost je linearna, ako by mala byt podla teoretického vztahu (8). Z linearnej re-
gresie a porovnanim so vztahom (8) najdeme smernicu (2m) ako aj konstantny ¢len (Jr).

Odmeriame dlzku tyce £ a z rovnice (9) odvodime vztah pre hmotnost tyce:

120y

- (10)

mr

Presnost merania

Podstatnym faktorom, ktory ovplyviuje presnost ziskanych vysledkov, je hodnota di-

rekéného momentu x linearnej charakteristiky pruziny. Preto sa presvedc¢ime, ¢i

(i) pre dand hodnotu vychylky ¢ hodnota sa¢inu M = rF naozaj nezavisi od r. Rozne
hodnoty M pre ten isty uhol ¢ indikujt nepresnost merania sily silomerom.

(i) zavislost M(p) je dostatocne linedrna; graficky sa o tom presvedéime zostrojenim
prislusného grafu s nameranymi tdajmi. Cislenou indikaciou odchylky od linedrnosti
st niektoré idaje urcené linearnou regresiou: koeficient determinovanosti R3, (pre
presne linearny priebeh by bol rovny 1) a smerodajna odchylka smernice, teda di-
rekéného momentu s, (pre presne linearny priebeh priamky idicej cez pociatok by
bola rovna 0).

2Fyzikalny vyznam veli¢in v tabulke je zrejmy: m je hmotnost uvazovaného telesa, R je jeho polomer.
R; a Ry oznacuju vnutorny a vonkajsi polomer dutého valca. m je hmotnost tyce a £ je jej dizka.
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Jednotlivé zistenia zapiSeme do zhodnotenia vysledkov v zavere protokolu.

Inym zdrojom nepresnosti merania je skutoc¢nost, Zze sme v teoretickom modeli zanedbali
tlmenie torznych kmitov. Ak ty¢ vychylime a nechame ju kmitat dlhsiu dobu (napr. 5
period), spozorujeme, Ze jej vychylka po kazdej periode klesa. Z tedrie tlmeného oscilatora
vieme, ze tlmenie predlzuje perd6du kmitov. Preto nami namerané peridoda T je o nieco
vicsia, ako perioda netlmenych kmitov, ktora vystupuje v rovnici (5). Tento rozdiel period

pri merani zanedbame.

Tretim faktorom, ktory ovplyviiuje presnost merania v ¢asti 4, je zanedbanie priestoro-
vych rozmerov zavazi. Zavazia sme povazovali za hmotné body s momentom zotrvac¢nosti
2mr?. Presnejsi vypocet, ktory by zahrnul vysku valéekov h = 4 cm, d4 moment zotrvac-
nosti zavazi 5

2mr? + gmh2 (11)

Vypottom sa da presvedcit, ze jeho korekciu (2/3)mh? mozeme zanedbat.



Meno: Krazok: Datum merania:

Protokol laboratérnej tlohy ¢. 6

Urcenie momentov zotrvacnosti tuhych telies metédou
torznych kmitov

Struc¢ny opis metédy merania

Vztahy, ktoré sa pouzivaju pri merani

Pristroje a pomocky
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Zaznam merania, vypocty a vysledky

Meranie direkéného momentu 3

r =10 cm r=15cm r =20 cm

¥ F My F M;s F My M

—37/2

—m/2

/2

3r/2

(adaje st v N a v Nm)

Koeficient determinovanosti z regresie | R, =

Direkény moment pruziny K =

Meranie momentov zotrvacnosti telies

(Casy a momenty zotrvacnosti v zékladnych jednotkach SI)

Gula m = R =
i 1 2 3 4 5 6
T;/2
T;
priemerna hodnota periody T =
moment zotrvacnosti J = Jreor =
Disk m = R =
i 1 2 3 4 5 6
T;/2
T;
priemerna hodnota periody T =
moment zotrvacnosti J = Jreor =

3Symbol R v druhej tabulke zodpoveds velkému pisanému R. Uvadzame ho takto preto, aby bol
odliseny od polomerov, ktoré v tejto tlohe piSeme velkymi tla¢enymi R.
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Valec m = R =
i 1 2 3 4 5 6
T./2
T;
priemerna hodnota periody T =
moment zotrvacnosti J = Jteor =
Duty valec m = Ry = Ry =
i 1 2 3 4 5 6
T./2
T;
priemerna hodnota periody T=
moment zotrvacnosti J = Jteor =

Meranie hmotnosti zavazi a tyce

(Gasy a momenty zotrva¢nosti v zakladnych jednotkach SI)

r (cm) 5 10 15 20 25

Vypocet hmotnosti tyce podla vyjadrenia (10) s uvedenim hodnét a rozmerov veli¢in,
bez zaokrihleni:

12Jp
mr = €2
Hmotnost zavazia z regresie m =
Hmotnost zévazia z vazenia My =
. m—my
Relativna chyba _— =
my
Dlzka tyce l =
Moment zotrvacnosti tyce z regresie Jr =

Hmotnost tyce podla (10) mr =




6. Urcenie momentov zotrvacnosti tuhych telies metédou torznych kmitov

Prilohy

e graf zavislosti M ()

e graf zavislosti J(r?)

Zhodnotenie vysledkov

Datum odovzdania protokolu:

Podpis Studenta: Hodnotenie a podpis uéitel'a:



