Laboratorna uloha ¢. 21

Chvenie struny

Ulohy: A Zmerat zakladnu frekvenciu chvenia struny a zavislost tejto frekvencie
od dlzky struny a od sily, ktorou je struna napinana.

B Zo smernice tejto zavislosti ur¢it dizkovi hmotnost struny.

Teoreticky tvod

VInova rovnica. Napnuta struna predstavuje jednorozmerné prostredie, v ktorom sa

moze Sirit vinenie. VSeobecna rovnica vlnenia v jednorozmernom prostredi je

0%u 0*u
=y (1)
ot? 0x?
Veli¢ina u = u(x,t) je kolmé vychylka elementu struny z rovnovaznej polohy. x je priestorova
stradnica merana pozdlZ struny. ¢ je ¢as. Veli¢ina
F
v=1/— 2
d )
kde F je sila, ktorou je struna napinana a s je dlzkova hustota struny, t.j. hmotnost struny
predelena jej dlzkou. Ako sa ukazuje z riesenia vlnovej rovnice (1), veli¢inu v bude treba

interpretovat ako rychlost irenia sa vlnenia v strune.

Vlastné moédy. VInova rovnica (1) ma mnoho rieSeni. Upevnena struna vsak kmité tak,
ze jej konce sa nemozu hybat, ¢ize vychylky u na koncoch struny s nulové. Len rieSenia,
ktoré su v silade s tymito podmienkami, budi pre nas problém dolezité. Po uvazeni tychto
okrajovych podmienok sa mnozina rieseni vlnovej rovnice (1) obmedzi. Jej najdolezitejsimi
rieSeniami budu funkcie tvaru

up(x,t) = A, cos (v%nt) sin (%nx) , neN (3)

kde A, st konStanty. Priestorova siradnica ma hodnotu x = 0 na lavom okraji struny
a = L na pravom okraji. Funkcie u,(z,t) sa nazyvajua vlastné mddy vlnenia a kmitania
struny. Kazdy takyto mod predstavuje tzv. stojaté vinenie. To je vinenie, pri ktorom vina
neprenasa energiu ani hybnost. Navyse pri jednomédovom stojatom vineni si priestorova
a Casova zavislost separované, kazda v inom ¢initeli, ¢ize kazdy bod struny kmité s tou
istou fazou.

Moéd s n = 1 sa nazyva zdkladny mdd. Aj Tubovolné iné rieSenie rovnice (1) popisujice

upevnentu strunu sa da zapisat v tvare linearnej kombinacie vlastnych modov (3). To je
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n=1 n=2

Zakladny méd: do,diiky struny sa zmest{ len Druhy méd: do dizky struny sa zmestia dve
polovica vinovej dlzky. polvlny, teda jedna cela vlnova dlzka.

n=23 n=4

Treti méd: do dizky struny sa zmestia tri Stvrty méd: do dizky struny sa,zmestia Styri
polviny. polviny, teda dve celé vlnové dlzky.

Obr. 1: Vlastné mody stojatého vinenia struny dlzky L vykreslené podla rovnic (3) v istom
¢asovom okamihu, napr. t = 0. V tlohe budeme pracovat so zakladnym médom (n = 1),
ktory ma pri danej dlzke struny maximéalnu vlnova dizku A; = 2L spomedzi vetkych

mo6dov a minimalnu frekvenciu vy = v/\;. Pozri aj vztahy (5).

dovod ich vynimocnosti a dolezitosti medzi ostatnymi rieseniami vlnovej rovnice. Tieto
tvrdenia sa daju pomerne Tahko dokézat pomocou rozvoja rieSenia do Fourierovho radu
(pozri doplnkovy dokument k tlohe). Na obrazku 1 st zndzornené prvé styri vlastné mody
stojatého vlnenia.

Z Casovej zavislosti vo vyjadreni modov podla vztahu (3) vyplyva, Ze ak struna kmita
v mode n, jej pohyb v Tubovolnom mieste je harmonickym kmitavym pohybom s uhlovou

frekvenciou
T
Wy = V="
Gize s frekvenciou!
v
Up = —N 4
= (®)
a perivdou
1 2L 1
TTL = — = ——
Uy v n

Frekvenciu budeme znacit gréckym pismenom v (vyslovovat ni), o je jeden z dvoch zauZivanym

symbolov. Symbolu f sa vyhneme, kedZe ho v tejto tlohe pouZivame v inych vyznamoch.
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Frekvencia vy sa nazyva zdkladnd frekvencia kmitania struny. Frekvencie s n > 1 sa na-
zyvaju vyssie harmonické frekvencie. Vzdialenost, ktort vina v strune prejde pocas jednej
periody, je vinovd dizka \,:

Ay =oT, = L = 2E

- (5)

V naSom merani potrebujeme poznat, ako sa teoreticky da vypocitat frekvencia kmitania

struny v zavislosti od napinacej sily a d'alsich dvoch parametrov. Tento vztah dostaneme
kombinaciou rovnic (4) a (2):

Uy = % g n (6)

Hovori nam, ze kazda vlastna frekvencia je priamo timerna odmocnine napinacej sily a zavisi
aj od dlzky a hustoty struny.

Vidime, Ze kone¢na dlzka struny a jej upevnenie na oboch koncoch mé zasadné dosledky

pre jej pohyb:

e Struna na okrajoch nekmita.

e V strune moze existovat len stojaté vinenie, ¢o je isty druh kmitavého pohybu.

Vlnové dlzky mozu byt len také, aby sa do dlzky struny sa zmestil celo¢iselny pocet
polvin (L = n A, /2).

Frekvencie médov mozu nadobudat len diskrétne hodnoty v, = v/A,, n € N.

Jav rezonancie. Ak sa snazime oscilator rozkmitat periodickou vonkajSou silou (budiaca
sila), moze dojst k rezonancii vtedy, ked sa frekvencia budiacej sily blizi k vlastnej frek-
vencii oscilatora. Rezonancia sa prejavi vyraznym zvySenim amplitidy kmitov. Obycajny
oscildtor ma len jednu vlastnu frekvenciu rovnt 1/(27) y/k/m, kde k je silova konitanta
pruziny. Strunu tiez mozno chapat ako oscilator, ale taky, ktory dokaze kmitat na viace-
rych frekvencidch — vlastnych modoch struny. Preto v pripade kmitov struny mozeme jav
rezonancie pozorovat tak pri jej zékladnej frekvencii v ako aj pri vyssich harmonickych

frekvenciach v,,.

Met6da merania

Cielom merania je overit vzfah (2) a z neho uréit dlzkovi hustotu struny s. Na me-
ranie pouzijeme aparaturu podla schémy na obrazku 2, pricom pouzijeme zéakladny mod
kmitania struny, t.j. méd s n = 1 v zapise rovnice (3). Strunu budeme rozkmitavat elektro-
magnetom a vyuZijeme jav rezonancie: Struna sa vyrazne rozkmita vtedy, ked frekvencia
vonkajsej budiacej sily (t.j. frekvencia, s ktorou je struna pritahovana ku elektromagnetu)
bude zhodné s niektorou vlastnou frekvenciou struny.

Struna je ocelova a je pritahovana k elektromagnetu bez ohladu na smer prudu, ktory
prechadza cez cievku elektromagnetu. Nikdy nie je odpudzované. Preto je frekvencia bu-
denia struny v dvojnasobné vzhladom na frekvenciu generatora vg a je dolezité tieto

frekvencie odlisovat aj zna¢enim (indexom G). KedZe sa mame zaujimat o zékladny mod,
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Obr. 2: Schéma meracieho zariadenia. Jednotlivé ¢asti: S-struna, P-podpery, U-pevné uchy-

tenie struny, N-napinaci mechanizmus struny, G-generator striedavého napétia s nastavova-
telnou amplitudou a frekvenciou, B-elektromagnetické budenie kmitov struny, D-detekcia
amplitidy chvenia, O-osciloskop v rezime zobrazovania ¢asovych priebehov.

musime zabezpecit, aby sme rezonanciu vybudili na najnizsej vlastnej frekvencii struny
pri danej dlzke struny a tahovej sile.

V principe by sme dlzkovi hustotu struny dokazali uréit z jediného merania, t.j. z me-
rania pri jednej hodnote dizky struny L a jednej napinacej sile F. Pri takomto zjednodu-
Senom postupe by vSak existovala zna¢na pravdepodobnost, Ze vplyvom roznych faktorov,
ako napr. omyl pri nastaveni zariadenia alebo zle odcitand hodnota z pristroja, by bol
vysledok zatazeny velkou neistotou alebo by bol tplne nespravny?. Prevedenim merani
pre viac hodnot L a F' mame moznost presveddit sa, ¢i zakladna rezonanc¢né frekvencia v
vykazuje spravanie sa podla fyzikalnych zakonitosti, ktoré su v tejto tlohe vhodne vyjad-
rené vztahom (6). Ak je tomu tak, pravdepodobnost vnesenia hrubej chyby do vysledku
je minimalizovana. Dalsim fyzikilnym dosledkom, pozorovatelnym ak prevedieme mera-
nia pri viacerych napinacich silach, je linearna zavislost medzi Stvorcom rychlosti zvuku

(vlnenia) a napinacou silou. T4 vyplyva jednoducho z uvodného vyjadrenia (2):
F = sv° (7)

Prave z grafu tejto zavislosti uré¢ime neznamu dlzkova husotou s.

Postup prace

1.) Najprv pomocou podpier P nastavime istt dlzku L struny. Odport¢ané hodnoty st
od 30 do 70 cm. Pod strunu vhodne umiestnime budiaci elektromagnet B a detektor am-
plitudy kmitov D. Je pritom dolezité, aby budiaci elektromagnet ani detektor neboli v uzle
hladaného modu stojatého vinenia. Sucasne nesmu byt prili§ blizko pri sebe, pretoze de-
tektor by zachytéval signal priamo z budenia prostrednictvom elektromagnetickej vazby
medzi cievkami budenia a detektora. Odporuc¢ame umiestnit detektor aj budenie do vzdia-

lenosti L/3 od podpery a do vzdialenosti L/3 navzajom od seba. Signal chvenia struny aj

2Pocas merania musime samozrejme pracovat tak, akoby sme hodnotu dizkovej hustoty struny vopred

nepoznali.
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Obr. 3: Priklady Lissajousovych kriviek na osciloskope. Stav rezonancie je charakterizo-

vany nulovou plochou uzavretej krivky (obrazok vlavo). Stav mimo rezonancie (vpravo) je
charakteristicky nenulovou plochou uzavretej krivky. Vid aj prislusni poznamku v texte
pod c¢iarou.

referenény signal priamo z generatora sa zobrazuji® nad sebou na obrazovke osciloskopu O.

2.) Po nastaveni geometrie experimentu nastavime velkost napinacej sily struny pomocou

napinacieho zariadenia N najprv na hodnotu F = 10 N.

3.) Spustime generator budiaceho signélu. Kedze tulohou je najst najnizsiu rezonan¢ni
frekvenciu, znizime frekvenciu generatora prakticky az na nulu (odporucame na cca 20 Hz)
a potom velmi pomaly frekvenciu zvySujeme. Amplitidu budiaceho signalu pritom méame
nastavent na vhodnu hodnotu néjdent skusmo. Pri istej frekvencii generatora spozorujeme,
ze struna sa silne rozchveje a vzrastie aj amplitida detegovaného signélu zobrazeného na os-
ciloskope. Jemne doladime frekvenciu tak, aby bol signal maximélny. Aby 8lo o skuto¢nu
rezonanciu, musi mat signal z detektora na osciloskope poloviénta periédu oproti signalu
budenia.

4.) Zapiseme najdenn frekvenciu generatora vg do prislusného policka v tabulke a tak isto
aj hodnotu prislusnej frekvencie budenia 1y, = 2vg. Tato hodnota rezonanc¢nej frekvencie

je sucasne hladanou zakladnou frekvenciou struny s dlzkou L a napinacou silou F.

5.) Napinaciu silu nastavime na hodnotu 20 N a najdeme novi prislusni rezonanénu frek-
venciu tym istym postupom. Hladanie si vSak urychlime pomocnym vypoctom na zaklade
vyjadrenia (6), ktoré nam hovori, ze ak zvySime tahovu silu 2-krat, tak frekvencia by sa
mala zvysit v/2-krat. Vypodcitany udaj nam poslazi len ako orientacny na rychle najdenie
skutocnej experimentdlne; hodnoty rezonan¢nej frekvencie.

6.) Pokrac¢ujeme d'alej pre napinacie sily 30, 40 a 50 N.

7.) Nastavime postupne eite dve dalsie dizky struny a vietko zopakujeme opét pre napi-
nacie sily F' = 10, 20, 30, 40 a 50 N.

3 Jemnejii sposob merania a teda alternativny postup by bol pomocou merania fazy budiaceho signalu
a signalu odozvy. Toto meranie sa vykonava v XY rezime osciloskopu. Odporuc¢ame vyskisat a popr. aj
pouzivat tento rezim. Pre stav rezonancie je charakteristické to, Ze budiaci signél a signéal odozvy maju
fazovy posuv 7. V XY reZime sa signal objavi ako Lissajousova krivka s nulovou plochou (pozri obr. 3).
Mimo rezonancie stopa na osciloskope uzatvara nenulovi plochu.
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8.) Z nameranych rezonanénych frekvencii v; a zo znalosti vlnovych dizok vypocitame
rychlost Sirenia vlny na zaklade vztahu (5), v = \jv;. Postupne vyplnime tabulky 1 az 3.
9.) Vsetky usporiadané dvojice (v?, F') vynesieme do jedného grafu zavislosti F od v?.
Tieto tdaje spracujeme linearnou regresiou s nulovym priesecnikom, Cize regresiou typu
f(z) = bx. Dlzkovt hustotu s struny uréime pomocou smernice b tejto zavislosti, je dokonca

s nou zhodné.

Instrukcie na zostrojenie grafu

K protokolu pripojime graf zavislosti napinacej sily od druhej mocniny rychlosti zvuku

a prislusné popisky. Graf nakreslime rucne na milimetrovy papier. Namerané hodnoty za-

graf zavislosti napinace] sily od étvorca rychlosti zvuku v strune

50 F = sv?
s =8,0183.10~* kg/m
0 0. =0,0327.107% kg/m
R3,. = 0,99872
30
F(N)
20
10
0

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

v? (m?/s?)
Obr. 4: Ukazka, ¢o ma obsahovat a ako ma byt vypracovany graf v tilohe Chvenie struny.
KedZe ciselné udaje v grafe su predbezného charakteru, je potrebné ich uvadzat na vyssi
pocet platnych ¢&islic. (PouZite vSak vase vlastné udaje!) Hlavné vysledky v protokole treba
potom vhodne zaokruhlit. V podobnom zmysle je potrebné vypracovavat grafy aj vo vacsine
inych tloh.

zna¢ime napr. krizkami a pravitkom prelozime priamku v silade s vysledkami linearnej
regresie. Do grafu zapiSeme modelovi rovnicu F = sv?, hodnotu smernice s (aj s jednot-
kami) vypocitana linearnou regresiou, smerodajnt odchylku o, a koeficient determinova-

nosti R3,, uréeny v silade so standardnou definiciou®. Smernicu v grafe uvadzame na aspon

4Standardna definicia poskytuje vyjadrenie

Yoy (yi — fi)?
Z;L:l (yi - 27)2

x; st experimentilne hodnoty na osi x, tu teda Stvorce rychlosti z tabuliek, y; su sily a f; st funkéné

R(Zlet =1-

hodnoty z regresnej rovnice, ¢ize f; = sx;, kde s je smernica z regresie. ¥ je aritmeticky priemer hodnot
y;. Program Excel v pripade regresie s nulovym priese¢nikom pocita koeficient determinovanosti pomocou
nevhodnej definicie, takZe nim vypod¢itani hodnotu neuvadzame.
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4 platné ¢islice. Jej smerodajnti odchylku na aspoin 2 platné &islice. Hodnotu R32, piSeme

na tol’ko desatinnych miest, aby aspon posledné dve boli odligné od ¢islice 9.

Presnost merania

Ako bolo uvedené vyssie, linedrnou regresiou zévislosti F' = sv? ziskame parameter s
a dalsim vypoctom aj jeho smerodajni odchylku o,. Fyzikdlnym vyznamom smernice s
v tejto tlohe je hladana dlzkova hustota.

Uplné ohodnotenie presnosti merania by vyzadovalo aj uréenie neistoty As dlzkovej
hustoty struny. Neistota hodnoty fyzikalnej veli¢iny ma vSak netrivialny vztah k jej sme-
rodajnej odchylke a podrobné analyza tohto vztahu by bola nad ramec tychto cviceni.

Vieme v8ak aspon odhadnut chybu merania, ¢o je rozdiel medzi nami experimentalne
urcenou hodnotou s a jej presnou hodnotou. Presnt hodnotu sice nepoznéme, ale po-
zname hodnotu sy4; ziskant z priameho odvaZzenia a zmerania dlzky struny. (Toto vaZenie
a meranie nebudeme robit, nakolko takto ur¢ena hustota uz je k dispozicii v laboratériu.)
O hodnote sy4; sa mozme domnievat, Ze jej neistota je zanedbatelne mala v porovnani
so smerodajnou odchylkou o, nami nameranej hustoty s, a teda sy4; pre tento c¢el mozme
povazovat za presnil. Preto chybu merania urc¢ime ako rozdiel s — sy3;. Porovnanie namera-
nej a odvazenej hodnoty uvedieme vhodnou formou v zhodnoteni vysledkov v protokole.



Meno: Krazok: Datum merania:

Protokol laboratérnej tlohy ¢. 21

Chvenie struny

Struény opis metédy merania

Vztahy, ktoré sa pouzivaji pri merani

Pristroje a pomoécky
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Zaznam merania, vypocty a vysledky

Tabul'ky z priebehu merani

L= A —
F (N) ve (Hz) v1 (Hz) v (m/s) v? (m?/s?)
L= A —
F (N) ve (Hz) v1 (Hz) v (m/s) v? (m?/s?)
L= A —
F (N) ve (Hz) v1 (Hz) v (m/s) v? (m?/s?)

Tabul'ka s hlavnymi a pomocnymi vysledkami

Zistena dlzkova hustota struny s =

Smerodajna odchylka vysledku o5 =

Dlzkova hustota ziskané vézenim
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Prilohy

o graf zavislosti ' od v?

Zhodnotenie vysledkov

Datum odovzdania protokolu:

Podpis studenta: Hodnotenie a podpis uéitela:



