Laboratorna uloha ¢. 2

Maxwellovo kyvadlo

Uloha: 7 nameranych charakteristickych hodnot Maxwellovho kyvadla urcit moment
zotrvacnosti zotrvacnika tohto kyvadla a priemerna velkost sily posobiacej
proti jeho pohybu

Teoreticky tvod

Maxwellovo kyvadlo je kott¢ na hriadeli (zotrvacnik) s pomerne velkym momentom
zotrvacnosti, zaveseny na dvoch vlaknach (obréazok 1). Vldknami, ktorych konce st pevne
spojené s hriadelom, je zotrvacnik zaveseny na ram stojana, pricom os zotrvacnika sa moze
pohybovat vo zvislom vedeni ramu. Ked sa v hornej polohe zotrvaénik uvolni, za¢ne klesat,
vlakna sa zacnu z hriadela odvijat a zotrva¢nik klesajuc sa zaCne roztacat. Pri prechode
dolnou uvratou, ked sa nite celkom odvinuli, zotrvaénik sa zotrvacnostou otaca dalej tym

istym smerom a nite sa za¢nu na hriadel navijat, takze zotrva¢nik zacne stipat.

([T ll[‘]ll [T

Obr. 1: Maxwellovo kyvadlo.

Pohyb zotrva¢nika posudime z energetického hladiska. Vychodiskovej hornej polohe pri-
radime vyskovi siradnicu yg, takze polohova energia zotrvac¢nika je vtedy mgyo, kineticka
energia je nulova. Predpokladajme, Ze v istom ¢asovom okamihu je zotrvacnik vo vyske
y < Yo, takze jeho potencidlna energia je uz mensia. Cast potencialnej energie sa premenila
na kinetickt energiu (t4 ma dve zlozky — translacni a rotacnu), ¢ast sa spotrebovala na
prekonavanie odporu prostredia. Zo zékona zachovania energie tak vyplyva vztah

1 1
mgyo — mgy = §mv2 + §Jow2 + F (yo — ) (1)

kde m je hmotnost zotrvacnika spolu s hriadelom, v transla¢na rychlost taziska zotrvacnika

a w uhlova rychlost otacania zotrvacnika. Veli¢ina .Jy je moment zotrvacnosti zotrvacnika
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s hriadelom vzhladom na ich os stmernosti, ktora prechiddza osou otacania. Veli¢ina F
predstavuje celkovi odporovi silu posobiacu proti pohybu zotrvacnika.

Ked si uvedomime, Ze medzi uhlovou rychlostou w a rychlostou v plati vztah w = v/r,
lebo vldkna sa odvijaju z hriadela, ktory ma polomer r, moézeme rovnicu (1) upravit:

g+ g = (mg = F) =) = (m+ %) = 2mg = Fwa 1) @

Vo vyplyvajtcej rovnici zavisia od ¢asu iba veli¢iny v a y. Jej derivaciou podla ¢asu dosta-
neme

(m + %) 21}% =2(mg — F) % (—1) (3)

pricom dy/dt je rychlost taziska zotrva¢nika a dv/dt jeho zrychlenie. Pri klesani zotrva¢nika
sa suradnica y s Casom zmenSuje, teda dy/dt < 0, ¢o vo vztahu (3) v sucine s ¢islom
(—1) poskytne kladna hodnotu. Pre velkost (absolttnu hodnotu) zrychlenia ay pri klesani

zotrvaénika dostaneme d'alSou tpravou vztah

r*(mg — I)

ax =
J() -+ mr?

(4)

Odtial vyplyva, Ze za predpokladu nemennosti sily F' je zrychlenie konstantné. To znamené,

ze za Casovy interval Aty zotrvac¢nik prejde drahu sy (mal nulovi zaciatoénu rychlost):

1
Sk — 5 ax (Atk)Q =

r*(mg — F)

2o+ ) (Aty)? (5)

Z tejto rovnice, ktoré popisuje klesanie zotrvacnika, ur¢ime jeho moment zotrvac¢nosti:

2 — (A 2
Jo = r (mg QSk)( tk) — mr? (6)

Uvahami o energetickej bilancii pri stipani zotrva¢nika by sme pre moment zotrvacnosti

dostali analogicky vztah
2 (A 2
JO — r (mg—; )( tS) —mr2 (7>
SS

v ktorom At predstavuje Casovy interval potrebny na vystup do hornej tvrate po drahe

s dlzkou ss. Ked pozname velkosti velicin m a r a zmeriame veli¢iny sy, Aty, ss a Ats,
v rovniciach (6) a (7) zostanud iba dve nezname — moment zotrvacnosti Jy a sila F' predsta-
vujica odpor prostredia spolu s trenim. Z rovnic ich teda mozno vypocitat. Po vylaceni

sily F' dostaneme pre moment zotrvac¢nosti vztah

Jo = mr2 ﬁ —1 (8)

AE AR

Silu F' budeme urc¢ovat samostatnym meranim, ako bude uvedené dalej.

Poznamka. Rovnaky vysledok dostaneme, ked riesime pohybovi rovnicu M = Ja, opi-
sujucu rotacny pohyb telesa okolo osi. V tejto rovnici J je moment zotrvacnosti telesa
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vzhladom na os otac¢ania (povrchova priamka hriadela, v ktorej sa vldkno od neho od-
paja), M moment vonkajsich sil posobiacich na teleso vzhladom na tia istd os a & uhlové
zrychlenie otacania telesa. Vonkaj$imi silami posobiacimi na zotrvac¢nik su jeho tiaz mg,
reakcie na sily, ktorymi st napinané zavesné vldkna, a odpor prostredia spolu s trenim.
Moment tiazovej sily vzhladom na os otac¢ania je 7 X mg, mé smer jednotkového vektora
7 (na obr. 1 smeruje k Citatelovi), takze sa da vyjadrit v tvare mgri, kde r = || je po-
lomer hriadela. Moment sil reakcie na napinanie vlakien je v8ak vzhladom na os otacania
nulovy, takze nevstupuje do pohybovej rovnice. Sily odporu prostredia, ktorych vyslednica
F posobi v tazisku zotrvacnika, maji nenulovy moment 7 x F (velkost momentu je F'r),
takZe ho treba zahrnut do pohybovej rovnice. Zatial ¢o moment tiaZovej sily mé smer jed-
notkového vektora 7, pri pohybe zotrva¢nika nadol smeruje moment sily 7 x F opacnym

smerom, takze pohybova rovnica ma tvar
Ja =mgri— Fri 9)

Vektor uhlovej rychlosti pri klesani zotrvacnika ma smer vektora 77. Velkost uhlovej rychlosti
sa zvacsuje, takze aj vektor uhlového zrychlenia & pri klesani zotrva¢nika ma smer vektora
7j. Jeho velkost sa rovna podielu zrychlenia a,; taZziska a polomeru r hriadela, takze plati
vztah & = (ayx/r)7. Moment zotrvacnosti J vzhladom na os otacania sa podla Steinerovej
vety rovné suctu Jy + mr?, kde Jy je moment zotrvacnosti vzhladom na os prechadzajicu
taziskom, teda os stmernosti zotrva¢nika. Po dosadeni uvedenych vztahov do pohybovej
rovnice dostaneme

(o +mr) G = (mgr = Fr)ii = (Jo+mr¥ax = mgr® = Fr® (10)

odkial pre velkost zrychlenia ziskame rovnicu zhodnu s rovnicou (4).

Met6da merania

Ak Maxwellovo kyvadlo spustime z vysky 1o, zac¢ne klesat, a ked dosiahne najnizsiu
polohu y,, zacne stiupat. V dosledku strat energie nevystipi do pévodnej vysky yg, ale iba
do vysky y;. Potom znova zac¢ne klesat a proces sa viackrat opakuje. V prvom priblizeni
mozeme predpokladat, Ze energetické straty su tmerné celkovej dlzke drahy, ktora zotr-
vacnik presiel a Ze sila odporu je konstantnd. To znamené, Ze ak sa zotrvacnik po prvom

cykle zastavi vo vyske y;, potom plati

mg(yo — y1) = F(sk + s) (11)
kde sk = yo — Ys, Ss = Y1 — Y,. Z tohto vztahu vypocitame silu F":

mg(yo — Y1)
Sk + Ss

F = (12)
ktora predstavuje odpor proti pohybu zotrva¢nika. Tymto spéosobom moéZeme urcit velkost
sily bez merania ¢asovych intervalov. Velkost sily sa vSak v priebehu pohybu pravdepo-
dobne meni a mdzeme ocakavat, ze zavisi aj od rychlosti pohybu. Maximalna rychlost
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pohybu zavisi od vysky 1o, z ktorej zotrvacnik pustame, ¢o by sa malo prejavit aj na vel-

kosti sily vypocitanej pomocou vztahu (12). Preto sa pri merani velkosti sily F' zameriame

aj na urcenie jej zavislosti od zaciatoc¢nej polohy .

Postup pri merani a vyhodnotenie merania

1.

Na viacerych miestach zmeriame priemer hriadela a z aritmetického priemeru name-
ranych hodnot urc¢ime jeho polomer (tab. 1). Pomocou véah ur¢ime hmotnost zotr-
vacnika s oskou.

. Na zvislom meradle ur¢ime najnizsiu polohu y, zotrvac¢nika. Navijanim niti na hriadel

zdvihneme zotrva¢nik do vychodiskovej hornej polohy g, pricom dbame, aby hriadel
bol vodorovny. Po uvolneni zotrvaénik striedavo klesa k najnizSej polohe (dolnej
uvrati) y, a stupa naspdt. Vsimat si vSak budeme iba prvy cyklus. Do tabulky 3
zaznamename vychodiskovi polohu yy a hornu polohu y,, do ktorej sa zotrvac¢nik
vratil. Meranie opakujeme 10-krat pri postupne sa zmensujicej hodnote yq. Pre kazdé
meranie vypocitame silu F' a nakreslime graf jej zévislosti od zaciato¢nej polohy .

. Na urcenie momentu zotrvacnosti pomocou vztahu (8) treba zmerat aj ¢asové inter-

valy potrebné na prechod zotrvacnika z hornej polohy 3o do dolnej polohy y, (Aty)
a z dolnej polohy do novej hornej polohy vy, (Ats). Na urcenie tychto ¢asovych inter-
valov potrebujeme tieto Casové udaje: ¢as ty, v ktorom zotrvacnik uvolnime z hornej
polohy, ¢as t,, v ktorom dosiahne najnizsiu polohu, a cas t;,, v ktorom sa vrati do
najvyssej polohy. Udaje zapisujeme do tabulky (tab. 4) a pomocou nich vypoéitame
moment zotrvac¢nosti Jy. Meranie opakujeme 10 krat, vypocitame aritmeticky prie-
mer momentov zotrvacnosti zotrvacnika, ako aj smerodajnt odchylku aritmetického
priemeru (t. j. smerodajni odchylku vyberového priemeru). Na zaklade vysledkov
zhodnotime meranie.

Otazky a tlohy

1.

2.

Dosledne odvodte vztah (7).

Teoreticky vyjadrite pomer drah sy/sg, teda drahy prejdenej pri klesani k drahe
prejdenej pri stipani.

. Aké podmienky by museli byt splnené, aby pohyb kyvadla bol periodicky?

. Ukazte, ze dlzka dréhy s, pri n-tom klesani zotrvaénika je exponencialnou funkciou

poradového disla n.

. Vyjadrite vzajomny pomer rotacnej a translacnej ¢asti kinetickej energie zotrvacnika.



Meno: Krazok: Datum merania:

Protokol laboratornej tlohy ¢. 2

Maxwellovo kyvadlo

Struény opis metédy merania

Vztahy, ktoré sa pouzivaju pri merani

Pristroje a pomocky

Zaznam merania, vypocty a vysledky

Tabulka 1: Meranie polomeru hriadela.

meranie 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2r (mm)

Tabulka 2: Stale veli¢iny. Nezabudnite ich uviest aj s jednotkami.

hmotnost zotrvacnika polomer hriadela najnizia poloha zotrvac¢nika

m = T = yZ:
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Tabulka 3: Meranie sily odporu. Pokial neuvediete inak, pouzivajte jednotky cm a IN.

i 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Yo

n

Yo — U1

Sk = Yo — Yq

Ss =Y1 — Yz

F

Sem vpiste jeden konkrétny vipocet s uvedenim velkosti a rozmerov (jednotiek) fyzikdlnych
velic¢in:

F =

Aritmeticky priemer sily: F =

Smerodajna odchylka aritmetického primeru sily: sgp =

Tabulka 4: Meranie momentu zotrvac¢nosti.

i 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Yo

U1

Yo — W1

Sk = Y0 — Yz

Ss =Y1 — Yz

lo

t,

tn

Aty = t, — to

Aty =t, — t,

JOi
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Sem vpiste jeden konkrétny vgpocet s uvedenim velkosti a rozmerov fyzikdlnych velicin [podla
vztahu (8)]:

Joi =

Aritmeticky priemer momentov zotrva¢nosti:
1 n
Jo=~ Zl Joi =
1=

Smerodajna odchylka aritmetického priemeru:

n

Z(JOz - j0>2

:n(n —1)

Sy =

Vysledok merania s uvedenim neistoty merania:

J():

Prilohy

e graf zéavislosti sily odporu F' od zaciatocej vysky yo

Zhodnotenie vysledkov

Datum odovzdania protokolu:

Podpis studenta: Hodnotenie a podpis uéitela:



