Odvodenie pohybovej rovnice pre matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je idealizovany mechanicky oscilator, ktory si predstavujeme ako malé,
prakticky bodové teliesko s hmotnostou m, zavesené na niti s dlzkou ¢, ktorej hmotnost
povazujeme za nuloviu (obr. 3). Na teliesko posobia dve sily — sila F’g, ktorou ho pridrziava

lanko a tiaZové sila Fg = mg. Pohyb matematického kyvadla je opisany
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rovnakou pohybovou rovnicou, ako pohyb akéhokolvek iného kyvadla,
teda ako pohyb telesa otécajiceho sa okolo horizontélnej osi, ktora ne-
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U prechadza jeho taziskom:

—

M =Ja (1)

V tomto vztahu je M stéet momentov sil posobiacich na teleso, J

jeho moment zotrvac¢nosti vzhladom na os otac¢ania a @ je vektor uhlo-

vého zrychlenia telesa. Vodorovna os otacania prechadza bodom zévesu

m§ a vzhladom na tuto os je moment sil Fy nulovy, lebo této sila zviera s po-

lohovym vektorom 7, ktory mé dlzku ¢, uhol 180°. Preto sa pri pohybe

kyvadla uplatiuje iba moment M tiazovej sily. Vychadzajuc z obrazku, na ktorom je znazor-

neny jednotkovy vektor 77 kolmy na rovinu obrazku a smerujici za obrazok, moézeme napisat
nasledujuce vztahy:
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M=7Fxmg=—-nmglsinp , Q=177 (2)

Po ich dosadeni do (1) dostaneme upravenit pohybovi rovnicu:
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—1m g/l sin (3)

Pre ziskanie kone¢ného tvaru uvazime, ze moment zotrva¢nosti hmotného bodu je J = mf?.

Riesenie pohybovej rovnice pre matematické kyvadlo

V tomto odseku okrem iného ukézeme, Ze peridda velkych kmitov vyjadrena ako

T=T, [1 + i sin? (‘?ﬂ (4)

je menej presna ako jednoduchsie vyjadrenie
Lo,
T =T (1+ 7 ) (5)

Vypocet riesenia je ukazany v knihe |L. D. Landau, E. M. Lifsic: Mechanika, Fizmatlit (Mos-
kva, 2002)|. Tu len podrobnejsie rozoberieme vysledok, najma rozvoj do réznych mocnin a aj
presné numerické rieSenie.

Presné rieSenie pre periddu matematického kyvadla je
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je tzv. uplny elipticky integral prvého druhu. D4 sa rozvinit do Maclaurinovho radu (Specialny

pripad Taylorovho radu, ked rozvijame funkciu okolo bodu 0). Ozn. sin{ = s. Najnizie

derivécie potom su
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Najnizsie derivacie pri k = 0 st
1 1
KO0)=-n, K0 =0, K'"0)= i K®0)=0, K%0)==nr

Pri tom bolo treba vypocitat o.i.
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Maclaurinov rozvoj eliptického integralu mozme teda pisat
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a perioda kyvadla sa da potom vyjadrit
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Praktickejsie a pri priblizeni na kone¢ny pocet ¢lenov aj vyrazne presnejsie (pozri nizsie v texte
a na grafe) je vyjadrenie
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ktoré sa da ziskat, ked sinusy v rieSeni (6) rozvinieme do Maclaurinovych mocninovych radov.

Jednotlivé priblizenia ku presnému rieseniu ziskavame bud z vysledku (6) alebo z vysledku (7)
uvazenim istého poctu ¢lenov tychto nekonecnych radov. Na grafe na predoslej strane vidime,
ako presné alebo nepresné su jednotlivé pribliZzenia. Pri tychto porovnaniach presnosti pocho-
pitelne vzdy porovnavame vyjadrenia s rovnakym poc¢tom c¢lenov. Podstatné je, ze pribliZenie
v mocnindch g je ocividne lepsie neZ pribliZenie v mocnindch sin(po/2). To plati jednak ked
periddu uvazujeme ako funkciu argumentu ¢q a aj ked ju uvazujeme ako funkciu argumentu
sin(pg/2). Prilis malé hodnoty priblizenia pomocou mocnin sinusu st désledkom oscilujiceho
charakteru tejto funkcie, aj ked ta oscilacia pre rozsah g na grafe este nie je oscilaciou, len
zmensujicou sa strmostou.

Nakoniec si vSimnime, Ze do napisanych rieseni v tvare radov vstupuji len parne mocniny
@o reps. sin(go/2). To je v sihlase s tvahou, ze funkecia (rieSenie) T = T'(¢o) musi byt parnou
funkciou argumentu . Téato vlastnost rieSenia vyplyva zo samotnej symetrie tlohy, t.j. Ze
kyvadlo sa rozkmita rovnako bez ohladu na to, ¢i je pociato¢néd vychylka ¢y nalavo alebo
napravo (zaporné alebo kladna).



