Laboratorna uloha ¢. 4

Matematické kyvadlo

Ulohy: A Zmerat periodu malych kmitov matematického kyvadla a ur¢it pomocou

nej tiazové zrychlenie v laboratoériu.

B Zmerat zavislost doby kmitu matematického kyvadla od vel'kosti zac¢iatoc-
nej vychylky a porovnat s teoretickou predpovedou.

C Zmerat koeficient utlmu kmitov daného kyvadla.

Teoreticky tivod

Kyvadlo a jeho histéria. Matematickym kyvadlom nazyvame systém pozostavajuci
z hmotného bodu uchyteného na nehmotnej niti v homogénnom gravitacnom poli. Mate-
matické kyvadlo predstavuje model mnohych realnych kyvadiel, pricom ich spolo¢nou ¢rtou
je periodicky pohyb a zavislost periédy tohto pohybu od tiaZového! zrychlenia. Tieto vlast-
nosti tvorili zdklad prvych kyvadlovych hodin, zostrojenych holandskym u¢encom Christia-
anom Huygensom v roku 1656, umoziujtcich 'udstvu po prvy krat merat ¢as s presnostou
na sekundy. Klic¢om k tspechu bolo Huygensovo pozorovanie, Ze len pre malé vychylky
z rovnovaznej polohy bola perioda kmitov stabilné, prakticky nezéavisla od budenia (zavazia
s kladkami), ktoré udrziavalo kyvadlo v pohybe.

Pohybova rovnica a jej rieSenie. Pohybovi rovnicu popisujicu ¢asovy vyvoj uhlo-
vej vychylky kyvadla so zavazim zanedbatelnych rozmerov v homogénnom gravitacnom
poli mozno ziskat pouzitim Newtonovych pohybovych zakonov (pozri doplnkovy dokument
k ulohe), pricom jej vysledny tvar je
2

%Tf + % sing =0 (1)
kde ¢ = ¢(t) je od Easu zavisly uhol? vychylenia kyvadla z rovnovaZznej polohy, ¢ je tiazové
zrychlenie a ¢ je dlzka zavesu (obr. 1). V pripade, Ze kyvadlo vykonava malé kmity (t.j.
lo(t)] < 1), mdzeme v druhom ¢lene pohybovej rovnice urobit priblizenie sin ¢ ~ ¢, ¢im

ziskame linearizovant rovnicu pre kmity harmonického oscilatora,
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'Pojmy tiaZzové a gravitacné zrychlenie sa ¢asto zamienaj, ¢o viak nie je spravne. Gravitané zrychlenie

je sposobené vyluéne hmotnostami telies (tu najmé Zeme), zatial ¢o tiaZové zrychlenie zahfha aj vplyv
otafania Zeme (odstrediva sila na kyvadlo). V beZnych podmienkach teda telesa pocituja tiazové zrychlenie,
nie ¢isto gravitacné. Preto je v nagich tlohach potrebné pouZivat pojem tiaZové zrychlenie.

2Uhol vychylenia teda budeme znacit gréckym pismenom ¢ (vyslovovat fi). Tento znak treba odligovat
od inych foriem zapisu tohoto pismena, ktoré su ¢ a ®.
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Jej riesenim pre pociato¢ny uhol vychylenia ¢y a nulovi pociatocnu rychlost su tzv. malé

harmonické® kmity:
27
o) = ncos (1) )

14
TO = 27’(’\/; (4)

je peridda malych harmonickych kmitov kyvadla. VSimnime si, ze tato periéda zavisi len

kde

od dlzky zévesu a od tiazového zrychlenia a je nezavisla od poéiatoénej vychylky. Uhol
¢o (zvycajne byva kladny, ale nie je to nutné) predstavuje maximélnu velkost vychylky,
do akej sa kyvadlo dostava. Velkost tohto uhla sa preto nazyva amplitida kmitania. Casto

je praktické pouzivat aj uhlovi frekvenciu kmitavého pohybu, ktoréa je definovana ako

2T
=T, (5)

Vyjadrenie (4) vyuZzijeme pri vypoéte tiazového zrychlenia g z experimentéalne ziskanych

Wo

hodnot ¢ a Tp. Musime vSak mat na paméti, Ze rieSenie (3) a periéda (4) s platné len
pre malé kmity. Kmity matematického kyvadla su teda harmonické len vtedy, ked su to
malé kmity. Konkrétna hranica pouzitelnosti tohto priblizenia zavisi od presnosti, s akou
chceme alebo sme schopni pracovat. V pripade, Ze vychylky nie st malé, rovnicu (1) nedoka-
zeme riesit analyticky. Da sa ale ukézat, Ze uhol vychylenia bude vykonavat neharmonické
periodické kmity, ktorych peridda T uz bude zavisld aj od pociatocnej vychylky, pricom
tato zavislost mozeme vyjadrit pribliznym vztahom

T(po) =Ty (1 + 1_16%2)) (6)

Zdovodnenie tohto vztahu tiez ndjdete v doplnkovom dokumente k tlohe. Vidime, Ze tento
vztah je v stlade s periédou harmonickych kmitov (4), pretoze lim,,_,0 T'(po) = Tp. Z vy-
jadrenia (6) vieme tiez lahko uréit, akej chyby sa doptstame, ked pouzivame menej presné
vyjadrenie (4).

Pri pohybe kyvadla je potrebné rozlisovat pojmy kmit a kyv. Kmit je pohyb predsta-
vujuci celi periddu, trva teda dobu T'. Kyv je pohyb zahfnajtci len polovicu periddy, trva
teda dobu T//2.

Tlmené kmitanie. Vyssie uvedené rovnice a vztahy nezahfnaji vplyv odporu vzduchu
a teda kyvadlo podla nich mé kmitat idedlne periodicky donekone¢na. V laboratérnom
prostredi sa vSsak nevyhneme vplyvu odporu vzduchu, ktory spésobuje postupné utlmovanie
az zanik kmitov. Pre tlmené kmity s malymi vychylkami je mozné odvodit zévislost uhlove;j

vychylky od ¢asu v nasledovnom tvare

o(t) = poe " cos (wt) (7)

3Kmitavy pohyb nazyvame harmonickym vtedy, ked vychylka kmitajiceho objektu v zavislosti od ¢asu

je tmerné bud funkcii cos(wt+ ), alebo funkcii sin(wt+«), kde w je od Easu nezavisla konstanta (nazyvana
aj uhlovou frekvenciou) a « je konstanta predstavujtica podiato¢ni fazu.
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kde v je koeficient utlmu a

w=/wj =7’ (8)

je uhlova frekvencia tlmenych kmitov, ktord je zvycajne nepatrne mensia, nez by bola
frekvencia netlmenych kmitov.

Analytické rieSenie platné pre velké tlmené kmity uvadzat nebudeme, nakol'ko by to
bolo podstatne zloZitejsie nez pre malé tlmené kmity alebo pre velké netlmené kmity. Me-
ranie koeficientu Gtlmu v nasom cviceni obmedzime na kmity do vychyleni 20°, pri ktorych

bude mozné pouzit vztah (7) platny pre malé kmity.

Met6édy merani a principy vyhodnotenia

(A) Perioda malych kmitov a urcenie tiaZzového zrychlenia. Toto meranie usku-
tocnime tak, ze kyvadlo nechame vykonavat malé kmity s amplitidou okolo 5° a zmeriame
ich periodu Ty. KIacovym vztahom pre vyhodnotenie malych netlmenych kmitov je rov-

nica (4). Z nej vyjadrime hladané tiaZové zrychlenie nasledovne:

om\ 2

=(%) .
(B) Meranie vel'kych kmitov. Toto meranie tiez uskuto¢nime priamociarym sposo-
bom. Kedze kmity kyvadla sa tlmené, amplitida jeho vychyliek klesa s kazdym kyvom.
Pritom vsSak kazdé jednotlivé meranie v tejto casti ma byt uskutocnené pri konkrétnej
hodnote amplitidy ¢g. Preto kazdé meranie musi trvat kratko, aby sa pocas neho am-
plitida nestihla vyznamne menit. Zabezpec¢ime to najlepsie tak, Zze pre dani pociatocni
vychylku (amplitidu) zmeriame len jeden kyv. Vynasobenim doby trvania kyvu dvoma
dostaneme prislusna periodu (dobu kmitu). Podobny postup nebol potrebny v casti (A),
kedZe pri malych kmitoch peridéda prakticky nezavisela od amplitiudy, a teda zmena am-
plitady v dosledku ttlmu ndm nevadila.

Pri vyhodnocovani velkych kmitov si uvedomime, ze zavislost periody kyvadla od $tvorca
amplitidy je linedrna (6). Preto ak zakreslime namerané usporiadané dvojice (3, T)
do grafu, (kde na vodorovnej osi st hodnoty 3 a na zvislej prislusné hodnoty T'), tak
by v idealnom pripade mali lezat na priamke. Ak je to s dostatonou presnostou tak, te-
oreticku predpoved (6) sme overili. Priese¢nik tejto priamky s osou y zodpoveda peridde
nekoneéne malych kmitov. Oznaéime si ho T(0). Ak sme merali spravne a aparatiura bola

v poriadku, hodnota 7'(0) by mala byt takmer rovna hodnote Ty z merania malych kmitov
v tlohe A.

(C) Meranie utlmu. Pri vybere metody merania je potrebné zvazovat, ¢ mame k dis-
pozicii matematicky aparat, ktorym je mozné vysledky merania spracovat. V ulohéach (A)
a (B) bol tento aparat zalozeny na rovniciach (4) a (6). V pripade tlmenych kmitov mame
k dispozicii riesenie (7), ktoré je platné len pre malé kmity. Preto je nutné meranie atlmu
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Obr. 1: VIavo: Bifilarny zaves, na ktorom je gul6¢ka predstavujica hmotny bod. Vpravo: Uhol
vychylenia predstavuje uhol medzi aktualnou a zvislou polohou lanka pri pohlade z boku na bi-
filarny zaves. V experimentéalnej zostave v laboratériu meradlo uhla vychylky pokryva len lavi

stranu roviny kmitov, tak, ako je to zndzornené na obréazku.

vykonat v reZime malych kmitov*, v praxi do cca 20°. Ak by sme meranie uskutoé¢nili
s velkymi kmitmi a na vyhodnotenie pouzili aparat platny pre malé kmity, ziskali by
sme nespravny vysledok (koeficient tlmenia), ako by sa dalo l'ahko presvedcit. Riesenie (7)
vyuzijeme tak, Ze pri merani tlmenych kmitov ndjdeme dva casové okamihy ¢, a to, kedy vy-
chylky dosahuju svoju amplitudu (zakazdym na tej istej strane). V tychto okamihoch budu
kosinusy v rovnici (7) rovné jednej a dostaneme jednoduché vyjadrenia ¢(t;) = @oe™ "
a ¢(t2) = poe 2. Ich podielom a néslednym zlogaritmovanim dostavame rovnicu, z ktorej
sa potom jednoducho vyjadrime hladany koeficient utlmu v tvare

In o(t1)
o p(ts)
R (10)

Postup prace

Dizka zavesu.

1.) Odmerajte dlzku kyvadla ¢, za ktort pokladajte vzdialenost od bodu nachadzajiceho
sa v strede medzi ichytmi niti (bod A) az po stred gul'6¢ky. Aby ste dosiahli presnost 1 mm,
je vhodné zvlast zmerat priemer gulocky D mikrometrom, a zvlast kolmu vzdialenost ¢

od bodu A po horny okraj gul6cky a celkovii dlzku potom vypoéitat ako £ = ¢ + D /2.

Periéda malych kmitov a urcenie tiazového zrychlenia.
2.) Na ¢asomiere nastavte rezim ,,manual Start-stop” a precitajte si prislusny navod na pri-
lozenom harku, odsek B.

3.) Kyvadlo dajte do pohybu s po¢iato¢nou amplitidou 5°—6°. Zmerajte, ako dlho kyvadlu
trva ,odkmitat” 200 polperiod®. Vysledok zapiste do tabulky 1. Potom meranie zopakujte

eSte aspon raz a vysledok opét zapiSte do tabulky 1.

4Pre uhol 20° = 0,34907 rad mame sin 0,34907 = 0,34202, teda pouzitim pribliZenia sin ¢ = ¢ vnesieme
chybu na trovni 1%.

5Pokusy ukazujt, Ze tymto spdésobom sa s danou aparattrou déa ziskat presnejsia hodnota tiaZového
zrychlenia, nez inym spdsobom merania, pri ktorom by ¢asomiera bola v rezime ,,auto Start-stop“, a to aj
keby sme zapoéitali korekciu sposobent nenulovou dobou prechodu clony (ihly) cez fotosnimac.

Pomerne vysoky pocet 200 polperiod je nevyhnutny na to, aby sme eliminovali chyby sposobené nepres-
nym spustenim a zastavenim stopiek. Téato chyba sa neda dostato¢ne eliminovat tym, Ze by sme spravili
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4.) Z priemernej hodnoty Ty ziskanej z udajov tabulky 1 vypocitajte tiazové zrychlenie
pouzitim vztahu (9); ide teda o zrychlenie ziskané z merania malych kmitov. (Toto vyhod-

notenie mozete spravit aj neskor.)

Meranie velkych kmitov.
5.) Casomieru nastavte do rezimu ,,auto Start-stop” a precitajte si prislusny navod na pri-

lozenom harku, odsek A.

6.) Nastavte kyvadlu pociato¢nu vychylku 10° a zmerajte dobu kyvu (t.j. polperiodu). Toto
zopakujte 6 krat s tym, ze polovica merani bude zaznamenéavat prechod kyvadla na pravej
strane od rovnovaznej polohy a druha polovica zasa prechod na Tavej strane od rovnovaz-
nej polohy. Tymto eliminujete pripadné nepresné umiestnenie snimaca ¢asomiery. Udaje
zapisujte do tabulky 2.

7.) Merania z predoslého bodu spravte aj pre pociatoc¢né vychylky 20°, 30°, 40°, 50°.

8.) Dopocitajte udaje v tabulke 2 a nakreslite graf zavislosti T'(¢2). S uhlami pracujte
v radianoch. (Pozri podrobné instrukcie v samostatnom odseku nizsie.) Pomocou linearnej
regresie urcite extrapolovani hodnotu T pre ¢g — 0. Aj tieto vyhodnotenia mozete spravit
neskor.

Meranie utlmu.

9.) Casomieru nastavte do rezim ,, manual Start-stop® podla odseku B.

10.) Nastavte pociato¢ni vychylku kyvadla na 20°. Kyvadlo uvolnite a pri prvom prechode
rovnovaznou polohou spustite ¢asomieru tla¢itkom START. To je okamih ¢, ktorému je
najjednoduchsie priradit hodnotu 0 s. Sledujte, ako sa kmitavy pohyb utlmuje a ked ampli-
tuda klesne na 10°, zastavte ¢asomieru tlac¢itkom STOP (okamih ¢5). Vysledny ¢as zapiste
do tabulky 3. Meranie zopakujte eSte aspon raz a opét zapisujte do tabulky 3.

11.) Vypocitajte priemerntt hodnotu doby ¢, — 1, ktora bola potrebné na utlmenie pohybu
kyvadla z amplitudy 20° na 10° a vypocitajte koeficient tlmenia podla vztahu (10).

Instrukcie na zostrojenie grafu

K protokolu pripojte graf zavislosti periédy kmitov od druhej mocniny amplitidy a pri-
slusné popisky. Graf nakreslite ru¢ne na milimetrovy papier. Namerané hodnoty zazna-
¢ujte napr. krizikmi a pravitkom prelozte priamku v stulade s vysledkami linedrnej regresie.
Do grafu zapiSte modelovii rovnicu T = kp3 + ¢, ktora je prepisom rovnice (6) a je teda

zrejmé, 7e priesecnik priamky s osou y je hladanou perivdou malych kmitov®: T'(0) = gq.

viac merani s mensim poc¢tom polperiéd (napr. 8 x 50 polperiod), pretoze je to z velkej Casti systema-
ticka chyba sposobenda oneskorenym reakénym ¢asom. Namiesto merania 8 x 50 kyvov je preto vyhodnejsie
spravit meranie 2 x 200 kyvov.

6 Ako je vidiet z porovnania modelovej rovnice s rovnicou (6), plati aj vztah 7(0)/16 = k. To znamena,
Ze hladana hodnotu 7'(0) by sme mohli ur¢it aj zo smernice k. Ako sa modzme presved¢it, tento spdsob
déva omnoho menej presnit hodnotu, ¢o vyplyva zo samotnej povahy takého alternativneho postupu.
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graf zavislosti periody kyvadla od &tvorca amplitudy vichylky

1,5
T=kpi+q R2.. = 0,999181
1,45k =0,10140 s/rad?
q¢=1,35108 s
T (s) 14| Aqg=0,00071s
1,35
1,3
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

@2 (rad®)

Obr. 2: Ukazka, ¢o ma obsahovat a ako m4 byt vypracovany graf v tilohe Matematické kyvadlo.
KedZe ¢iselné udaje v grafe st predbezného charakteru, je potrebné ich uvadzat na vyssi pocet
platnych &islic. (Pouzite vsak vase vlastné adaje!) Hlavné vysledky v protokole treba potom vhodne
zaokrahlit. V podobnom zmysle je potrebné vypracovavat grafy aj vo vacsine inych tloh.

Do grafu zapiste hodnotu ¢, jej smerodajni odchylku” Ag, hodnotu smernice k a koeficient
determinovanosti R2.,. Hodnoty ¢, k v grafe uvadzame na aspon 4 platné ¢islice. Hodnotu
Ag na aspon 2 platné ¢islice. Hodnotu R3,, piSte na tolko desatinnych miest, aby aspon
posledné dve boli odlisné od ¢islice 9.

Presnost merania

Pre odhad neistoty meriania tiazového zrychlenia vychadzame zo vztahu (9). Predpo-
kladajme, Ze dlzku ¢ vieme odmerat s neistotou Afl. Potom v dosledku tejto neurcitosti je
odhad neistoty g rovny

dg _(2n 2 B
o0 A= (?O) Al=g— (11)

Podobne, ak periédu malych kmitov Ty dokazeme urcit s neistotou ATy, potom toto prispeje

Age =

k neistote urcenia g nasledovnym spoésobom:

820\ 2 AT,
9T ’8T0 0 ( 3 ) 0= 29T (12)

Pre odhad celkovej smerodajnej odchylky pouzijeme hodnotu ziskant podla Standardnych

pravidiel skladania nahodnych odchylok:
Ag =V (Age)? + (Agr, )? (13)

Predpokladéme, Ze neistota uréenia dlzky lanka (Af) je 3 mm (presnost dlzkového me-

radla a neistota v urceni polohy taziska kyvadla). Neistotu ur¢enia periody (ATy) modzeme
odhadnit z rozptylu meranych hodnét v tabulke 1.

TA, vyslovovat delta, je tla¢ena forma zapisu prislusného gréckeho pismena. Smerodajné odchylky by
sa Standardne mali znac¢it pomocou symbolu s, napr. sg,, Sgr, - Pre zjavnu nepraktickost zépisov s trojna-
sobnym vrstvenim indexov radsej v tejto tilohe uprednostnime znacenie pomocou symbolu A.



Meno: Krazok: Datum merania:

Protokol laboratornej tlohy ¢. 4
Matematické kyvadlo

Struc¢ny opis metédy merania

Vztahy, ktoré sa pouzivaju pri merani

Pristroje a pomocky



4. Matematické kyvadlo 2

Zaznam merania, vypocty a vysledky
Uréenie dlzky zévesu matematického kyvadla:

g/: D:

(=0+DJ2=

(A) Periéda malych kmitov a uréenie tiazového zrychlenia

Tabulka 1: Meranie vykonajte aspoit dva krat. Udaje v tabulke nezaokrihlujte. Priemerné Ty
uved'te na aspon 5 platnych ¢islic. Stopky nastavte podla odseku B na prilozenom hérku.

i 1 2 3 Ty priemerné (s)
200 Tp/2 (s)

(B) Meranie velkych kmitov

Tabul'ka 2: Merané tidaje nezaokruhlujte. Hodnoty 90(2) uvadzajte na aspon 4 platné Cislice, prie-
merné T na aspon 5 platnych é&islic. Stopky nastavte podla odseku A.

©o o2 T/2 (s)— vpravo T/2 (s) — vlavo priemer
©) | (rad? 1 2 3 4 5 6 T (s)

10
20
30
40
50

Uved'te priklad vypoctu @32 v jednotkach rad?:

Extrapolovand hodnota ziskané linedrnou regresiou: T(0) =

Odhad neistoty (smerodajna odchylka z regresie): AT(0) =
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(C) Meranie atlmu

Tabulka 3: Meranie vykonajte asponn dva krat. Odportcané parametre merania st t; = 0s,
o(t1) = 20°, ¢(t2) = 10°. Stopky nastavte podla odseku B.
t = p(t) = p(ta) =
i 1 2 3 to — t; priemerné (s)
tg — tl (S)
t
In p(t)
_plta)
ty — 1
Prilohy

e graf zavislosti T od 90(2)

Zhodnotenie vysledkov

Datum odovzdania protokolu:

Podpis studenta: Hodnotenie a podpis ucitela:



