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Uloha 1: Transformaécia zloziek vektora pri rovinnej rotacii siradni-
covej sustavy

Nech polohovy vektor istého bodu P v priestore ma vzhladom na stiradnicovu sastavu
S zlozky x, y. Aké zlozky ma v ststave S’, ktora je oproti S pootocena okolo osi z
o uhol ®? Lahko sa to da odvodit, ked si zapiseme kartezianske siradnice tohto bodu
pomocou polarnych, a to tak v sustave S ako aj v 5"

T =7Cosp ' =rcosy

(1)

y = rsinp y = rsiny’

Obr. 1: Navzajom natocené suradnicové sustavy a bod v nich. Pouziva sa aj fraza ro-
vinna rotacia suradnicovej ststavy.



Este si uvedomime, Ze plati

=g 2)

a jednoduchymi vypoctami s vyuzitim niektorych goniometrickych vztahov dosta-
neme suradnice v pootocCenej sustave:

2= xzcosd + ysind (3a)
y = —xsin® + ycos P (3b)

V maticovo-vektorovom zapise

AN cos® sind®\ (w )
y')  \—sin® cos® Y
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Matica R je reélna a splita podmienku
RR' =1 ()

kde [ je jednotkova matica 2 x 2. Preto je R ortogonalnou maticou. Aj vseobecne by
sa dalo dokazat, ze kazda rotacia transformuje kartezianske siradnice ortogonalnou
transformaciou. Este poznamenajme, Ze v prave vyrieSenom priklade ide o tzv. pa-
sivnu rotaciu, t. j. taku, pri ktorej sa otaca siradnicova sustava, a bod zostava na svo-
jom mieste. Keby sme namiesto otacania suradnicovej stistavy hybali bodom, $lo by
o aktivnu (nazyvanu aj fyzikalnu) rotaciu.

Toto bola prototypicka uloha, uplne zakladna, aku treba vediet vyriesit, ak chceme
rozumiet popisu rotacii siradnicovych sustav alebo aj telies. Takéto rotacie sa hojne
vyskytuju v technickych, vedeckych, leteckych, kozmickych aj vojenskych discipli-
nach a aplikaciach, napr. aj v roznych simulatoroch, a samozrejme aj v pocitacovych
hrach, v ktorych sa naraba s priestorom a s ota¢avymi pohybmi. Zaroven to bol po-
merne jednoduchy priklad, ktory nam posluzil aj ako rozcvicka pred dalsou tlohou,
ktora uz bude zlozitejsia.

Uloha 2: Koloto¢

Predstavme si koloto¢, ktory ma velké koleso a na nom umiestnené sedacky. Chceli
by sme takyto kolotoc¢ vizualizovat na scéne pocitacovej hry. Polomer kolesa kolotoca
nech je p. Koleso kolotoca je upevnené na ty¢i dizky ¢. Tato ty¢ sa moze aj naklanat
a vzdy je pritom kolma na rovinu kolesa a prechadza stredom kolesa. Koleso sa teda

2



to¢i v rovine kolmej na ty¢. Niekto stlaci gombik a koloto¢ sa zacne roztacat. Uhlova
rychlost w(t) jeho otacania okolo tej tyce povazujte za dant funkciu ¢asu.! Pomyselne
sledujte niektoru zo sedaciek. Uréte, ako sa v ¢ase menia jej suradnice x, y, z. Pre
konkrétnost nech su to stradnice bodu, kde je sedacka pripevnena o koleso.? Uréte aj,
ako sa v ¢ase meni rychlost a zrychlenie zvoleného bodu.?

Vysledky vyjadrite vzhladom na stradnicovu sustavu S, ktorej pociatok je v mieste,
kde je pata kolotoca (teda v mieste na urovni dlazby, o ktoré sa opiera spodny koniec
tyce). Os z nech ide kolmo nahor od zeme. Osi z a y teda lezia v rovine dlazby. Nech
su rovnobezné s okrajmi vydlazdenej plochy (aby bola t4 vztazna ststava jednoznacne
definovana). V ¢ase nula, t. j. v okamihu, ked sa kolotoc rozbieha, nech je uhlova poloha
sedacky rovna (.

(a) Predpokladajte, ze v ¢asovom intervale (0,%;) je ty¢ kolma na dlazbu a vyrieste
ulohu pre tento ¢asovy interval.

RieSenie:
x(t) = peosp(t) |, y(t) = psinp(t) |, z2(t) = ¢ (6)
kde
— / d !
o(t) = ¢o +/0 w(t') dt (7)

Konkrétny priebeh w(t) nemame dany, tak to takto nechajme a budeme mat veobecne
pouzitelné formuly. Kartezianske zlozky rychlosti ur¢ime derivovanim:

U (t) = —pwsinp |, vy (t) = pwecosy|, v,(t) = 0 = konst (8)

a dali by sa zapisat aj pomocou suradnic z, y. Velkost rychlosti by sme mohli urcit
Pytagorovou vetou, ale priamo z prednasky vieme, Ze je v(t) = p|w(t)|. Aj kartezianske
zlozky zrychlenia by sme mohli zobrat priamo z prednasky, ale mézeme siich vypocitat
tu znova a trochu inym spdsobom:

Gy = Vp = —pw SIN Y — PwWp COS

atd ©)

Mé%e nadobudat aj zaporné hodnoty.

“Rozumie sa, Ze to mdZe byt aj hociktoré iné miesto kolesa, lebo na to, aby sme ho v poéitacovej hre
zvizualizovali, potrebujeme poznat siradnice nielen jedného jeho bodu. Ked si vyberieme len jeden, ale
vSeobecny bod z, y, z a vyriesime ulohu pren, bude vlastne vyriesena pre celé koleso.

3Najmai zrychlenie je pri kolotoéi doleZité, lebo nesmie presiahnut interval zdraviu bezpeénych hod-
not.



(b) Predpokladajte, ze v ¢asovom intervale (¢o, t3) je ty¢ voci dlazbe naklonena o pevny
uhol 0 a jej azimutalny uhol ¢ nech je tieZ pevny a nulovy, teda ty¢ ja naklonena nad
kladny smer osi x. Uhol 6 sa v danom kontexte nazyva poldarny uhol.* Keby nebolo
dlazby, tak by mohol nadobtidat hodnoty z intervalu aZ (0, 7). Casovy priebeh w(t)
opat pokladajte za znamy, aj zac¢iato¢nd hodnotu uhla pre tento interval; ozna¢me ju
9. Vyrieste tlohu z ivodu zadania pre ¢asovy interval (¢, t3).

Riesenie: V naklonenej stiradnicovej sustave S”, ktora ma stred v strede kolotocového
kruhu, ale neotaca sa, ma sledovany bod sedacky suradnice

a'(t) = peos(t),  y'(t)=psinp(t),  2"(t)=0 (10)

kde ¢(t) je vyjadrené formulou (7). V nenaklonenej vztaznej sustave S’, ktord ma po-
Ciatok tiez v strede koloto¢ového kruhu, ma uvazovany bod siradnice

2(t) = 2"(t)cosh + 2" (t)sinb

y'(t) = y'(t) (11)
2 (t) = —2"(t) sinf + 2" (t) cos 0

*Znaky ¥, 0 a © su tri rozne sposoby pisania gréckeho pismena, ktoré vyslovujeme ,theta“. Podobne
zasa znaky ¢, ¢ a ® s tri rdzne spdsoby pisania gréckeho pismena, ktoré vyslovujeme ,fi‘.
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Da sa to zistit aj priamou uvahou, ale aj pouzitim a vhodnym prispésobenim vysledku
(3) predoslého prikladu. Nulovost stradnice z” robi aj priamu Gvahu jednoduchou.
Aby sme vypocitali siiradnice (x,y, z) vzhladom na nasu referen¢nt suradnicovi

sustavu S, treba uz len spravit posunutie (translaciu). Po¢iatok oboch tych zdvihnutych
suradnicovych sustav ma voci referencnej suradnice

X =/sinfcos ¢, Y =/{sinfsin¢, Z =/lcost (12)

(dobre zname transformaéné formuly medzi sférickymi a kartezianskymi siradnicami).
Translacna transformacia teda je

r=X+a, y=Y +1vy, 2=7+7 (13)
Nezabudajme, Ze suradnice oznacené malymi pismenami st casovo zavislé. X, Y, Z su

zlozky konstantného transla¢ného vektora, ktory by sme mohli oznacit napr. 7'.

Teraz to treba este vSetko pospajat (podosadzovat), ak teda by sme chceli analy-
tické formuly. Pre vypocet rychlosti treba suradnice derivovat, a este raz pre vypocet
zrychlenia. Vysledky mézu byt doost zdlhavé.

Uloha by sa dala este skomplikovat napr. tak, Ze ty¢ kolotoca by konala nejaky
precesny pohyb a aj uhol jej naklonu by sa mohol menit.



