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Cvicenie ¢. 3 (4. 3. 2013)

Rotacia vektorového pola

O tomto sme uz hovorili. Narychlo kvoli poriadku prebehneme, ¢o uz vieme, aby sme mohli na to
nadviazat. Pod vektorovym polom budeme rozumiet trojicu funkcif znacenych napr. F,, F,, F,. Kazda
z nich mdze byt zavisla na polohe v priestore. Spolo¢ne ich zapiseme ako vektorovi funkciu F (7).

e definicia rotacie - uz sme mali
e Stokesova veta - uz sme mali

e geometricky vyznam rotacie vektorovej funkcie - uz sme si vysvetlili

Cirkulacia vektorového pol'a (vektorovej funkcie)

Cz&é{ﬁ.dr (1)

Ukazka, ze sa to da rozsekat na cirkulacie cez malé krivky ziskané delenim velkej krivky K.

Nizgie toto vyuzijeme, ked sa pokisime spravit aspon néznak dokazu Stokesovej vety.

Greenova veta

Nech P(z,y) a Q(z,y) st dve funkcie so spojitymi parcidlnymi derivaciami na stvislej oblasti D. Potom
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Dokaz: (spraveny aky-taky)

Naznak dokazu Stokesovej vety

(spravené ako-tak, ale ozaj len naznak)



Priklady

—

Priklad 1: Dana je vektorové funkcia F = Fy cos(k . 7 — wt). Vypocitajte jej rotaciu.

Priklad 2: Uréte vyznam vyrazu rot ¢ pre rychlost pri pohybe po kruznici.

Vieme, 7e sa da pisat
T=0d X7

Uhlova rychlost & nemusi byt konstantné; moze zavisiet od ¢asu, ¢ize moze ist aj o nerovnomerny pohyb
po kruznici. Ale na tom v tomto priklade nezélezi. Derivuje sa len podla sturadnic.
Sposob (1):
Pocitajme

VXxi=Vx(@x7)=d(V.7)—r(V.J)
Uhlové rychlost nezéavisi od 7. Preto V.3 = 0. Mame 7 = 27 + yj. (Predstavujeme si, Ze dany hmotny
bod kruzi v rovine xy.) Preto bude V .7 = 2. Tak dostavame vysledok

—

rotv =24

Vysledok teda mame, ale mektore nejasnosti mozu zostavat; napr. prefo neuvazujeme Uplny zapis polo-
hového vektora, teda 7 = zi + yj + 2k ? Potom by sme predsa dostali to, ¢o zvyCajne piSeme, Ze totiz
V .7 = 3 a vysledok by bol iny. Aby sme ziskanému vysledku verili, spo¢itajme to teraz takto:

Sposob (2): Rychlost pohybu po kruznici v zlozkach sa da v8eobecne zapisat

Vp = WyZ — WY, Uy =W,T — We?, Uy =Wel — Wy
Tieto vyjadrenia nam explicitnejsie ukazuji, ako zavisi vektorové pole ¢ od siradnic. Teraz po zlozkach
vypocitame operaciu rotacie:

(ﬁ X V), = Vyv, — V,yu, = %Uyz — 8812” =Wy — (—wz) = 2w,

Obdobne . .
(Vx0)y, =2w,, (Vx7),=2w,

Teda zistili sme, Ze pre bod kruziaci v rovine (hocijakej, nemuseli sme ani predpokladat Specidlnu rovinu
xy) plati

V X 0 = (2wy, 2wy, 2w, )

¢o je vysledok v stilade s tym, ¢o sme ziskali vyssie.

Poznamka: Ak sa nam stéle nieco nezdé, mame pravdu. Rychlost 7 ako funkcia polohy hmotného bodu
na kruznici nie je skutoénym polom, aké by sme potrebovali. Stiradnice hmotného bodu na kruznici st
totiz zviazané, nie st nezavislé. Napr. ak by sme sa obmedzili na rovinu zy, tak by platilo obmedzenie
2% 4+ y? = r? = const. Zistujeme, Ze v tvahéach tohto prikladu vyssie sme si plietli stiradnice hmotného
bodu (ktoré sa daju chapat aj ako nejaké funkcie ¢asu) s obecnym bodom 7 v priestore. Situaciu vSak
rychlo vieme napravit tak, ze si predstavime napr. rotujtci disk. V kazdom jeho bode potom moézeme
definovat rychlostné pole ¢ = 9(7), ktorého zavislost od 7 je popisana vztahom #(7) = & x 7. Alebo si
predstavime rychlostné pole vody rotujicej vo vire v umyvadle.



Cvicenie ¢. 4 (18. 3. 2013)

Symboly Kronecker (§;;) a Levi-Civita (&)
Kroneckerov ,,delta* symbol:
1, 1=
5““{0, i £ )
Pouziti tohto tenzora 2. rangu (stupia) je mnoho. Napr. sa pomocou neho kompaktne zapiSe skalarny
sucin jednotkovych vektorov urcujucich smery suradnicovych osi:

Levi-Civitov symbol: Je to pseudotenzor 3. rangu (stupiia), lebo ma tri indexy. Hodnoty jeho prvkov
mozu byt 1, —1 a 0.

€123 = 1 (4)
Akékolvek prehodenie (permutacia) indexov = zmena znamienka na opac¢nii. Preto je ¢;;;, tplne antisy-
metricky objekt.
Ak st dva alebo tri indexy rovnaké = nulova hodnota.
Napr.

ciz2=—1, e2=1, en=-1, e30=0

Levi-Civitov tenzor méa mnoho pouziti: napr. vyjadrenie vektorového sucinu:

=,

(6 X b)l = eijkajbk

(Pouzité je tam Einsteinova suma¢na konvencia).
Alebo napr. v kvantovej mechanike:

[Li, LJ] = ZhEUkLk
Praktické vyjadrenie niekedy moze byt aj

Eijk = (Z_])(];k)(k_z) (5)

Dolezity vztah je

Eijk€lmk = 5il5jm - 6im5jl (6)

Praktické vzorce pre pracu s vektormi

Pomocou prave zadefinovanych symbolov 6;; a €;;, sa velmi lahko odvodia mnohé doélezité vzorce vek-
torového poc¢tu (a ako uvidime v d'alsom odseku, aj mnohé vzorce diferencialneho vektorového poctu).
V tomto odseku si uvedieme a odvodime tieto dva:

a.(bxd)=¢.(@xb)=b.(Txa) (7)

ax(bxd) =0ba.d) —aa.b) (8)



Casté vyrazy a vzorce pri praci s diferencidlnymi operatormi

Jednonasobna aplikacia operatora V

div(p?d) = v . grad p + pdivd

Par poznamok:

e Gradient vyrobi zo skalara vektor. Napr. f = VU

e Divergencia vyrobi z vektora skalar: V.E= p/€o

e Rotécia vyrobi z vektora iny vektor: B = V x A

(Uvedené priklady sice podla pouzitych pismenok vyzerajia ako niektoré ,renomované* fyzikalne vztahy,
ale ilustrovali sme nimi ¢isto matematické poznatky o vektoroch a operétore nabla.)

Dvojnasobna aplikacia operatora v

a)

V.Vo=...=V?% (9)

Je to Laplaceov operator; moze posobit tak na skalar ako aj na vektor; tu to uvddzame na skalar.
Vysledkom posobenia je potom tiez skalar. Pésobenie Laplaceovho operatora na vektor je vlastne poso-
benim na 3 skalare. Vysledkom su tri skaléare, ¢ize vektor.

Priklad: Nech ¢(7) = ¢(r). Potom



