3 Lagrangeove pohybové rovnice

3.1 Geometrické vizby, virtuialne posunutie a D’ Alembertov princip

Uvazujme systém N hmotnych bodov medzi ktorymi musia byt splnené r6zne geometrické podmienky -
vizby. Priklad geometrickej vizby moze byt poziadavka, Ze vzdialenost’ medzi 1. a 2. hmotnym bodom
musi byt’ stdle rovnd /, t.].

\/(xl —x2)? 4 (y1 —y2)? + (21 —22)>2 =1 =0. (127)

Pri pouziti Newtonovych rovnic pre popis pohybu tychto dvoch bodov musime uvézit' sily reakcii poso-
biace na tieto dva body, ktoré zabezpecia, Ze tito geometrickd podmienka bude v kazdom case splnena.
Pouzitie tychto sil reakcii mozno obist’, ak namiesto kartézskych sdradnic pouzijeme iné "zovSeobec-
nené"suradnice, ktoré maju splnenie geometrickej vizby v sebe priamo zabudované. V tomto pripade
modZeme miesto dvoch kartézskych sdradnic druhého body pouzit’ uhol ¢ medzi spojnicou oboch bodov
a osou x. Zadanim suradnic x1,y;, ¢ a pouzitim parametra | vieme jednoznacne ndjst stradnice oboch
bodov vzt’ahmi

o= xii+yi) (128)

By = (x141cos())i+ (yi+Isin(@))J. (129)

Pre dodlezitd skupinu vizieb umoziuje Lagrangeov pristup k mechanike formulovat’ pohybové rovnice
priamo v zovSeobecnenych suradniciach a teda obchddza potrebu uvazovat’ niektoré reakéné sily.

Z hl'adiska moZnosti zavddzania zovSeobecnenych sturadnic delime vidzby na holonémne a neholo-
nomne.

1. Holonémne viizby predstavuji podmienku na hodnoty ktoré mo6zu nadobidat’ geometrické stupne
vol'nosti vo forme algebraickej rovnice

ﬁ(?17727“-7?1\77t) =0,i=1,...,N,.

Holonémne moZno obist’ zavedenim zovseobecnenych siiradnic {qi}ﬁ-‘i 1» M =3N —N,, Pévodné a
zovseobecnené suradnice spolu suvisia transforméciou

—

ri = 7i(¢117612>-~-,‘IM§t)> l:17?N (130)

— = a — . a—» .
Vi = ri=Z<£ri(q1,qz,-.-,qM;t))qj+Eri(cn,qz,-.-,qM;t), i=1,..,N (13D

j J

t.j. kym 7; su len funkciami ¢; a ¢asu, V; st funkciami ¢;, g; a ¢asu.

2. Neholonomne viizby su tie, ktoré nie su holonémne. Dolezité priklady predstavuji vizby dané ne-
rovnost ami f;(7,7,...,7y,t) > 0,i=1,...,N, (napr. gulicka na povrchu gule v homog. gravitatnom
poli, pre ktorej t’azisko musi platit’ [#*| > r+ R ak R je polomer guli tvoriacej povrch, nachddzajice;j
sa v pociatku sdradnicovej sustavy), alebo obsahujice rychlosti (napr. kotilanie kolesa v 2D rovine,
pricom vektor rychlosti jeho t'aziska musi byt’ vZdy kolmy na os kolesa). Také to vizby nemoZno
priamociaro popisovat’ pomocou zovSeobecnenych suradnic, a my sa im d’alej venovat’ nebudeme.

Uvazujme systém bodov zviazanych holondmnymi vdzbami, charakterizovany polohovymi vektormi
{?i}fy:l a vhodnymi zov§eobecnenymi siradnicami {q,-}f-‘il, ktoré spolu stvisia vzt'ahmi (130). Virtudl-
nym posunutim nazyvame malé I'ubovolné posunutie bodov 07; také, Ze pritom geometrické obmedzenie
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(holonémne vidzby) na tieto posunutia sa berie fixované pre vybrany okamzik ¢asu ¢. Takdto zmena zod-
povedd zmene zovSeobecnenych stradnic d¢;

07
07, =Y —Ldq;. (132)
;3%‘ :

Pomocou virtudlneho posunutia mdézeme sformulovat’ D’Alembertov princip: Praca vykonand silami
reakcii geometrickych obmedzeni pri virtudlnom posunuti je nulovd. V podstate ide o trividlne tvrdenie,
nakol'ko sily reakcie si vZdy kolmé na posunutia, a teda praca OW =Y ; R;- 87 je nevyhnutne nula v
ddsledku skalarneho sicinu kolmych vektorov.

Nech st pohybové rovnice pre spominané body v tvare

d? -
mid—z?i:E+ﬁ, i=1,...,N, (133)
t

kde f; je stcet vietkych sil geometrickych obmedzeni (reakcie) pdsobiacich na i-ty bod a F; sicet vietkych
ostatnych sil (gravitacné,elektrické) pdsobiacich na tento bod. Potom z D’ Alembertovho principu mame

- d? 4
022ﬁ67lzz (mlﬁ?l_Fl) 57, (134)

Ak by boli 07 nezévislé zmeny polohovych vektorov, potom rovnost’ nule v poslednej rovnice pre I'ubo-
vol'nd mald zmenu polohovych vektorov dosiahneme splnenim rovnice

¢o st Newtonove rovnice bez sil reakcii. Dovod preco toto nie je pravda je, Ze virtudlne posunutia 07;
nie su I'ubovol'né, ale prostrednictvom transformacnych rovnic (132) st dané I"ubovol’nymi posunutiami
zovSeobecnenych sdradnic.

3.2 Lagrangeove pohybové rovnice, Lagrangeova funkcia

Ak pouzijeme vyjadrenie pre virtudlne posunutie pomocou posunutia zovseobecnenych stradnic

oF;
57— L5, (135)
25,5
v rovnici (134), ndjdeme
0=Y m B Disy, (136)
= ij ldtz l 1 aqj qj

a ked’Ze 8¢, st nezavislé a I'ubovol'né, rovnost’ nule posledného vyrazu mozno dosiahnut’ len za pod-
mienky Ze

0= —ri—F |-, j=1,...,M. 137

zi: <mldt2rl 1) 36],- J (137)

Toto predstavuje nie N, ale len M rovnic, Co naznacuje Ze pdjde o potrebny pocet rovnic pre M geomet-
rickych stupniov vol' nosti.

Nasledujuce odvodenie Lagrangeovych rovnic predstavuje upravu tychto rovnic do jednoduchsieho
tvaru v ktorom vystupuje vyjadrenie pre kinetickd a potencidlnu energiu sustavy hmotnych bodov pomo-
cou zovSeobecnenych sdradnic.

Na zaciatok si zavedieme par oznacenti:
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e ZovSeobecnend sila e
=V F. 138
0j =) Fi 3 py (138)

J
e Sily posobiace na hmotné body rozdelime na potencidlové a nepotencidlové. Zovseobecnené poten-

cidlové sily mozno zapisat’ v tvare

8?,- 871' aU
- Yvu. 2 t- 2% (139)
; dq;  dg;

Q _ F’.‘pnt . _
J ; i a q;

e V prvom Clene rovnice (137) dokdZeme identifikovat’ kineticku energia systému bodov,

mi—\7,~-— = —_— m,-\7i~— —mi\_f,--—— (140)
; dt aC[j ; dt aqj dt <9qj
d av; v
= ) (mivi-l) — ¥ o (141)
; dt 8qj aqj'
d d 1 , 0 1 5
= ——= ) —mvi———) —mv; 142
d aq‘j;zmv’ aqui"va’ (142
d d d
= ——K—-——K (143)
d1dq;  dq;
kde sme vyuzili identitu vyplyvajicu priamo z rovnice (131)
Jar; IV
dgj  94;
a identifikovali kinetickud energiu systému bodov
L
K=} 3] (144)
1
UvaZzenim tychto oznaceni (a tprav) rovnica (137) nadobudne tvar
d d d d
———K— K=——U noj=1,..M 145
i35 30 s Ut i= e (145)

Lagrangeovu funkciu definujeme ako rozdiel celkovej kinetickej a potencidlnej energie,

L(qi,q,') =K-U (146)

vyjadrené ako funkcie zovseobecnenych poloh a rychlosti. PouZitim tejto definicie dostava rovnica (145)
tvar Lagrange-Eulerovych rovnic

priCcom sme uvézili, Ze potencidlna energia nezdvisi od rychlosti , t.j. e
7

d dL JL ;
Ea_q'i_a_qi_Q“ (147)
U =0.

Priklad: Najdite pohybové rovnice pre hmotny bod v gravitatnom poli viazany na kruZnicu pomocou
Lagrangeovych rovnic a pomocou Newtonovej pohybovej rovnice s uvdzenim vézby.
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Lagrangeova metéda V ramci Lagrangeovej formuldcie mame

K(¢,9) = %m\TV: 5m(r2 +77¢?) (148)
U(¢) = mgy=nmgrsin(¢) (149)
L(9,9) = Em(}"z +7r2¢?) —mgrsin(¢) (150)
JdL
% = —mgrcoS((P) (151)
g_g = (152)
a teda Euler-Lagrangeové rovnica
d dL JL
E% — % = (153)
nadobudne tvar
mr*¢ = mgrcos(¢) (154)
Newtonova metéda Polarne siradnice v 2D:
x = rcos(9), y=rsin(¢) (155)
Pohybové rovnice
mi = fsin(@), my=—mg+ fcos(9) (156)

kde f = fcos(¢)i+ fsin(¢)] je sila reakcie od kruznice, vZdy kolma na kruZnicu. Prepis do polér-
nych sdradnic:

X 7cos(9) —rsin(¢)¢ (157)
k= Feos() —2isin(9)¢ —reos(9)¢” —rsin(9)¢ (158)
y = Fsin(¢)+rcos(9)d (159)
j = #sin(¢)+2icos(¢)d —rsin(¢)$* + rcos(¢)d (160)

Dosadenim poslednych do (156) a nasobenim prvej s cos(¢) a druhej s sin(¢) a ich spocitanim
dostaneme

mit —mrd* = —mgsin(¢) + f (161)

Naopak, ndsobenim prvej s sin(¢) a druhej s cos(¢) a ich odpo¢itanim méme
mr + 2mi¢ = mgcos(¢) (162)
Sila f je takd, aby sa r nemenilo s ¢asom, t.j. garantuji # = 0 ¢o z rovnice (161) da

f=—mr¢>+mgsin(¢). (163)

ak bude takito sila reakcie, bude podl'a (161) platit' ¥ =0, t.j. r(¢) = ajt + ap. Vhodné pociatocné
podmienky budi r(0) = r,#(0) = 0 ¢o dd r = const a z rovnice (162) kone¢ne aj rovnicu

mr¢ = mgcos(¢) (164)

Posledna rovnica predstavuje pohybovi rovnicu bodu viazaného na kruZnici a polomerom r, iden-
tickd s pohybovou rovnicou ziskanou Lagrangeovou metédou.
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Priklad: Ukazte, 7Ze pouzitie Lagrangeovych rovnic pre popis hmotného bodu v potencidlnom poli s po-
tencidlnou energiou U (7) vedie na zvy¢ajné Newtonove rovnice.

1 1

K = §m|\7|2 = mv-¥ (165)
L#V) = K-U, V;L=-VU=F, ViL=mv (166)
(167)
a teda Lagrange-Eulerova rovnica
d o o
EV;L(}”, V) — V:L(7,9) =0 (168)
vedie k zndmej Newtonovej rovnici
v -
— =F. 169
m (169)

Zhriime si teda postupnost’ krokov, ktoré prevadzame pri pouzivani Lagrangeovych rovnic:
1. identifikicia zovSeobecnenych suradnic: uhly, vzdialenosti

2. vyjadrenie kinetickej (translacnej a rotacnej) energie kazdého dielu manipuldtora pomocou zavede-
nych zovSeobecnenych stradnic.

3. prevedenie parcidlnych derivécii Lagrangeovej funkcie a konStrukcia pohybovej rovnice pre kazda
zovseobecnenu suradnicu.

4. (A) (numerickd) integricia diferencidlnych rovnic pre g;, §; pre dant pociato¢ni podmienku.

5. (B) pre danu trajektoriu ndjst momenty sil a sily ktoré tuto trajektoriu budu realizovat'.
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