Obrazok 3: Tri mozné roticie vzhl’adom na sustavu pevne spojenu s lietadlom.

2 Pohybové rovnice diskrétnych sustav I.

2.1 Idealne tuhé teleso

(i.t.t.) predstavuje hmotné teleso, rozloZzité v priestore, ktorého jednotlivé body a ich spdjajice useCky
nemdzu menit’ svoje vzdialenosti ani vzdjomné uhlové vzt'ahy. Lt.t. méd 6 geometrickych stupnov
voP'nosti - tri siradnice vektora ukazujiceho na polohu jedného, nami vybraného bodu pevne fixovaného
na telese a tri uhly natoCenia tohto telesa v priestore. Ako vybrany bod si typicky volime tri stiradnice
taziska i.tt, 7 = xI+y* j+ 7k a predstavu o tychto pre rozne telesd mame z predmetu Fyzika 1.
Uhly natocenia su nieCo nové; ako priklad si zoberme kabinku letca v lietadle. Tri uhly tzv. ‘roll’,
‘pitch’ a ‘yaw’ sa Casto pouZivaju v inZinierskych aplikdciach. Nech pociatocnd orientdcia je takad, Ze
kabinka je vodorovne, svojou osou (Spicom lietadla) orientovanou v smere osi x. Do vS§eobecnej orientacie
v priestore je mdZeme dostat’ nasledovnymi tromi rotdciami realizovanymi vZdy vzhl’adom na ststavu
pevne fixovanu s lietadlom podl’a Obrazku 2:

1. Roll - pootocenie okolo osi x tak, Ze pilot uz nesedi vodorovne, ale je nakloneny aj s celym lietadlom
do strany, aj ked’ os lietadla je stdle vo vodorovnej rovine (xy).

2. Pitch - pootocenie okolo osi y tak, Ze os lietadla mieri nieckam do vysky, a teda uz nie je vo vodo-
rovnej rovine.

3. Yaw - pootocenie okolo osi z tak, Ze lietadlo uz neleZi v rovine xz.
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Problematike orienticie i.t.t. sa budeme neskor vel’a venovat'.

Pri konStrukcii dynamickych rovnic tuhého telesa prideme na to, Ze okrem sdradnic polohy zvoleného
bodu telesa a uhlov jeho orientdcie st stupfiami vol'nosti aj ich prvé Casové derivacie. Celkovy pocet
stupfiov vol'nosti i.t.t. potom bude 2 x 6 = 12. Pre pohyb jedného itt potrebujeme teda skonStruovat’ 12
pohybovych rovnic 1. radu.

2.2 Redukcia sil vi.t.t.

Uvazujme i.t.t. na ktoré v roznych bodoch posobia rdzne orientované sily. Posobi kazd4d z nich na dynami-
ku telesa nezavislym spdsobom alebo ich mozno redukovat’ na mensi pocet. Inymi slovami, musime pri
roznych poctoch sil a ich orientacidch rieSit’ nanovo diferncidlne pohybové rovnice, alebo existuju sku-
piny problémov ktoré predstavuju jednu a tua istd tilohu? UkédzZeme si, Ze postupom nazyvanym redukcia
sil dokdZeme, Ze jediné Co ovplyviiuje pohyb telesa je celkovy vektorovy sucet vSetkych pdsobiacich sil
nezéavisle od bodu ich pdsobenia a jedna vyslednd dvejica sil, vediica na celkovy moment vsetych sil.

e Redukcia dvoch sil posobiacich v dvoch bodoch, A a B, leZiacich na priamke, v smere tejto priamky
je najjednoduchsia. Ked’Ze teleso je tuhé, mdzeme kazdu silu presuvat’ v jej smere t.j. napr. silu z
bodu A do bodu B.

e Redukcia 2 sil v rovine ale nie paralelnych s opa¢nou orientaciou:

e Dve paralelné sily s opa¢nou orientdciou a rovnakou vel’kost’ou redukovat’ na jednu silu v jednom
bode nemodZeme, preto zavddzame pojem dvojice sil. Tato je jednoznaCne charakterizovand mo-
mentom sily D =7 x F.

e Redukcia I'ub. 3 sil v 3 bodoch na 2 sily v dvoch bodoch



L F1+F2+f
‘ — 7\t

S V3 Uvedomme si, Ze poloha bodu C na obrdzku sa procesom redukcie
nezmenila. Ak na zaciatku redukcie sil si tento bod mdéZeme I'ubovol’'ne zvolit’ (aj ak v iom sila
neposobi - je to vlastne nulova sila) a typicky by sme si tento bod zvolili v t'aZisku.

e Indukciou, N sil posobiacich v N bodoch vieme predchadzajicou metédou zredukovat’ na N — 1 sil
v N — 1 bodoch tak, Ze z N vyberieme I'ubovol'né 3.

Pomcou tychto konstrukcii je vysSie uvedené tvrdenie o redukcii sil ‘dokdzané’.

2.3 Uvodné myslienky k pohybovym rovniciach i.t.t.

Zékladny pohybovy zdkon (v rdmci nerelativistickej a nekvantovomechanického popisu) je Newtonov
pohybovy zakon pre hmotny bod:
. o

m—7=F. (21)

dr?
L.t.t. nie je hmotny bod a preto rozlozime i.t.t. na infinitezimdlne Casti s hmotnost’ami m; a polohovymi
vektormi 7;.; akcia-reakcia medzi nepohybujicimi sa Cast’ami F;; (“krdtko-dosahové sily”) a externé sily
F; (napr. gravita¢nd); tym ziskame N pohybovych rovnic pre kazy jeden hmotny element:

d? - -
m,-d7?,-:E~+ZFﬁ, i=1,..,N (22)
J

V skuto¢nosti ale potrebujeme len 12 rovnic pre vSetky stupne vol'nosti i.t.t.

2.4 1. pohybova rovnica i.t.t. - o pohybe t’aziska

Spocitame vSetky rovnice v (22), vysledok je

d> .
M—R* = F 23
02 (23)
(24)
kde sme zaviedli vyslednicu vSetkych vonkajsich sil,
F=YF, (25)
i
a tazisko i.t.t.: .
R — Y miT; (26)
Yimi

Priklady polohy t'aZisk, integrdlny vzorec, vypocet kombinovanim dvoch telies pre ktoré pozndme polohu
t'aziska.



2.5 2. pohybova rovnica i.t.t. - o otacani i.t.t.

Odvodenie, s vysledkom:

d = = d =g =
(R xmR)+5 (T@) = D 27
dt ( * dt @7

Komentér:

e Vysledny moment sily je definovany vzh’adom na zvolenu siradnicovi sistavu, t.j.
D=Y7#xF (28)
i

pricom zahina externé sili posobiace v miestach danych polohovymi vektormi 7;; typicky toto pred-

stavuje sumu relativne malého koneéného poctu ¢lenov (uchytend pruzina, silové pésobenie kon-
taktnej sily v mieste dotyku, etc.)

e Moment gravitacnych sil sa d4 napisat’ ako
Dy =Y 7 xmig = R* xmg, (29)
i
kde sme pouZili definiciu t'aZiska. Rovnica 29 hovori Ze moment gravitacnych sil pocitame akoby
celd tiaz pdsobila v t'azisku i.t.t.

e Uprava Clena na I'avej strane vediceho k tenzoru zotrvacnosti:

-

[ = ZﬁiXmi((T)sz’,-)

kde sme zaviedli jednotkovy tenzor
1="7i+ jj+kk, (30)
s vlastnostou 1- @ = @. a tenzor momentu zotrvacnosti i.t.t.

72 Zmi((ﬁi-ﬁi)i—ﬁiﬁi). (31)

e Clen % (ﬁ* X Mﬁ*) sa dd upravit’

d /- 5 = 5 - -
= (R* xMR*) — R*XMR*+R* x E
Prvy je nula lebo je to vektorovy sucin paralelnych vektorov a druhy d4 moment celkovej sily

vzhl'adom na t'aZisko: ten sa odpocita od celkového momentu Dna pravej strane,

d r» - ,
E(1-m> :;(ri—R*)xFi (32)
t.j. okrem tvaru (27) m6Zzeme druhu pohybovi rovnicu i.t.t. zapisat’ aj v tvare
d — —
¢ (7. Eo) — D", 33
dt ( (33)

kde D* je vysledny moment sil po¢itany vzhPadom na t’aZisko.



2.6 Tenzor zotrvacnosti

Pripomienka vypoctu polohového vektora t'aZiska (vzhI’adom na vybranu inercidlnu sustavu pri zadanej
polohe a orientécii teles). Defninicia je
7_»* . Zi mi?i

, 34
’ (34)
¢o vlastne predstavuje tri rovnice pre kazdd sdradnicu zvIast’, napr. pre x-ovu suradnicu
x* = LM (35)
M
¢o moZeme pocitat’ ako
1. Numericky ako sumu pre dostatone rozdrobené teleso,
2. Integrdlom pre symetrické telesa
1
x* = — [ dxdydzpx, 36
o7 [ dxdvzp (36)
kde p je hustota telesa,
3. Skladanim telies pre ktoré polohu t’aZiska pozname,
mix; +mpx;
Xt = Tt T (37)

my +my
kde x} a m; sd x-sovd stiradnica 1. telesa a jeho homtnost’, a podobne pre druhé teleso.

Podobné moznosti mdme aj pre vypocet tenzora zotrvacnosti. V rdmci odvadzania 2. pohybove;j
rovnice sme si zaviedli tenzor zotrvacnosti

7: Zm,((fil . L_l)l)_l‘ — 5,67,) (38)
i

I mdZeme reprezentovat’ v tvare matice ak vyjadrime polohové vektory vSetkych hmotnych elementov
pomocou ich zloziek, d; = x;i + y;j + zik:

Yimi(y?+22) = Yimixiyi — Y imix;z;
I= —Yimiyixi  YLymi(xt+z7) = Yimyizi (39)
— Y mzZiX; —Yimiziyi  Yimi(x* +y?)

Metody vypoctu tenzora zotrvacnosti
1. Numericky, priamym implementovanim definicie (39).

2. Pre symetrické a jednoduché telesd mozno vypocitat’ integrovanim, napr. prvy element z (39) ako
L= | dvdyzp(ey.2) (P +2). (40)
14

kde p(x,y,z) je hustota telesa v mieste 7 = xXi+yj+ Zk, pricom integrujeme cez cely objem telesa.

Na prednaske sme spocitali tenzor zotrvacnosti kvéadra.
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3. Pre teleso pozostdvajice z niekol’kych jednoduchych symetrickych telies ziskame tenzor sic¢tom
tenzorov tychto telies ale vyjadrenych vzhl’adom na nové t'azisko celkového telesa

= =) =2
I=1 +1 41
pricom
1) =(01) L .3 4.
I =1 +M <r01'i’011—r01r01> (42)
=(2) =(02) L .3 4.
I =1 +M (roz'i’ozl—rozf’oz), (43)

kde I oy je tenzor zotrvacnosti prvého telesa vzhl’adom na jeho t’aZisko, 7y je vektor spajajici t’a-
zisko celého spojeného telesa a t'azisko prvého telesa a M| je hmotnost’ prvého telesa; a analogicky
pre druhé teleso s indexmi 2. Presun bodu vzhl’adom na ktory je tenzor zotrvacnosti definovany, t.j.
vyraz (42) alebo (43), nazyvame Steinerova veta pre tenzor zotrvacnosti. Steinerova veta pre mo-
ment zotrvacnosti, zndma zo zdkladného kurzu fyziky zodpovedd vzt'ahu pre diagondlne elementy
Steinerovej vete pre tenzory.
-(01
Dokaz Steinerovej vety: Majte tenzor I o definovany vzhl’adom na t’aZisko tohto telesa, t.j.

=(01)

~
I
3
N
~—~
8y
8y
N—
—ll

—dd;), (44)

kde d; su polohové vektory hmotnych elementov m; vzhl’adom na t’aZisko tohto telesa.

=(1) ) )
Tenzor I  nech je definovany vzhl'adom bod 7}, ktorého polohovy vektor vzhl’adom na t'aZisko
telesa nech je d. Potom tento tenzor ma tvar

=(01) R S
I = Zmi((bi -bi)1 —bib;), (45)
kde b; sd polohové vektory hmotnych elementov vzhl’adom na bod 7;. Pre tieto prirodzene plati
b; = d; — d, ¢o dosadime do 45, a ndjdeme,
=(01) I S
] = Y mi((bi- bi)1—biby), (46)

Y mi(((a — ) - (@ — d)1 — (@ — d)(@ — ). 47

Zml(chT —d_H) +Zm,((a’,ﬁ,ﬁ —ﬁiﬁi), (48)
i i

L =2 oo =01
M(d-dl—dd)+T . (49)

pricom ‘krizové ¢leny’ su nulové lebo obsahuju faktory typu Y ;m;d; = 0.
Na prednéske bolo naznacené skladanie tenzoru pre dva kvadre.

Matica tenzora zotrvacnosti zavisi od vol'by orientdcie osi (ukdzané na otidCani tenkej tyCky) preto
musime maticu uddvat’ vzhl’adom na sdradnicovu sdstavu pevne spojenu s telesom, ktord budeme ozna-
covat’ bazovymi vektormi fl,fz, ]?3 Tato sustava je ale neinercidlna - v pohybovych rovniciach musime
uvazit' ze tieto bazové vektory sa otidCajui v Case. Matematike ktord takéto otdCanie popiSe sa budeme
venovat’ v nasledujicej Casti.
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