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Zapocet: 2x test po max 10 bodov, doméce tdlohy spolu 20b, projekt 10b.
Skuska: 50 bodov

Sylaby

(pocet hodin na tému je len orientacny)
1. Dynamické procesy - iivod (3 hod)

e Stupne vol'nosti, diferencidlne rovnice a jednoznacnost’ (a existencia) rieSenia [1].

e Priklady analytického rieSenia jednoduchych diferencidlnych rovnic - malé kmity a harmonic-
ky oscilator, Laplaceova transformécia

e Predstava o numerickom rieSeni dynamickych rovnic.
2. Pohybové rovnice diskrétnych siustav 1. (3 hod) [3]

e Definicia a vlastnosti tuhého telesa, redukcia sil.
e Odvodenie pohybovych rovnic tuhého telesa v inercidlnej stistave

e Tenzor zotrvacnosti
3. Pohybové rovnice diskrétnych sistav II. (3 hod)

e Rotécia vektora, roticia siradnicového systému.
e Uhly charakterizujtice orientdciu tuhého telesa.

e Eulerove pohybové rovnice gyroskopu.
4. Energia a praca vykonana na sustave idealne tuhych telies (3 hod)

e Prica celkovej sily a prdca momentu sil.
e Potencidlové a nepotencidlové sily

e Kinetick4 energia translacného a rotacného pohybu.
5. Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) L. (3 hod) [3, 4]

e Geometrické viazby: Holondmne a neholonémne.
e Princip virtudlnej prace a LPR pre hmotné body.

e Lagrangeove pohybové rovnice pre systém idedlne tuhych telies.
6. Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) II. (3 hod)

e [PR dvojramenného manipulatora
e [PR manipulétora s plecom

e LPR pre gyroskop

7. Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) III. (3 hod)



10.

11.

12.

e Priame a inverzné pouZzitie Lagrangeovych rovnic.

e VariaCny pocet - funkciondlne derivovanie, variacny princip, Lagrangeove multiplikatory.

. Dynamika kontinua I. (3 hod)

e Dynamika N prepojenych hmotnych bodov: pojem parcidlnch diferencidlnych rovnic
e Zakladné pojmy tedrie parcidlnych diferencidlnych rovnic: pociato¢nd podmienka, okrajové
podmienky, predstava numerického riesenia.

Dynamika kontinua II. (3 hod)

e Pojem hustoty, rychlostného pol’a a hustoty toku.
e Rovnica kontinuity

e Fourierov zdkon vedenia tepla a pohybova rovnica vedenia tepla.
Dynamika kontinua III. (3 hod)

e Tenzor napitia

e Pohybovd rovnica kontinua - Navier-Stokesova rovnica
Hydrodynamika I. (3 hod)

e Pridenie idedlnej kvapaliny - Bernoulliho rovnica

e Pridenie stlacitel'nej kvapaliny a plynov, vztlakova sila
Hydrodynamika II. (3 hod)

e Dynamicka viskozita, pridenie viskdznej kvapaliny, Stokesov vzorec pre brzdenie.
e Tedria podobnosti a turbulencia.

e Dynamika pri nizkych Reynoldsovych cislach.
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Uvod
Obsahom prednaSok Fyziky dynamickych procesov je vyklad fyzikalnych principov a matematickych po-
stupov popisu mechanickych sustav pouzivanych v automatizacii a robotike. Prototypom takejto sustavy
je dvojramenny manipulétor ktorého analyze sa budeme detailne venovat’ ale aj tilohy pohybu a stability
mechanickych sustav, ktoré si preberieme na prikladoch Kazdu takito diskrétnu mechanickd sdstavu mo-
Zeme popisat’ ako systém niekol'’kych tuhych telies. Systematicky pristup ku konstrukcii diferencidlnych
rovnic popisujicich ich dynamiku je zaloZeny na tzv. Lagrangeovej formulécii mechaniky[1, 3, 4, 6, 7, 8,
9].

Casto je dolezitou sticast ou popisu diskrétnych mechanickych sdstav aj jej prostredie, napr. pohyb vo
vode alebo vzduchu. Ciel’om prednisok bude uviest’ zdkladné principy formulécie dynamiky prostredia
- kontinua - vo forme parcidlnych diferencidlnych rovnic. Vysledny formalizmus je uZito¢ny nie len
pre Stidium prostredia diskrétnych mechanickych ststav (napr. plavania telesa v kvapaline), ale aj tloh
transportu kvapalin, plynov ¢i tepla[1, 2].

1 Matematicky popis dynamického systému

1.1 Dynamicky systém

Pod systémom budeme rozumiet’ redlny fyzikalny objekt, ktorého vSetky zmeny a pdsobenia na okolie
mdZeme jednoznacne charakterizovat’ zadanim istého poctu Cisel. Tieto ¢isla nazyvame stupne vol’nosti.
Napriklad pre hmotny bod st jeho stupfiami vol'nosti jeho poloha, dana 3 siradnicami alebo polohovym
vektorom a jeho rychlost’, dana vektorom rychlosti (3 zlozky). Hmotny bod ma teda dokopy 6 stup-
nov vol'nosti. Pre v§eobecnu diskusiu budeme oznacovat’ stupne vol'nosti ako ¢; pricom i = 1,...,N ich
indexuje a N je ich celkovy pocet.

Pr.: Harmonicky oscildtor mé 2 stupne vol'nosti: x a v = X.

Veliciny, ktoré tieZ numericky charakterizuji systém, ale v ¢ase sa nemenia, nazyvame “parametre dy-
namického systému”. Vo vyssie uvedenom priklade je parametrom jeho hmotnost’ alebo tuhost’ pruZiny.

Pod dynamikou systému rozumieme proces v Case, ked’ sa jednotlivé stupne vol'nosti menia. Pohy-
bové rovnice predstavuju predpis pre vypocet hodndt stupiiov vol'nosti v 'ubovolnom Case, ak si zvolime
ich hodnotu v nami zvolenom pociatocnom momente. Z hl’adiska Stidia dynamiky systému si mo6Zeme
zvolit’ pociato¢né hodnoty stupiiov vol'nosti 'ubovol'ne (v rdmci ich oboru definicie) ¢o vysvetluje ich
samotny ndzov. Matematicky ich reprezentujeme ako diferencidlne rovnice 1. rddu

d .
*C]i:ﬁ(‘II;QZa---aCIN;t)a 121,...,N (1)

dt
kde fi(q1,42,---,qn5t) je N redlnych funkcii s N + 1 redlnymi premennymi. Jednoznacnost’ ¢asového
vyvoja stupiiov vol'nosti dynamického systému popisaného takymito diferencidlnymi rovnicami nam za-
rucuje veta o existencii a jednoznacnosti rieSenia:

Ak funkcie fi(g;;t) sd spojité a ohrani¢ené a spliiaji Lipschitzovu podmienku vzhI'adom na ¢;' na
oblasti (fo — T,to+T) x (¢ — 8,49 + &) x ... potom existuje préve jedno rieSenie ktoré spitia podmienku
qi(to) = ¢ prei=1,...,N.

Poznamka: ak je diferencidlna rovnica 2. radu, tak ju vieme previest’ na 2 rovnice 1. radu, t.j. rovnica
2. radu popisuje 2 stupne vol'nosti, a podobne pre n-ty rdd. V mechanike €asto voldme stupiiom vol nosti
¢islo n/2 nakol'’ko ku kazdej siradnici musime vzdy mat’ aj rychlost’, t.j. n je vzdy parne.

! Lipschitzova podmienka znamend |f(¢/:t) — f(gi;t)| < LY, |q: — qi|,L > 0
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Obrazok 1: K diskretizécii casu a numerickému rieSeniu diferencidlnej rovnice.

Pr.: Pohybové rovnica harmonického oscildtora: z ma = F sme si ukdzali Ze dostaneme pohybové
rovnice pre jeho dva stupne vol'nosti x a v = x:

Vo= ——x )
m
= 3)

1.2 Linearizacia a linearne dynamické systémy

Linedrne diferencidlne rovnice, pri ktorych sd f;(q1,...,qn;t) linedrnymi funkciami premennych g, ..., gy
vieme riesit’ Laplaceovou transformaciou. Tu vyZzadovand linedrnost’ znamend vlastnost’

filqrsqj+k,osgn) = fi(qrs Gy ngn) + fi(qrs - ks ogn) +8(2), )

pre vSetky i, j kde g(¢) je od q1,...,qn a k nezavisla funkcia. Laplaceova transformdcia je dand vzt ahmi,

F(s) = Z{f0} = | difoe™ ®
) = z—l{F(s)}zzlm, /y YJ:odsF(s)e“ ©)

Uspech Laplaceovej transformadcii tkvie v transformovani derivacii,

x— —x(0) 4+ sX(s) (7)
% — —x(0) — sx(0) + 52X (s) (8)

CiZe linedrne diferencidlne rovnice prevadza na algebraické.
Pr.: Harmonicky oscilator

Vo= ——x (€))
m
= (10)



prejdd na rovnice

—v(0)+sV(s) = —:;X(s) (11)
—x(0)+sX(s) = V(s) (12)
ktorych rieSenim pre X (s) dostaneme
~_ x(0)s v(0)
X(S)_s2+k/m+s2+k/m (13

¢o po spitnej transformécii da

x(t) =x(0)cos(wt) + (v(0) /) sin(wt), ©=+/k/m (14)
Linearizacia dynamického systému pre urcenie stability stacionarnych rieSeni. Nelinearne dife-
rencidlne rovnice vieme analyzovat’ z hl'adiska existencie staciondrnych rieSeni a sprdvania sa rieSeni v
okoli tychto staciondrnych rieseni.
Pr.: Uvazujme nelinedrny dynamicky systém
m)’é:kx—ax3, k,a > 0. (15)
Staciondrne rieSenia ndjdeme I'ahko z podmienky ¥ = X = 0, z coho dostaneme tri staciondrne rieSenia,
x9 =0, X172=:|: k/OC (16)
Pre urcenie stability tychto rieSeni hI’addme linearizaciu pohybovej rovnice v okoli tychto staciondrnych
rieSeni.
V okoli xg je linearizovand rovnica pre vychylku 8x(7) dand pomocou substitiicie x(7) = xo + 0x(t)
mdx(t) = kx(t) (17)

rieSenim napr. pomocou Laplaceovej transforméacie ndjdeme

0x(t) = 0x(0)(exp(+/k/mt) +exp(—+/k/mt))/2,
t.j. rieSenie bude nestabilné a jeho vychylka rastie exponencidlne v Case.
V okoli x; je linearizovand rovnica pre vychylku 8x(7) dand substiticiou x(t) = y/k/o + 0x(t),
mox(t) = —2k&x(r). (18)

Riesime opit’ Laplaceovou transformiciou a ndjdeme, Ze v protiklade voci predchddzajicemu pripadu,
systém ma stabilné oscilécie, a to s frekvenciou @ = /2k/m.

1.3 Numerické metddy rieSenia dynamickych systémov

Predstava o numerickom rieSeni diferencidlnych rovnic: trividlna Eulerova metdda (Obrazok 1), jej vy-
lepSenie predstavuje Runge-Kutta metéda. Ukazal som na priklade dynamického systému s 1. stupiiom
vol'nosti:
q=f(gq:1) (19)

Diskretizujeme Cas: tyg = 0,11 = At,tp = 2At, ..., t, = nit,....
Postupnost’” hodndt ktoré nadobida stupen vol'nosti: ¢(ty) = qo,q(t1) = g1y --,q(tn) = qn, ----
Priblizné vycislenie derivacie (v ramci Eulerovej met6dy)

. q(ta+A) —q(tn)  Gui1 —an

7= At M
nam umoziuje prepisat’ diferencidlnu rovnicu na rekurentny vzt'ah

dn+1 =dqn +Atf((1natn)- (20)

Uplne analogicky moZno ziskat’ maticovy rekurentny predpis pre systém s N stupiiov vol nosti.




