ql q2

Obrazok 9: Jedno-rozmend retiazka harmonickych oscilatorov predstavuje v limite N — oo, NAx = L
model jednorozmerného elastického kontinua.

3 Dynamika kontinua

3.1 Uvod k pohybovym rovniciam kontinua

e Kontinuum - systém zo spojito vel’a stupiiov vol'nosti, napr. deformovatel'né tuhé latky (elastické,
neelastické), kvapaliny a plyny (hydraulika), tepelné pole (chladice), elektromagnetické pole.

e Ako budd vyzerat’ pohybové (dynamické) rovnice?

d d . .

57910 = filar(t),.an (1) = —-q(i1) = filq(j.1)) (157)
dal’ej miesto nekonecne vel’ a diskrétnych indexov i zavedieme spojitd premennu x = iAx kde napr.
Ax =L/N pri L - dlzka systému pri 1D kontinuu. Uvedomme si Ax — O pri N — . Takto pri-
chadzame k pojmu pol’a g(x,t). Casovd derivacia v (157) je pri nemennom i a preto pri zaveden{
premennej x musime pisat’ Casovu derivaciu ako parcidlnu derivdciu

d
ECI(XJ) :f[xaq(x/at)]v (158)

Vo vieobecnosti, pravé strana zdvisi od nezndmeho pol'a g(x',¢) aj vo vSetkych pripustnych hod-
notdch x’, nie len v x. V pripade rieSenia viacerych poli mame vo v§eobecnosti niekol’ko zloZiek
neznamych poli g4 (7,t),x = 1,...,M, zavisiacich od polohového vektoru 7

d
Eqw(?vt):fa(?7q1(?/7t)7--vQM(?/vt))' (159)

Volédme ich parcidlne diferencidlne rovnice. (NemoZeme povedat’ 1. rddu nakol'’ko prava strana
vel'mi Caso obsahuje aj druhé derivacie vzhl’adom na priestorové premenné. Pre nase ucely by sme
ich mohli volat’ parcidlne direfencidlne rovnice 1. radu vzhl'adom na Cas ale toto nie je pouZivané
beZne.)

e Demonstracny prikad:
Model elastického kontinua v 1D mozno ziskat’ limitnym prechodom N — oo, NAx = L z retiazky
spojenych harmonickych oscildtorov (Obrazok 9).

VInova rovnica: Pre odvodenie pohybovych rovnic pre hmotnosti i =2,...,N — 1 vyjdeme z Newto-
novej pohybovej rovnice pre kazdd hmotnost’ a vyzaru pre silu pdsobiacu na hmotnost’ od pruziny

F = —ky kde y je vychylka konca pruZiny od jej rovnovazneho stavu:
d*q;
m d; —k(gi — gi-1) — k(qi — gi+1) (160)
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d?q; k
dtzl = (givi—2q9i+9qi-1)
9%q(x,1) k
a(tz — ;(q(XJrAx,t)—2q(x,t)+q(x—Ax,t))

Pre Ax — 0 m6Zeme pouZzit’ Taylorov rozvoj pre susedné vychylky

~ dq 132‘1 2
g(x+Ax) = (x)+£Ax+§—ax2(Ax)

- dq 182q 2
glx—Ax) =~ q(x)—an%—E—gxz(Ax) +

ktorych dosadenim do rovnice (162) dostaneme ““vinovi rovnicu”

d%q(x,1) B k(Ax)? 9%g(x,1)

ot? 2m 9y

Okrajové podmienky: Pohybové rovnice koncovych bodov: ak ukotvené na stene

d*qi
mEA g — k(g —

1 a1 —k(q1 — q2)
d2
m# = —k(gv —aqn-1) —kqn

¢o sa d4 napisat’ ako pohybové rovnice pre vnitorné body ak pridime podmienky

q0=0, gny1=0,

ktoré v limite prejdd na nulové Dirichletove okrajové podmienky

d*q
mE 4 — g -

a2 (1 —q2)
dZCIN
m—-;— = —k — _
12 (gn —gn-1)

¢o sa d4 napisat’ ako pohybové rovnice pre vnitorné body ak priddme podmienky,

q1—90=0, gnN—gn+1=0,
ktoré v limite prejdd na nulové von Neumannove okrajové podmienky

dq dq

9 —0 X
ox ’

= =0.
x=0 dx

x=L

(161)

(162)

(163)

(164)
(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

171)

(172)

(173)

(174)

Okrajové podmienky, ¢i uz Dirichletove, von Neumanove alebo iné, su neoddelitel'nou sticast’ou
samotnej parcidlnej diferencidlnej rovnice; tu ndm vznikli ako désledok limitného prechodu spolu
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s objavenim sa druhej parcidlnej derivacie podl'a x na pravej strane diferenciédlnej rovnice. Bez ich
uvedenia nemeji rovnice jednoznacné rieSenie.

(Ax)*

RieSenia: Ak si ozna¢ime konstanty k = 2, potom ¢ ma zmysel rychlosti §frenia vzruchov
(zvuku) v retiazke, t.j. 'ubovol'nd vychylka dand pociatonou podmienkou v ¢ase t = 0 ako g(x,t =
0) = qo(x) vedie pre r > 0 na rieSenie vlnovej rovnice

q(x,t) = qo(x L ct). (175)

Prepis do Standartného tvaru (len s prvymi deriviciami ¢asovymi) moZno previest’ zavedenim rych-
lostného pol'a
dq(x,1)

v(x,t) = o (176)
a potom ziskame systém dynamickych rovnic
av(x,t) Zazq(xvt)
= 177
ot Tl 77
dq(x,t
qg;, ) ) (178)

Poznamka: pozor, aj ¢ aj v(x,t) st rychlosti, ale celkom odlisnych objektor. ¢ je konStantnd rychlost’
ktorou sa $iri akykol'vek vzruch cez retiazku a v(x,t) je premenlivé (oscilujica) rychlost’ malych
hmotnych elementov m nachddzajicich sa v blizkosti polohy x v Case ¢.

Maxwellove rovnice Predstavuji systém parcidlnych diferencidlnych rovnic pre vektorové polia E
aB

JB 4
1 0E . .
S5 = VB (180)

v.B=0, V.E=P. (181)

Uloha: Presved&te sa, Ze ak elektrické a magnetické polia spifiaji podmienky (181) potom si tieto
podmienky splnené a pre kazdy nasledujtci Cas.

Naviac, polia musia spiﬁat’ a okrajové podmienky; vo vol'nom pristore B—0aE —0 pre ¥ — oo, V
obmedzenom prostredi zdvisia okrajové podmienky od charakteru materidlu a m6zu byt zdanlivo
dost’ odlisné od Dirichlevovych alebo von Neumannovych, napr. E x dS = 0 na kovoch kde dS
je normdlovy vektor povrchu kovu a [, 125 -d7 = U kde body 1 a 2 lezia na dvoch kovoch medzi
ktorymi je napitie U.
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