Obrézok 6: Manipulétor s plecom.

2.14 Dvoj-ramenny manipulator s plecom

(Je aj v skriptach ale inym postupom a s nie celkom korektnym vysledkom)
Postup je analogicky predchddzajicemu a preto budeme ddme len jednotlivé vzt ahy:

1. Dva geometrické stupne vol'nosti - ¢ a 0.

2. Oznacenie poldh t’aziska a pociatkov suradnicovych sustav pevne spojenych s kazdym i.t.t., vol'ba
ich orientacie.

3. Vyjadrenie vektorov vo vhodnych sdradnicovych ststavach:

@ = 92 =90 *'[e5] = §(sin(6)&; +cos(6)&), (121)
@ = 60¢ =0é, (122)
[ = 18|, d=—dé{=d(sin(8)&)—cos(0)&;) (123)
fo= e, B=Il+d (124)
drt .
Vo= %:cmx?]k:d)r}‘é"z (125)
d¥s d ~ + . - -
v = d—f S ([+d) =y x 1+ (B + ) xd (126)
—¢dsin(0)eé) + (¢l — Od cos(8))é, + Od sin(0)é, (127)
52 = ¢%(d*sin*(0) + 1)+ 6%d*> — 2¢61d cos(0) (128)
4. Kineticka energia oboch i.t.t.
1 . 1 . =
K = Eml(r]k)2¢2+511¢2, L=2e-I ¢ (129)
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Obrizok 7: Zotrvacnik a v iom pouZité oznacenia a orientacie sustav.

| - I, .2 L
K, = Emz\v2|2+§(w1+a)2)-12-(0)1+w2) (130)
1 . . .
= —my (§*(d*sin*(0) +1?) + 6%d*> — 26 0ld cos(6 (131)
2
1 . 1 ) . 1 . =
+51116% + S Ipsin® (0)97 + Sy cos™(0)%, [ =&/ I>-¢] (132)

za predpokladu Ze tenzor zotrvacnosti ramena je diagondlny (rozumny predpoklad). Celkova kine-
tick4 energia ma potom tvar

K = K +K, (133)
1. N .

= 5 (It +Asin*(0) + Bcos*(0)) ¢* + 51292 —Mcos(6)6¢ (134)

I = m()?+ 1L +myl? (135)

= myd*+1),, B=1I} (136)

L = md*+1 (137)

= myld (138)

5. Potencidlna energia oboch i.t.t.
U = —dmygcos(0)

6. Odvodit’ Lagrangeove pohybové rovnice, t.j. parcidlne derivdcie...

2.15 Lagrangeova funckia pre gyroskop (zotrvacnik)

(Nie je v skriptach)

S gyroskopom sme sa stretli pri zavedeni formalizmu rotécii a pri odvodeni Eulerovej pohybovej rovnice
z 2. Newtonovej pohybovej rovnice i.t.t. Tam sme si aj zaviedli Eulerove uhly ¢, 0, v pre popis polohy
gyroskopu. Teraz si skonstruujeme si Lagrangeovu funkciu L(¢,$,0, 0, w, ) = Ex — U pomocou ktorej
je odvodenie pohybovych rovnic gyroskopu o nieco jednoduchsSie. Kinetickd energia je dand suctom
translacnej a rotacnej kinetickej energie. Rychlost’ t'aZiska je

2

dF . .
T= P62+ sin?(0)47

dt
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Vektor uhlovej rychlsti @ mé zlozky (odvodili sme pri Eulerovych rovniciach a zavedenti roticii a Eulero-
vych uhloch na 3. prednéske.)

w

®=Y 0'fi=(—cys0d +syd)fi+ (sys09 +cyd)fr+ (cO¢ + ) fs
1

~

kde f; st jednotkové vektory v sustave pevne spojenej s zotrvacnikom. Pre kineticki energiu nakoniec
dostdvame

1 o . . .
Ex = 52’1‘1‘“”“’] + mr? (92 + sm2(9)¢2)

kde tenzor zotrvacnosti vzhl’adom na osi prechddzajice t’aziskom a orientované pozdlZ fi, f2, f3 je

Il'jz

S O~
S~ O
~ o O

Potencidlna energia je jednoducha,
U(6) = mgrcos(0)

a nakoniec dostavame
1 . 1.,. )
L= 5](1}/4—(})005(9))2—1— EI (92—1— (sin(9)¢)2) —mglcos(0)

kde I = I +mr?.

2.16 Nepotencialové sily na pravych stranach LPR.

e V odvodzovani LPR sme zaviedli zovSeobecnené sily

87‘]'

0 =) F-
;f dqi

e Prica vykonana nepotencidlovymi silami pri zmene iba jednej zovSeobecnenej suradnice g; , vSetky
ostatné g,/ # i nech su konstantné, bude

2, qi(2)
W= [ Fpdij= [ Gdg, (139)
1 qi(11)

(nie sum4cia cez i!!!). Potom ak pozndme pracu vykonanu pri zmene jednej zo zovSeobecnenych
siradnic ako funkciu konecnej hodnoty tejto suranice (g; r = qi(t2)) potom zovSeobecnenu silu

nijdeme ako

0
=W
¢ 961i7f

o Trecie sily
V linedrnom pribliZeni (ak st zovSeobecnené rychlosti malé) sa typicky stretneme s dvomi situdcia-
mi:

1. Pri ota¢ani okolo uhla ¢: Q" = —k¢
2. Pri posuvnom pohybe o dizku x: Q" = —kpx
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Obrazok 8: Elektromechanicky systém jednoduchého elektromotora.

Vo vSeobecnosti posobia proti pohybu, no mdézu byt’ aj nelinedrnymi funkciami rychlosti (napr.
Stokesovo brzdenie vo viskéznej kvapaline, s ktorym sa obozndmime v hydrodynamike).

Moment sily od jednosmerného elektromotora

Q" = f1(1),4n(t)) = K(gn(t)) (1),
kde I(¢) je prad prechddzajuci elektromotorom a K (g, (¢)) je pre elektromotor charakteristickd func-

kie uvazovanej zovSeobecnenej suradnice. V ulohdch tohto typu treba riesSit’ dynamiku manipuléto-
ra spolu s dynamikou elektrickych obvodov (mechatronika), s pohybovou rovnicou pre prud

Uz :Rl(t)+@. (140)
dt
kde Uz je napitie na zdroji, R je celkovy odpor obvodu, @ je ¢asovo premenny magneticky tok.
Magneticky tok ma samoindu¢nd Cast’, L(¢)I(t), kde L(¢) indukénost” motora a éast’ pochadzajiicu z
permanentného magneta, [ Emag -dS. L(t) sa pri pohybe motora mdZe menit’ s ¢asom, ¢o modifikuje
silovym ucinok extern€ého pol'a magnetu Bjy,.

Celkovo ale musi byt’ zachovand energetickd bilancia, t.j. praca vykonana elektrickym pridom na
motore musi byt kompenzovana poklesom energie nazhromazdenej v batérii (rsp. v inom zdroji).
Pohybové rovnice jednosmerného elektromotora s jednym zavitom v homog. magnetickom poli
permanentného magnetu so zberaémi:

Tvar nepotencidlovych sil posobiacich na otdCanie elektromotora mozZno ziskat' z prace ktord vy-
kond batéria na pootoCenie rotora motora o uhol ¢.

Celkova préca, ktort vykona baréria za Cas T sa ziska prendsobenim rovnice pre elektricky obvod,
(140) pradom a integrovanim cez tento cas,

:+/dr%‘;—l;ﬂ(r> + /dt (%Cbmag(r)) I(r).

Clen so samoindukciou je ddlezity pre linedrne motory kde sa Casto indukénost’ meni so zmenou
suradnice, t.].

W= /OT Uzl (t)dt = /a’tRIz(t) + %le(t)

ey = %L
dt dg
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Pre DC motory s komutujicimi zbera¢mi (magnet je stator) sa indukénost’ s ¢asom principidlne
nement; pri zanedbani jej zmeny mdZeme posledny ¢len napisat” ako (pre ¢ € (—m,0); podl'a ob-
razku)
, ) . . ¢ )
W'=— [ dtBSsin(¢)@I(t) = —/ BSsin(¢)I(t)d¢
5] 01

Tento m4 evidentne zmysel prace ktord batéria vykond na otdcani (celkovy prikon minus Joulove
straty na odpore a energia magnetického pol’a vinutia na motore) a teda moment sily je

ow’
D= 90

Toto plati len kym sa vodice vinutia na motore neprekomutuji. Typicky sa pouziva tol'’ko zavitov
aby zapojeny bol na bateriu vZdy ten zavit na ktory je vyvinuty maximalny moment sily D, t.j. pre
o~ m/2.

Efekt zmeraCov moZzno uvézit' tak, Ze vysledny moment sily ma pre I'ubovol'ny uhol ¢ rovnaké
znamienko, t.j.

= —BSsin(9)I(t).

I=const

D = —BS|sin(@)|1(¢).
Pre jednosmerny motor s jedinym zdvitom bude pohybovéa rovnica
Jo = K(9)I(1),K(¢) = 2IrB|sin(¢)| (141)
Spolu fiou je nevyhnutné riesit’ aj “pohybovii rovnicu” pre elektricky prad:
RI(t) +2IrB|sin(¢)|¢ = Uy. (142)

Rovnice (141) a (142) predstavuji pohybové rovnice jednosmerného elektromotora vyjadrené mam-
tematicky vo forme systému 2 nelinedrnych diferencialnych rovnic pre 2 funckie Cas, ¢(¢) a I(z).

Energeticka bilancia v formalizme Lagrangeovych rovnic

Budeme uvazovat’ systém N hmotnych bodov, s polohovymi vektormi 7;, nachadzajici potencialo-
vom poli charakterizovanom celkovou potencidlnou energiou tychto bodov U(7y,...,Fy). Naviac,
nech na kazdy hmotny bod pdsobi aj nepotencidlova sila F;. Tento systém nech obsahuje N, holo-
némnych viizieb tak Ze na jeho popis postaci M zovSeobecnenych stradnic g;. Ako uz vieme, tieto
spiiiaji Lagrange-Eulerove rovnice

d JL JdL
————=—=0,j=1,.M 143
Précu, ktort za Cas T vykona nepotencidlova sila Q; (inak predstavujicu zmes nepotencidlovych
sil Q; = Ziﬁg—;) najdeme podl'a rovnice 139, t.j. vyndsobenim Lagrange-Eulerovych rovnic s g;
J
a integrovanim cez Cas 7T,

d dL  JL\ . o

(Nasledovné nebolo odpredndsané, ale pre tiplnost’ diskusii o energetickej bilancii)
Celkova prica nepotencidlovych sil sa ziska sictom takychto rovnic,

Whepor — Z/dt <i£ — %)
F dt aqj' &qj
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Pretoze Lagrangeova funckia je funkciou vSetkych stradnic a ich rychlosti plati,
d JdL dL
—L(q1,.-qMm3q1, - qM) = —qit+=—4q;j
dt (q17 yqdM>q1 QM) ;(aq CIJ—’_aqjqj)

pomocou ¢oho dostaneme pre celkovu pracu nepotencidlovych sil,

d JL JdL
nepot  _ -
w ;/dt (dt 24, aqj) g, (146)
d L\ . JdL dL

B d L . 7
. / ar (; a—qjq]> — L=l (148)

Ked'ze prvy ¢len je

;a_q.jqj = ;a—q.jq]—zaqj <zj:2mz|vt| >q] (149)
dv; dq;

ZZ%( mz\VzV) = (150)
~4 dq; dt
B 1 d7i dg;

— ;;Vw <§ml\vl! )8qjﬂ (151)

1 dr;
= Yv; (Eml|v,|2> — —ZV ( m,|v,|2) (152)
= Yy (L2 5= Y (i) =
= YV 2m,|vl| vi= Y (milvi]*) = 2E;, (153)
i
a L = E; — U, ndjdeme vyjadrenie zdkona zachovanie energie pre mechanicku sustavu,

Whnerot — (B, +U)|IZ) (154)
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2.17 Variaény princip a Lagrangeove rovnice
Pér novych pojmov
e Funkciondl - zobrazenie ktoré funkcii priradi Cislo
SLF(): f(x) — R
Priklad: ,
S = [ k)Y

e Varidcia funkciondlu - zmena funk¢nej hodnoty funkciondlu ak “trochu” zmenime funkciu f(x) v
ktorej funkciondl titohodnotu nadobida o & f(x). PiSeme

35179] = S170) + 8709 - Sl7] = | w8 ey

pricom funkciu

Sf(x)

volame funkcionalna derivacia.

Priklad: 581 ()]

X /
G
Ako? Nech 6 f(x) je mald zmena f(x) potom
b
OS[f()] =S[f(x) +0f(x)] = S[f(x)]=....= /a 2k f(x)6 f (x)dx

Matematicka forma variaéného principu: Lagrangeova funkcia integrovana cez €as pocas ktorého Studu-
jeme pohyb nadobuda pre redlnu fyzikdlnu trajektériu extrém, t.j. funkciondlna derivécia je nulov4.

5 [ Ligi(t).da(e))dr =0 (155)

I

kde L(q1,92,---,9m,41,492, ---,4n) je Lagrangeova funkcia N zovSeobecnenych siradnic ¢; a k nim patria-
cim N zovSeobecnenych rychlosti ¢; a vysledny tvar Lagrange-Eulerovych rovnic

@O% %% 0 i=1.2,..N. (156)
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