e Prvy priklad: hmotny bod v 3D pohybujici sa v potencidlnom poli s potencidlnou energiou U (7):

a teda Lagrange-Eulerova rovnica

d

—VuL(7
dt

vedie k zndmej Newtonovej rovnici

V) = VAL(F,%) = 0

dv
dt

=F.

e Druhy priklad: hmotny bod v gravitatnom poli viazany na kruZnicu

Lagrangeova metoda V ramci Lagrangeovej formuldcie mame

a teda Euler-Lagrangeové rovnica

nadobudne tvar

Newtonova metéda Poldrne sdracnice v 2D:

Pohybové rovnice

K(¢,9) = %mﬁ-ﬁ:%m(f2+r2¢2)
U(9) = mgy=mgrsin(¢)
L(¢.9) = Em(fz‘l‘rz‘laz)—mgrsin(q))
g_;; = —mgrcos(9)
g—g = mrz(f)
d JdL aL-—O
diog 99
mr*$ = mgrcos(¢)
x = reos(9), y=rsin(9)
mx = fsin(¢), my=—mg+ fcos(¢)
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kde f = fcos(9)i+ fsin(9)] je sila reakcie od kruZnice, vZdy kolmé na kruZnicu. Prepis do

polarnych sdradnic:

<o = o=

jcos(¢) —rsin(¢)¢@

Fcos(¢) — 2rsm(¢)q§—rcos((p)qiz—rsin(q))(ﬁ

7 sin

Fsin

(¢
(¢

+rcos(9)o

)
) +2icos(9)d — rsin(¢)@> +rcos(¢)d
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Dosadenim poslednych do (104) a nasobenim prvej s cos(¢) a druhej s sin(¢) a ich spocitanim
dostaneme
mi —mr$? = —mgsin(¢) + f (109)

Naopak, ndsobenim prvej s sin(¢) a druhej s cos(¢) a ich odpocitanim mame
mr +2mi¢ = mgcos(¢) (110)
Sila f je takd, aby sa r nemenilo s ¢asom, t.j. garantuji # = 0 ¢o z rovnice (109) da
f=—mr¢®+mgsin(¢). (111)

ak bude takato sila reakcie, bude podl'a (109) platit # =0, t.j. r(t) = a;t + a;. Vhodné
pociatocné podmienky budd r(0) = r,7#(0) = 0 ¢o dd r = const a z rovnice (110) koncne aj
rovnicu

mr¢ = mgcos(¢) (112)

Posledna rovnica predstavuje pohybovi rovnicu bodu viazaného na kruZnici a polomerom r,
identickud s pohybovou rovnicou ziskanou Lagrangeovou metddou.

e Program dynamiky manipuldtorov:

—

. identifikdcia zovSeobecnenych stradnic: uhly, vzdialenosti

2. vyjadrenie kinetickej (translacnej a rotacnej) energie kazdého dielu manipuldtora pomocou
zavedenych zovSeobecnenych suradnic.

3. prevedenie parcidlnych derivicii Lagrangeovej funkcie
4. (A) (numerickd) integracia diferencidlnych rovnic pre ¢;, ¢; pre dani pociato¢nd podmienku.

5. (B) pre danu trajektdriu ndjst momenty sil a sily ktoré tuto trajektoriu budu realizovat'.
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Obrézok 5: 2-ramenny manipuldtor a v iom pouZité oznacenia a orientdcie sustav.

2.12 Lagrangeove rovnice pre sastavy i.t.t.

e Zovceobecnenie D’ Alembertovho principu zo systému hmotnych bodov na systém i.t.t. predsta-
vuje okrem tvah o virtudlnom posunuti polohového vektora t'aZiska i-teho telesa, 67, zahrnutie
2. pohybovej rovnici spolu s jeho vitudlnym pootocenim d¢);, ¢im pre celkovi pracu sil reakceif

dostaneme,
d —k = —k d =N = —
W (mli )07+ (4 (Fo)-B) o0 aw

Analogickym postupom ako v pripade hmotnych bodov potom zavddzame Lagrangeovu funkciu
ako rozdiel celkovej kinetickej energie sustavy i.t.t. a celkovej potencidlnej energie

L(q1,--,qm>q1, -, 4m) Z mi|V; !2+ (01 1@ U(qi,--qm)- (114)

Samotné Euler-Lagrangeove rovnice st uZ identické tym, ktoré sme si odvodili pre systém hmot-
nych bodov.

e Rozcvicka: Pohybova rovnica fyzikdlneho kyvadla Lagrangeovou metédou.
Vyslednd Lagrangeova funckia:

L(¢,$) = <1+md2><z> —mg(d —dcos(9)).

a z toho Lagrangeova pohybova rovnica
——— — — =0= (I+md*)$ = —mgdsin(¢)

2.13 Dvoj-ramenny manipulator

(Je aj v skriptach, ale inym postupom)

1. Manipuldtor ma dva geometrické stupne vol'nosti: @1, ¢ ako uhly osi ramien od vertikdlneho smeru
(obrazok).
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. Oznacime polohy t'azisk 7 a 7, vzhl'adom na intercidlnu siistavu, ktorej poc¢iatok zvolime v bode
otdcania 1. ramena. Oznacime polohu osi otdCania 2. telesa vektorom [/ a polohu t'aZiska 2. telesa
vzhl’adom na os otiCania 2. telesa vzhl’adom na 1. teleso vektorom d. Evidentne 7, = [ +d.

. Transla¢na kineticka energia 1. telesa bude %ml v |? kde

— d?l — — L= -/ h -/
VT = E:wlxr1:¢1e3xelr1:¢1r1€2 (115)

=12 212
Vil = o (116)
. Rotacnd kinetickd energia 1. telesa %(?)1 -I1 - @ kde skaldrny sicin vycislime v ststave Ef nakol'ko v

tejto su suradnice tenzora konstantné (€; sii pevne spojené s 1. telesom a zorientované tak, Ze tento
tenzor je v v nich diagondlny.) Potom médme pre tito zlozku energie

| B
Shot (117)

_—»/ : -/

. Transla¢na kineticka energia 2. telesa bude %m2|v2|2 kde

i, . - . o

% =:§=@xummd (118)
= 0118+ $rd) (119)

‘\72’2 = Vy-Vh = 12¢12 +d2(]522 +2dl(]51¢2008(¢2 — (])1) (120)

. Rotac¢na kineticka energia 2. telesa bude podobne ako pri 1. telese jednoducho %Iz([)zz.

. Kineticka energia oboch i.t.t. prejde po tpravach do tvaru
| .
K= 511(¢1) + 512(<P2) +Mcos(¢1 — ¢2) 9102

kde Iy = Iy + mir} + myl?, b = b +mpd* a M = dimy.

. Potencidlna energia oboch i.t.t.
U =rimigcos(¢;) + (Icos(¢y) + dacos(¢))mag

. Odvodit’ obe Lagrangeove pohybové rovnice.
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