2.10 Geometrické vizby, virtualne posunutie a D’Alembertov princip

Uvazujme systém N hmotnych bodov, analogické vzt'ahy platia aj pre systém N i.t.t. no treba paralelne
viest’ aj sdradnice a rovnice pre otiCanie.

e Sily reakcie - splnenie geometrickej restrikcie pohybu, tzv. vizby:

1. Holonémne vizby: fi(7,72,...,7n,t) = 0,i = 1,...,N,, jednoducho redukuji stupne vol' nosti.

2. Neholonémne vizby: dané nerovnost’ami fj(71,72,...,7n,t) > 0,i = 1,...,N,(napr. gulicka na
povrchu gule v homog. gravitatnom poli), alebo obsahujice rychlosti (napr. kotidlanie kolesa
v 2D rovine)

e Holonémne - vel'mi Casté pri manipuldtoroch, mozno obist’ zavedenim vhodnych siradnic {q,-}f-‘i 1
M = 3N — N,, ktoré nazyvame zovSeobecnené siiradnice, a Glohu formulovat pomocou tzv. Lag-
rangeovych rovnic, diferencidlnych rovnic pre tychto M geometrickych stupniov vol'nosti. Pévodné
a zovSeobecnené suradnice spolu suvisia transformaciou

7/:l' = ?i(QIaq%"WQM;t)’ l:177N (76)
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Vi = B= Z (ari(ql,qz, ...,qM;t)> q;+ a—ri(ql,qz, eoqyit), i=1,.,N 77)
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t.j. kym 7; sd len funkciami g; a ¢asu, V; su funkciami g;,g; a ¢asu.
e Virtudlne posunutie je malé I'ubovolné posunutie systému bodov 67 také, Ze pritom geometrické

obmedzenie (holondmne vézby) na tieto posunutia sa berie fixované pre vybrany okamzik Casu ¢.
Takdto zmena zodpovedd zmene zovSeobecnenych stradnic 6g;

7
57 = Z a;] (78)

e D’Alembertov princip Praca vykonand silami reakcif geometrickych obmedzeni pri virtualnom po-
sunuti je nulova - trividlne nakol’ko reakcie st kolmé na posunutia. Ak pohybové rovnice st
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kde f; je sucet vSetkych sil geometrickych obmedzeni (reakcie) pdsobiacich na i-ty bod a F; si-
cet vSetkych ostatnych sil (gravitacné,elektrické) posobiacich na tento bod, potom D’ Alembertov

princip vravi
2 oo A
0=Yfi-67,=) <m,~dt2 Fi— F,> - 87 (80)
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Ak by boli 87; nezavislé stupne vol’'nosti, potom z poslednej rovnice dostaneme naspéit’
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Oni ale nie su...
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2.11 Lagrangeove pohybové rovnice, Lagrangeova funkcia

e Vyjadrime virtudlne posunutie pomocou posunutia zovSeobecnenych suradnic

a7
6 l
7= E:(9q]
potom D’ Alembertov princip je
d2 = a?‘l
0= 2 2 F). 254,
(m’ " l) dq; Y
a ked’Ze 0g; si naozaj nezavislé a I'ubovol' né, mdme pohybové rovnice

d2 . o7
0=y (m,-dtz?,-—}f}> 2 i=1,.M
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e Odvodenie Lagrangeovych rovnic:

— ZovSeobecnena sila

— Kinetick4 energia vyskoci v prvom clene:

o7 d d _ Jr; d_ d o7
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d o 817, . 8\71
= Zm(mivi 9qj) m;V; 34,
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kde sme vyuZili identitu vyplyvajicu priamo z rovnice (77)
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a identifikovali kineticku energiu systému bodov
1,
K= Z Emvi
14
— Teda pohybové rovnice majui tvar

d&K d

S K-—K=Q;, j=1,..M
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— Ak sily rozdelime na potencidlové a nie, tak tie prvé mozno pisat’ ako

0,— ZFpmi ZVU 81’,: U
8qj

UvéZenim, Ze potencidlna energia nezdvisi od rychlosti , t.j.

U
— =0
aq j
MozZeme zaviest Lagrangeovu funkciu
L(qi, q,) =K-U (89)

vyjadrené ako funkcie zovSeobecnenych poloh a rychlosti, pomocou ktorej dostavaji pohybo-
vé rovnice tvar Lagrange-Eulerovych rovnic
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kde Q7 je i-ta zloZka zovSeobecnenych nepotencidlovych sil.
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