NajcastejSie konvencie pre uhly natocenia

Nech stistava O’ s bazou vektorov fl , fz,fg je natocend pomocou sérii rotacii vzhl’adom na nehybnu
sistavu O s bazou é|,¢é,,¢€3. Sustava O’ moze byt natotend 'ubovol'ne. Jej orientdcia bude jednoznad-
ne dand 3 uhlami ¢, 0, y, tzv. Eulerovymi, ktoré ndm povedia, akymi rotdciami dokdZeme zorientovat’
sistavu O do O'. Su viaceré konvencie, zaéneme s zxz.

1. Rotécia okolo e3 o uhol ¢ tak aby e lezal v rovine fi, f>

2. Rotécia okolo nového e o 0 tak aby novy e, tiez lezal v rovine f7, f2, alebo, o je tomu ekvivalent-
né, aby e3 bol paralelny s f3.

3. Rotécia okolo nového e3 = f3 o y tak aby e] = f]1 a ey = fo.

Z tohto je asi zrejmé, aka konvencia je zyz. V technickych aplikédciach (roboty, lietadld, satelity) sa es-
te zvykne pouzivat' aj konvencia "Roll-Pitch-Yaw"(xyz) ktord predstavuje zorientovanie Spicu pdvodne
v smere x (Yaw) otoCenim okolo z, nastavenim stipania (Pitch) oto¢enim okolo novej osi y a nakoniec
pootocenie okolo osi lietadla (roll) okolo novej osi x.

Vektor uhlovej rychlosti pre gyroskop v sistave pevne spojenej s gyroskopom.

Celkova uhlova rychlost’ otdcajiceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov zyz je dand suctom troch
vektorov uhlovych rychlosti patriacich k jednotlivym otdCaniam:

B=¢+6+. (33)
Kazdy z nich je zavedeny v inak zrotovanej sustave. Pre pocitanie s vektorom uhlovej rychlosti v 2.

pohybovej rovnici si ich musime vSetky vyjadrit’ v sistave pevne spojenej s gyroskopom.
Vseobecne, i-ty bazovy vektor f; vznikne rotdciami bazového vektora é€;;

fi= 790V[g). GY
Po Castiach:
d = 09z = ZR?{SZJ _ R?f?j (35)
J
é»;/ _ ﬁGQ{gg = (36)
Ji = oV o

Je dolezité si uvedomit’ Ze v roznych riadkoch ide o rotacie okolo r6znych osi “3” a “3”. Analogicky
mame aj inverzné vzt ahy:

¢ = 093] (38)
& = 0% (39)
e = 07V[f] (40)

HI'adajme teda vSeobecnejsie stradnice vektora 7 ktory vznikne 3 rotdciami z vektora 7 = x;é;, t.].
vieme ho zapisat’ vo findlnej a poCiatocnej sustave ako

7 = { Xifi (41)
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Skaldrnym ndsobenim s €; ndjdeme
/ — 7
X = €j - JiXi, (42)

xj=J;- 2. 43)
Matica .
Tii=¢é;-f (44)
teda predstavuje transformdciu stradnic vektora z findlnej do pociatocnej a jej inverznd matica je
T;'=T;=f;-é&. (45)
Tito maticu vieme ndjst’ nasledovne:
&-fj = 0@ (46)
R"8 i (47)
= Ry"RE (48)
= RRPR ) - T (49)
_ Rk—iqﬁ,SRl—ke,zR;lw.,S (50)
= YRVRR (51)
Ik

Posledny vyraz dany ako maticové ndsobenie je

cy sy O c0 0 —s0 cop s¢ O
—sy cy O 0 1 0 —s¢ c¢ O (52)
0 0 1 s6 0 O 0 0 1

Naprv vyjadrime vektor ¢ = @&z v stistave fi, f», f3. Pomocou posledne ziskanej transformécie cez

vSetku otoCenia, rovnica 52, moZeme vyjadrit' vektor ¢ v baze f;:

6 = —cys0¢ f +sys0fr+ oo f (53)
alebo pre vektor 6= 6,
& fi = YRR, (54)
I
6 = syOf +cybh. (55)
Nakoniec napiSme vektor zodpovedajuci otd€aniu okolo uhla y Co je jednoducho
Y=y (56)

Celkova uhlova rychlost’ otdcajuceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov bude potom (pomocou
vysledkov 56,55,56)

o)} —cys0¢ +syb (57)
@ = sysOp+cyb (58)
m = cOP+ . (59)
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Obrazok 4: Gyroskop predstavuje zotrvacnik s jednym pevnym bodom. Uhly ¢, 6, v su tri Eulerove uhly
typu zyz.

2.8 Eulerove pohybové rovnice gyroskopu: otacanie okolo fixovaného bodu

Uvazujme pripad otdcania telesa okolo jedného fixovaného bodu, rdzneho od t’aziska (aby gravitacné sily
sposobili nenulovy moment sil). Potom inercidlny ¢len v 2. pohybovej rovnici i.t.t. (12) méZeme potom
napisat’ v sdstave pevne spojenej s i.t.t. a orientovanej tak, Ze tenzor zotrvacnosti je v nej diagondlny, v
tvare

d , .
E(Zfili,-wi) = ZDjfj (60)
i J
PretoZe jednotkové vektory fl sa otacaju, plati pre ne
d -~ . =
—fi= o X f;
dtf /i
¢o vedie na
Y (ﬁliiwi + @ x fihi@') =Y D;f; (61)
i J

prendsobenim postupne skaldrne s fi, f», f3 dostaneme 3 Eulerove pohybové rovnice otdcajiceho sa i.t.t.

Ioy+ o (Bb—hL) = D (62)
Iy + oo (l —1) = D (63)
Lyis+ oo (I —L) = Ds (64)

t.J. systém troch nelinedrnych diferencidlnych rovnic ktoré musime rieSit’ spolu s tromi nelinedrnymi di-
ferencidlnymi rovnicami pre Eulerove uhly popisujice orientéciu i.t.t., (57), (58) a (59). Toto predstavuje
druhy systém 6 nelinedrnych diferencidlnych rovnic. Této cesta je v jednoduchych pripadoch uZito¢na,
ale vidime Ze musime najprv ndjst’ j;(z), t.j. spoCitat’ funkcie, ktoré vlastne nepotrebujeme. Naviac, ¢im
z viacerych i.t.t. sa bude robot ¢i manipuldtor skladat’, tym viac nepotrebnych funkcii musime spocitat’.
Tento problém obchddza pristup pomocou Lagrangeovych rovnic ku ktorému sa ¢oskoro dostaneme, a v
ramci ktorého sformulujeme aj pohybové rovnice gyroskopu a par manipulatorov.

Kontrolnd otdzka: Aké zlozky ma moment gravitacnej sily D;? Pomocka: D= mg f3 X €3
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