e Variacny princip a Lagrangeove rovnice Par novych pojmov

— Funkciondl - zobrazenie ktoré funkcii priradi ¢islo

SIF)]: f(x) — R
Priklad: .
S = [ KoY

— Varidcia funkciondlu - zmena funkcnej hodnoty funkciondlu ak “trochu” zmenime funkciu
f(x) v ktorej funkciondl titohodnotu nadobida o & f(x). PiSeme
b
51 (2)] = S/ (x) + 8£()) = S/ ()] = [ ()8 f(x)d
a

pricom funkciu

volame funkcionalna derivacia.

Priklad:

S
50y )

Ako? Nech 6 f(x) je mald zmena f(x) potom

S ()] = SLF () + 8 ()] = SLF ()] = . = [ " 2hf ()8 ()

Matematickd forma variatného principu: Lagrangeova funkcia integrovana cez Cas pocas ktorého
Studujeme pohyb nadobtida pre redlnu fyzikalnu trajektoriu extrém, t.j. funkciondlna derivicia je
nulova.

5 [ Ligi(t).da(0))dr = 0 (120)

|
kde L(q1,92,---,9Mm+41,42, ---,4n) je Lagrangeova funkcia N zovSeobecnenych stradnic ¢; a k nim
patriacim N zovSeobecnenych rychlosti ¢; a vysledny tvar Lagrange-Eulerovych rovnic

S 222 -0, i=1.2,..,N. (121)
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Obréazok 5: Jedno-rozmend retiazka harmonickych oscildtorov predstavuje v limite N — co, NAx = L
model jednorozmerného elastického kontinua.

3 Dynamika kontinua

3.1 Uvod k pohybovym rovniciam kontinua

e Kontinuum - systém zo spojito vel'a stupfiov vol'nosti, napr. deformovatel'né tuhé l4tky (elastické,
neelastické), kvapaliny a plyny (hydraulika), tepelné pole (chladice), elektromagnetické pole.

e Ako budu vyzerat’ pohybové (dynamické) rovnice?

d d . .

Lailt) = F@1(0)av(0) = Lalise) = flalisn) (122)
dal’ej miesto nekonecne vel’a diskrétnych indexov i zavedieme spojitd premennu x = iAx kde napr.
Ax = L/N pri L - dlzka systému pri 1D kontinuu. Uvedomme si Ax — O pri N — co. Takto pri-
chadzame k pojmu pol’a q(x,t). Casovd derivacia v (122) je pri nemennom i a preto pri zavedeni
premennej x musime pisat’ Casovu deriviciu ako parcidlnu derivdciu

J /
Eq(xat) = f[CI(x J)]? (123)

Vo vseobecnosti, prava strana zdvisi od nezndmeho pol'a g(x',z) aj vo vSetkych pripustnych hod-
notdch x/, nie len v x. V pripade rieSenia viacerych poli mdme vo vSeobecnosti niekol'ko zloZiek
nezndmych poli g« (7,1), 0t = 1,...,M, zdvisiacich od polohového vektoru 7

d
Eqﬂl(??t):fa(ql(?at)w“,(IM(?at))' (124)

Volame ich parcidlne diferencidlne rovnice. (Nemdzeme povedat’ 1. rddu nakol’ko pravd strana
vel'mi Caso obsahuje aj druhé derivédcie vzhl’adom na priestorové premenné. Pre naSe tucely by sme
ich mohli volat’ parcidlne direfencidlne rovnice 1. rddu vzhl’adom na Cas ale toto nie je pouZivané
beZne.)

e Demonstracny prikad:
Model elastického kontinua v 1D mozno ziskat’ limitnym prechodom N — oo, NAx = L z retiazky
spojenych harmonickych oscilatorov (Obrazok 5).

VInova rovnica: Pre odvodenie pohybovych rovnic pre hmotnostii =2, ..., N — 1 vyjdeme z Newto-
novej pohybovej rovnice pre kazdu hmotnost’ a vyzaru pre silu posobiacu na hmotnost’ od pruzZiny

F = —ky kde y je vychylka konca pruZiny od jej rovnovdzneho stavu:
d*qi
me A = kg gim) ki~ giv1) (125)
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d*q k
9%q(x,t k
a(tz ) — E<Cl(x—|—Ax,t)—2q(x,t)+q(x—AX,t))

Pre Ax — 0 m6Zeme pouZit' Taylorov rozvoj pre susedné vychylky

dq 19%¢
s i) = g+ Sact
dq 10%,, .,
gx—Ax) ~ qx)— axA)H_Eg(AX) + ...

ktorych dosadenim do rovnice (127) dostaneme “vlnovud rovnicu”

92q(x,t) B k(Ax)? 9%q(x,t)

ot? 2m 9x?

Okrajové podmienky: Pohybové rovnice koncovych bodov: ak ukotvené na stene

d*q

m—s-— = —kq—k(q1—

17 q1 — k(g1 — q2)
d2
m dtqu = —k(gn —qn-1) —kgn

¢o sa d4 napisat’ ako pohybové rovnice pre vntitorné body ak pridime podmienky

q0 = 0, gN+1 = 0;
ktoré v limite prejdi na nulové Dirichletove okrajové podmienky

gx=0)=0, ¢g(x=L)=0.

Ak by sme mali volI'né konce bude platit’

d*q,
m—s- = —k(q1—
a2 (g1 —q2)
d*qn
m = —k —gn_
12 (gn —an-1)

¢o sa dd napisat’ ako pohybové rovnice pre vntitorné body ak priddime podmienky,

91—90=0, gn—qn+1 =0,
ktoré v limite prejdi na nulové von Neumannove okrajové podmienky

dq dq

ox| o~ " oxl

—0.

(126)

(127)

(128)

(129)
(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

Okrajové podmienky, ¢i uz Dirichletove, von Neumanove alebo iné, si neoddelitel'nou sti¢ast’ou
samotnej parcidlnej diferencidlnej rovnice; tu ndm vznikli ako ddsledok limitného prechodu spolu
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s objavenim sa druhej parcidlnej derivicie podl’a x na pravej strane diferencidlnej rovnice. Bez ich
uvedenia nemeju rovnice jednoznacné riesenie.

2
RieSenia: Ak si ozna¢ime konStanty % = ¢2, potom ¢ md zmysel rychlosti §irenia vzruchov
(zvuku) v retiazke, t.j. 'ubovol'nd vychylka dand pociato¢nou podmienkou v Case t = 0 ako g(x,t =

0) = go(x) vedie pre r > 0 na rieSenie vlnovej rovnice
q(x,t) = qo(xLct). (140)

Prepis do Standartného tvaru (len s prvymi deriviciami ¢asovymi) mozZno previest’ zavedenim rych-
lostného pol'a
dq(x,t

v(x,t) = P

a potom ziskame systém dynamickych rovnic
dv(x,1) ,0%q(x,1)
C —

= PG (142)
@ = v(x,1) (143)

Pozndmka: pozor, aj ¢ aj v(x,t) st rychlosti, ale celkom odli$nych objektor. ¢ je konstantna rychlost’
ktorou sa §iri akykol'vek vzruch cez retiazku a v(x,7) je premenlivé (oscilujica) rychlost’ malych
hmotnych elementov m nachddzajucich sa v blizkosti polohy x v Case t.

Predstava numerického riesenia ¢asovo-zavislych PDR PouZijeme spitné zobrazenie na diskrét-
ny model, diskretizaciou priestorovej premenne;j

v (x;,1) c2‘](xi+Axat)_29(xi7l)+9(xi_m)

o (Ax)? (144
aqg;"’t ) ) (145)

v bodoch x; = xg + iAx, pre i = 2,...,N — 1 + okrajové podmienky pre x; a xy.

Maxwellove rovnice Predstavujd systém parcidlnych diferencidlnych rovnic pre vektorové polia E
aB

%—If = —VxE (146)
C_lzaa_f U] +V X B (147)

s tym Ze pociato¢né podmienky, t.j. polia v t = 0, musia spfﬁat’
V.B=0, V-Ezg%. (148)

Uloha: Presvedéte sa, e ak elektrické a magnetické polia spfﬁajﬁ podmienky (148) potom su tieto
podmienky splnené a pre kazdy nasledujuci Cas.

Naviac, polia musia spiiiat’ a okrajové podmienky; vo vol' nom pristore B—0aE—0 pre ¥ — oo, V
obmedzenom prostredi zavisia okrajové podmienky od charakteru materidlu a moézu byt zdanlivo
dost’ odlisSné od Dirichlevovych alebo von Neumannovych, napr. E x dS = 0 na kovoch kde dS
je normélovy vektor povrchu kovu a || 12 E -di = U kde body 1 a 2 lezia na dvoch kovoch medzi
ktorymi je napitie U.
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