
2.6 Lagrangeove pohybové rovnice, Lagrangeova funkcia

• Vyjadrime virtuálne posunutie pomocou posunutia zovšeobecnených súradníc

δ~r i = ∑
j

∂~r i

∂q j
δq j (64)

potom D’Alembertov princíp je

0 = ∑
i j

(

mi
d2

dt2
~r i −~Fi

)

·
∂~r i

∂q j
δq j (65)

a ked’žeδq j sú naozaj nezávislé a l’ubovol’né, máme pohybové rovnice

0 = ∑
i

(

mi
d2

dt2
~r i −~Fi

)

·
∂~r i

∂q j
, j = 1, ...,M (66)

• Odvodenie Lagrangeových rovníc:

– Zovšeobecnená sila

Q j = ∑
j

~Fi ·
∂~r i

∂q j

– Kinetická energia vyskǒcí v prvomčlene:

∑
i

mi
d2

dt2
~r i ·

∂~r i

∂q j
= ∑

i

d
dt

(

mi
d
dt

~r i ·
∂~r i

∂q j

)

−mi
d
dt

~r i ·
d
dt

∂~r i

∂q j
(67)

= ∑
i

d
dt

(

mi~vi ·
∂~vi

∂ q̇ j

)

−mi~vi ·
∂~vi

∂q j
(68)

=
d
dt

∂
∂ q̇ j

∑
i

1
2

mv2
i −

∂
∂q j

∑
i

1
2

mv2
i (69)

=
d
dt

∂
∂ q̇ j

K −
∂

∂q j
K (70)

kde sme využili identitu vyplývajúcu priamo z rovnice (60)

∂~r i

∂q j
=

∂~vi

∂ q̇ j

a identifikovali kinetickú energiu systému bodov

K = ∑
i

1
2

mv2
i

– Teda pohybové rovnice majú tvar

d
dt

∂
∂ q̇ j

K−
∂

∂q j
K = Q j , j = 1, ...,M (71)
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– Ak sily rozdelíme na potenciálové a nie, tak tie prvé možno písat’ ako

Q j = ∑
i

~F pot
i ·

∂~r i

∂q j
= −∑

i
∇iU ·

∂~r i

∂q j
= −

∂U
∂q j

Uvážením, že potenciálna energia nezávisí od rýchlostí , t.j.

∂U
∂ q̇ j

= 0

Môžeme zaviest’Lagrangeovu funkciu

L(qi , q̇i) = K −U (72)

vyjadrené ako funkcie zovšeobecnených polôh a rýchlostí, pomocou ktorej dostávajú pohybo-
vé rovnice tvarLagrange-Eulerových rovníc

d
dt

∂L
∂ q̇i

−
∂L
∂qi

= Qn
i (73)

kdeQn
i je i-ta zložka zovšeobecnených nepotenciálových síl.

• Prvý príklad: hmotný bod v 3D pohybujúci sa v potenciálnom poli s potenciálnou energiouU(~r):

K =
1
2

m|~v|2 =
1
2

m~v·~v (74)

L(~r,~v) = K −U, ∇~rL = −∇U = ~F, ∇~vL = m~v (75)

(76)

a teda Lagrange-Eulerova rovnica

d
dt

∇~vL(~r,~v)−∇~rL(~r,~v) = 0 (77)

vedie k známej Newtonovej rovnici

m
d~v
dt

= ~F. (78)

• Druhý príklad: hmotný bod v gravitačnom poli viazaný na kružnicu

Lagrangeova metódaV rámci Lagrangeovej formulácie máme

K(φ , φ̇) =
1
2

m~v·~v =
1
2

m(ṙ2+ r2φ̇2) (79)

U(φ) = mgy= mgrsin(φ) (80)

L(φ , φ̇ ) =
1
2

m(ṙ2+ r2φ̇2)−mgrsin(φ) (81)

∂L
∂φ

= −mgrcos(φ) (82)

∂L

∂ φ̇
= mr2φ̇ (83)

a teda Euler-Lagrangeové rovnica

d
dt

∂L

∂ φ̇
−

∂L
∂φ

= 0 (84)

nadobudne tvar
mr2φ̈ = mgrcos(φ) (85)
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Newtonova metódaPolárne súracnice v 2D:

x = r cos(φ), y = r sin(φ) (86)

Pohybové rovnice
mẍ = f sin(φ), mÿ = −mg+ f cos(φ) (87)

kde~f = f cos(φ)~i + f sin(φ)~j je sila reakcie od kružnice, vždy kolmá na kružnicu. Prepis do
polárnych súradníc:

ẋ = ṙ cos(φ)− r sin(φ)φ̇ (88)

ẍ = r̈ cos(φ)−2ṙ sin(φ)φ̇ − r cos(φ)φ̇2− r sin(φ)φ̈ (89)

ẏ = ṙ sin(φ)+ r cos(φ)φ̇ (90)

ÿ = r̈ sin(φ)+2ṙ cos(φ)φ̇ − r sin(φ)φ̇2+ r cos(φ)φ̈ (91)

Dosadením posledných do (87) a násobením prvej s cos(φ) a druhej s sin(φ) a ich spǒcítaním
dostaneme

mr̈ −mrφ̇2 = −mgsin(φ)+ f (92)

Naopak, násobením prvej s sin(φ) a druhej s cos(φ) a ich odpǒcítaním máme

mrφ̈ +2mṙ φ̇ = mgcos(φ) (93)

Sila f je taká, aby sar nemenilo šcasom, t.j. garantujú ¨r = 0 čo z rovnice (92) dá

f = −mrφ̇2 +mgsin(φ). (94)

ak bude takáto sila reakcie, bude podl’a (92) platit’ ¨r = 0, t.j. r(t) = a1t +a2. Vhodné pǒcia-
točné podmienky budúr(0) = r, ṙ(0) = 0 čo dár = consta z rovnice (93) koňcne aj rovnicu

mrφ̈ = mgcos(φ) (95)

Posledná rovnica predstavuje pohybovú rovnicu bodu viazaného na kružnici a polomeromr,
identickú s pohybovou rovnicou získanou Lagrangeovou metódou.

• Program dynamiky manipulátorov:

1. identifikácia zovšeobecnených súradníc: uhly, vzdialenosti

2. vyjadrenie kinetickej (translačnej a rotǎcnej) energie každého dielu manipulátora pomocou
zavedených zovšeobecnených súradníc.

3. prevedenie parciálnych derivácií Lagrangeovej funkcie

4. (A) (numerická) integrácia diferenciálnych rovníc preqi , q̇i pre danú pǒciatǒcnú podmienku.

5. (B) pre danú trajektóriu nájst’ momenty síl a sily ktoré túto trajektóriu budú realizovat’.
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