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9
ELEKTRICKY PRUD

Prva Cast’ kapitoly sa zaobera zdkladnymi pojmami stvisiacimi s elektrickym pradom.
Opiera sa o zdkon zachovania elektrického naboja, z ktorého je odvodeny prvy
Kirchhoffov zdkon. NevS§ima si silové pdsobenie na pohybujuce sa naboje, dalo by sa
povedat’, Ze ma kinematicky charakter. Druh4 cast’ kapitoly sa zaobera silovym
posobenim na nabité Castice vo vodicoch pradu, priCom sa odvija od Ohmovho zakona
v diferencidlnom tvare, zaobera sa matematickym opisom zdrojov energie zaradenych
do elektrického obvodu a stratami tejto energie vo vodicoch. V zavere kapitoly sa
poukazuje na suvislost Ohmovho zdkona v diferencidlnom tvare s druhym
Kirchhoffovym zdkonom. Kapitola sa nezaobera Specifikami striedavého elektrického
pradu, ani zvlastnostami elektrického pradu v kovoch, plynoch alebo elektrolytoch.
V dodatku je kapitola doplnené opisom tenzora elektrickej vodivosti.

Potrebné vedomosti

Treba poznat' pojmy zavedené uz v mechanike, ako zrychlenie, sila, praca, energia.
Rovnako st nevyhnutné zakladné poznatky z elektrostatiky o potenciali, intenzite, ich
jednotkach a ich vzajomnej stivislosti. V kapitole sa pouziva aj vektorovy pocet, vratane
operatora nabla, opisan¢ho v kapitole o vektoroch (gradient, divergencia, rotacia).
Znalost’ diferencidlneho a integralneho poctu je rovnako nevyhnutnd, vratane jeho
aplikacii na vektorové funkcie, ako derivacia a integracia skalarnej 1 vektorovej funkcie
viacerych premennych, vratane Gaussovej integralnej vety.



OBSAH

TEXTY

9.1 Kinematika elektrického pradu
9.1.1 Definicia elektrického prudu, hustota pradu
9.1.2 Rovnica kontinuity elektrického pradu
9.1.3 Prvy Kirchhoffov zakon

9.2 Dynamika elektrického prudu
9.2.1 Ohmov zédkon v diferencidlnom tvare
9.2.2 Ohmov zékon v integralnom tvare
9.2.3 Tepelné ucinky elektrického pradu
9.2.4 Elektromotorické napétie
9.2.5 Druhy Kirchhoffov zdkon

DODATOK
D1 Tenzor konduktivity

SUHRN VZTAHOV
SLOVNIK

ULOHY

11

14
17
20
23
28
31
36
37

39



9.1 Kinematika elektrického prudu

Kruacové slova
Elektricky prad, hustota elektrického pradu, ampér, transportna rychlost, rovnica
kontinuity, prvy Kirchhoffov zékon

9.1.1 Definicia elektrického prudu, hustota prudu

Elektricky prad ako jav, predstavuje usmerneny pohyb elektricky nabitych Castic
(elektronov, i6nov), napriklad v kovovom vodi¢i, ionizovanom plyne alebo elektrolyte.

Ako veli¢ina! je elektricky prud I definovany podielom elektrického naboja AQ
ktory prejde prierezom vodica a prislusného c¢asového intervalu At; okamzitd hodnota
elektrického pradu je limitou tohto podielu pre At -0 :

A d
[ = lim Q— Q

Jim == (9.1.1.1)

Elektricky prid [ je skalarna veli¢ina, lebo v jeho definicii vystupuji len
skalarne veli¢iny. Jednotkou elektrického pradu v SI je ampér , o je prad, pri ktorom
prierezom vodica prejde za jednu sekundu elektricky ndboj velkosti jeden coulomb. To
znamena, ze medzi jednotkami ampér a coulomb plati vztah 1A = 1 C/s, ako aj opacny
vztah 1C = 1A-s (ampérsekunda). V praxi sa pouzivaju ndsobky aj diely tejto
jednotky. Pre nazornejsSiu predstavu o vel'kosti ampéra je vhodné uviest’, ze cez 100 W
ziarovku pripojent na siet’ s napatim 230 V prechadza prad takmer 0,5 A, cez vodice
dial’kového vedenia vel'mi vysokého napétia ridovo 10° A. V klasickom modeli atomu
vodika elektron obiehajtci okolo jadra vytvara prud na Girovni 1073 A.

Donedavna bol ampér v sustave SI definovany na zaklade vzajomného siloveho
posobenia dvoch rovnobeznych vodicov, ale od maja 2019 je definovany prostred-
nictvom velkosti elementarneho elektrického niboja a sekundy, ktoré je definovana na
zéklade frekvencie ziarenia vysielaného izotopom atomu Cs-133. (Pozri aj Cast’ 10.2.6)

Z praktického hl'adiska je vyznamnou veli¢inou hustota elektrického prudu, (aj
plos$ny elektricky prud), definovana vztahom

Al dI

= ASlr—r}OE = E . (9112)

J

Hustota elektrického pradu predstavuje prud pripadajici na jednotkovy plosny obsah
prierezu vodica, preto jednotkou tejto veliGiny je A/m?. Z praktického hl'adiska je to
nevhodna jednotka, preto sa hustota elektrického pradu cCasto vyjadruje pomocou

'V medzinarodnej terminolégii, v norméach ISO, sa pouziva termin priid ako nazov pre jav aj pre veli¢inu.
V minulosti sa u nas pre veli¢inu pouzival termin intenzita prudu, ¢o je z terminologického hl'adiska korektné,
lebo v takom pripade jeden termin nema dva vyznamy.



jednotky A/mm?. Hustota elektrického pridu nebyva v celom priereze vodi¢a rovnaka.

Hustotu elektrického pridu mozno vyjadrit pomocou tzv. transportnej
(unasavej alebo aj driftovej) rychlosti v, ktorou sa subor vol'nych elektronov vo vodici
posuva. Tato rychlost’ raidovo dosahuje velkost’ iba niekol’ko milimetrov za sekundu a je
neobycajne mald v porovnani s rychlostou chaotického tepelného pohybu volnych
elektronov v kove, ktora pri izbovych teplotich dosahuje radovo 10% km/s.

Vzt'ah medzi hustotou elektrického pridu a transportnou rychlostou mozno
ziskat’ nasledujucou tvahou. Predpokladajme, ze v objemovej jednotke kovového
vodi¢a je n volnych elektrénov. Tomu zodpovedd objemova hustota volného
elektrického ndboja p = ne, kde e je naboj elektronu. Na zéklade toho upravime vztah
(9.1.1.1) tak, Ze namiesto naboja AQ dosadime vyraz pArt, kde Az predstavuje objem
s elektronmi, ktory za ¢asovy interval At preSiel prierezom vodica:

PAT

I=—. 9.1.1.3
A7 ( )

Predpokladame, Ze elektrony sa vplyvom vonkajSieho elektrického pol'a posuvaji
vodi¢om transportnou rychlostou v, preto za ¢asovy interval At sa posunt o dizku
v At . Objem A7 zaplneny elektronmi, ktory prejde prierezom S, je Az = S vAt . Po
dosadeni do rovnice (9.1.1.3) dostaneme pre prud vyraz

I_pAz'_pSvAt

=pSv. 9.1.1.4
At A P70 O-1.14)
Po vydeleni rovnice plosnym obsahom S prierezu, dostaneme pre hustotu elektrického
pradu vzt'ah
I
J = 5= PV =nev. (9.1.1.5)

Transportnd rychlost v je vektorova veli¢ina, ma velkost’ aj smer. Preto aj hustota
elektrického pradu je vektorovd veli€ina, ktor(i vyjadrujeme ako skalarny néasobok
vektora transportnej rychlosti

J = pv =nev. (9.1.1.6)

V ionizovanych plynoch a v elektrolytoch je elektricky prud podmieneny pohybom
kladne aj zaporne nabitych Castic (idnov), s objemovymi hustotami nabojov o, resp.
p_ . Kladné 16ny sa pohybuju v smere intenzity elektrického pola transportnou

rychlostou v, , zaporne nabité¢ opacnym smerom rychlostou v_. Tomu zodpovedaju
hustoty elektrického pradu

Jy=pvy a Jo=pv_. (9.1.1.7)

Napriek tomu, ze transportné rychlosti kladnych a zdpornych i6bnov maji opacny smer,
vektory hustoty elektrického pradu J, a J_ maju smer sthlasny, lebo objemové hustota
naboja p_ je zdpornd. Smer obidvoch vektorov sa zhoduje so smerom pohybu kladného

naboja (so smerom jeho vektora transportnej rychlosti).



Skuto¢nost’, Ze hustota elektrického prudu je vektorova veli¢ina, sa prejavi aj pri
uprave vztahu (9.1.1.2), ktory prepiSeme do tvaru dI = J dS . Takyto vztah je vSak
spravny iba vtedy, ked’ ploska dS je na smer vektora transportnej rychlosti kolma.
V opa¢nom pripade treba vztah upravit’ na tvar (Obr. 9.1.1.1)

dl = JdScos/f, (9.1.1.8)

kde fje uhol medzi vektorom transportnej rychlosti a normalou na plosku dS. Ploske
dS mozno priradit’ vektor dS, ktory mé smer jej normdly, takze rovnicu (9.1.1.8)

mozno upravit’ na tvar
dl = J-ds. (9.1.1.9)

To znamenad, Ze ak st vektory J a dS na seba kolmé, cez plosku prud neprechadza.

\ ! \ ! \ l Y ! Obr 9.1.1.1

Integraciou vztahu (9.1.1.9) ziskame vyznamny vysledok, vyjadrujuci prad
prechéadzajtci prierezom S vodica:

I = ﬂ] .ds. (9.1.1.10)
S

Z vlastnosti skalarneho stcinu vyplyva, ze prud I cez konkrétnu plochu S médze byt
zaporny, ak st vektory J a dS orientované proti sebe (vSeobecnejsie ak zvieraja tupy
uhol). Tato okolnost’ sa uplatiiuje v Kirchhoffovych zdkonoch. Je vhodné na tomto
mieste zopakovat’, Ze na 'avej strane rovnice vystupuje elektricky prud, teda naboj, ktory
za sekundu prejde plochou S.

Poznamka: Elektricky prud je skaldrna velicina, preto jej nemoézeme pripisat smer, iba
znamienko. Napriek tomu sa casto hovori o smere elektrického prudu, lebo to
zjednodusuje, resp. skracuje vysvetlovanie niektorych javov, najmd v magnetizme. Vtedy
sa pod pojmom smer prudu rozumie smer pohybu kladne nabitych Castic, teda smer
vektora hustoty elektrického prudu.

Priklad 9.1.1.1 Aka4 je hustota elektrického prudu v hlinikovom vodici s priemerom d
=2 mm, ak nim tecie prad /=4 A?

RieSenie: Hustota pradusarovna J=1/(nd)*= 4/(10x 4) A /mm?= 0,1 A /mm>.




Priklad 9.1.1.2 Aka je transportna rychlost’ elektronov v medenom vodici pri hustote
pradu J= 10 A/mm?, ked pocet elektronov v 1 cm?® je priblizne n = 1x10?* cm™ a jeden
elektron nesie naboj e =1,6x1071° C?

RieSenie: Pouzijeme vztah | = pv = nev, odkial v = J/(ne) = 0,63 mm/s.

Priklad 9.1.1.3 Velkost elektrického pridu vo vodici rastie linedrne s ¢asom. V Case
t, = 0 bol prad nulovy, v ¢ase t; mal hodnotu I;. Kolko elektrického naboja Q,
preslo celym prierezom vodica v ¢asovom intervale (0, t;)?

Rie§enie: Linearna zavislost pradu od Casu sa vyjadri vztahom [=kt+ I,.
Z podmienky, ze v ¢ase t, = 0 bol prad nulovy vyplyva, I, = 0. Zo zndmej velkosti
pradu v Case t, ziskame konstantu k: I, = kt; = k = (I,/t;) , ktort dosadime do
vSeobecnej zavislosti pradu od ¢asu: I = (I;/t,)t . Z definiéného vzt'ahu elektrického
pradu (9.1.1.1) ziskame vzt'ah vyjadrujici ndboj: dQ = Idt =

0 —fdQ—jtlldt—Jh(Il)tdt—“ltZ—11t

Vysledok prikladu 9.1.1.3 ukazuje, ze rovnako vel'ky naboj by presiel vodi¢om aj vtedy,
ak by vodi¢om prechadzal po cely asovy interval (0, t;) prad s velkostou Ig =
(I;/2). Prud I, s uvedenou vlastnostou sa nazyva stredna hodnota elektrického
pridu a definuje sa vztahom

1 T
Iser = _f I(t)dt, (9.1.1.11)
T 0

kde T je Casovy interval sledovania velkosti pradu. VyuZziva sa napriklad pri vypocte
strednej hodnoty jednosmerného pulzujiceho pradu. Pri striedavom sinusovom prude je
strednd hodnota nulova.

Kontrolné otazky

Ako je definovana velicina elektricky prud?

Aky je nazov jednotky elektrického prudu?

Ako suvisi jednotka coulomb s jednotkou ampér?

Ako je definovana hustota elektrického prudu?

Co je jednotkou hustoty elektrického priidu?

Co je transportna rychlost elektronov a akit ma radovo velkost?
Ako suvisi hustota elektrického prudu s transportnou rychlostou?

NS R N~



9.1.2 Rovnica kontinuity elektrického prudu

Rovnica kontinuity pre elektricky prad (nazyvand aj rovmica spojitosti) je
matematickym vyjadrenim zakona zachovania elektrického naboja. Ak do objemu
ohrani¢eného uzavretou plochou (napriklad v tvare valca, na obrazku vyznaceného
hrubymi ¢iarami) prichadza za sekundu viac ndboja ako vychadza, potom v uzavretej
ploche nédboja pribuda. Uvedena veta je kvalitativnym slovnym vyjadrenim rovnice
kontinuity.

Pri odvodeni rovnice kontinuity budeme pouzivat’ vztah (9.1.1.10):

1=Jsj]-ds.

Obr.9.1.2.1

Predpokladajme, Ze vektor J; a podobne aj vektor J, (podla obrazku), je v kazdom
bode zakladne valca ¢o do velkosti rovnaky a kolmy na rovinu zakladne. Podl'a obrazku
vektor J je rovnobezny s povrchovymi priamkami valcovej plochy, preto cez plast’ valca
elektricky prud neprechddza. Ak plosSny obsah zdkladne je S a vektory priradené
zdkladniam ozna¢ime §; a S, , potom integraly na jednej a druhej zédkladni mozno
lahko vypocitat’:

L =jf]1-d5= Ji-S, L =ﬂ]2-d5= IS, . (9.1.2.1)
S1 S2

Prud I; do valca vstupuje (podla zvoleného smeru vektorov J; a §; je zaporny), prud
I, z valca vychadza a je kladny. Ak st obidva prady ¢o do velkosti rovnaké, ich sucet
sa rovna nule a vo valcovej ploche sa elektricky naboj nehromadi, ani ho neubuda. Ak
vSak prudy nie st rovnako velke, ich suet sa rovna zmene naboja za jednotku €asu, ¢o
sa vyjadruje ako derivacia naboja nachadzajuceho sa v uzavretej ploche podl'a ¢asu:

dQ
Ji-S1 + J2-$,=() T (9.1.2.2)

Pred derivaciou na pravej strane je otaznik, ktory ma upozornit’ na nevyhnutnost’ ivahy
o znamienku. Ak prvy €len na l'avej strane rovnice (je zaporny!) je v absolitnej hodnote
vacsi nez druhy cClen, vtedy je celd l'ava strana rovnice zaporna. Ale naboja vo valci
vtedy pribuda, takZe derivacia na pravej strane rovnice je kladna (pozri poznamku na
konci odseku). Ak by na namieste otaznika bolo kladné znamienko, prislo by k nestladu
znamienok medzi lavou a pravou stranou rovnice. Preto otdznik treba nahradit



zédpornym znamienkom. Rovnicu (9.1.2.2) upravime v sulade s tymto vysledkom
a prudy vyjadrime tak ako v rovnici (9.1.2.1) integralmi:

ﬂh-d5+ﬂ]2-d5=—i—f. (9.1.2.3)
] S

S

Treba opédtovne zdoraznit’, ze naboj @ vystupujuci v tejto rovnici je celkovy volny
naboj obsiahnuty v uzavretej ploche, nie naboj ktory z plochy odisiel.

Poznamka:
Derivaciu naboja podla casu vyjadrime ako limitu:

dg . AQ . Q-
— = lim — = lim ——.
dt A0 At At—0 t, — t
Predpokladajme, Ze t, > t, , takZe menovatel zlomku je kladny. Ak naboja s casom

pribuda, potom aj Q,(t,) — Q,(t;) je kladné cislo a cely zlomok je kladny.

LCavu stranu rovnice (9.1.2.3) upravime tak, Ze do integracie zahrnieme aj plast
valca, takze budeme integrovat’ cez cely povrch uzavretej valcovej plochy. Tym
pribudne na lavl stranu treti €len, ktory sice v uvazovanom konkrétnom pripade sa
rovna nule, ale rovnica tym nadobudne vSeobecny charakter a bude vhodna aj pre
pripady, ked’ do daného miesta prichddza prud z viacerych smerov. Tak sa integracia
vykona cez celu uzavretu plochu:

#]-ds——d—Q (9.1.2.4)
i =-=-

Tym sme ziskali rovnicu kontinuity v integralnom tvare.

Rovnica kontinuity je zndmejSia vo svojom diferencidlnom tvare. Na jeho
ziskanie treba upravit’ obidve strany rovnice (9.1.2.4). Naboj na pravej strane vyjadrime
ako objemovy integral objemovej hustoty voI'n¢ho elektrického naboja:

Q=gfpudr,

a pre jeho derivaciu podla Casu dostaneme:

‘i_‘f=% ]\:!]pv dr =fﬂ (aa’i") dr . (9.1.2.5)

Pri Gprave lavej strany vyuzijeme Gaussovu integralnu vetu, vyjadrujucu zdmenu

plosného integralu cez uzavreti plochu objemovym integralom:

10



J-ds = div] dr. (9.1.2.6)
pre=ll

Dosadenim do rovnice kontinuity v integralnom tvare dostaneme rovnicu, v ktorej na
oboch stranach vystupuji objemové integraly so zhodnymi integraénymi medzami:

g divJ dr = —gf (aaptv)dr.

Rovnaké, ale inak l'ubovol'né integraéné medze znamenaju, Ze integrované funkcie na

lavej a pravej strane rovnice musia byt rovnaké. Z toho potom ziskame
rovnicu kontinuity v diferencialnom tvare:

apy
ot

divj +—=——=0. (9.1.2.7)

Obidve formulédcie rovnice kontinuity maji vyznamné uplatnenie v tedrii elektro-
magnetického pol’a, ako aj v tedrii elektrickych obvodov.

Kontrolné otazky

Aky je fyzikalny obsah rovnice kontinuity elektrického prudu?

Kedy povazujeme elektricky prud prechdadzajuci uzavretou plochou za zaporny?
Ako je formulovand rovnica kontinuity v integralnom tvare?

Ako je formulovana rovnica kontinuity v diferencidlnom tvare?

SR N~

Vyjadruje rovnica kontinuity situdciu korektne aj vtedy, ked do uzavretej plochy
prichadza zaporny elektricky naboj?
6. Opiste nabijanie kondenzdtora pomocou rovnice kontinuity v integralnom tvare.

9.1.3 Prvy Kirchhoffov zakon

Je dosledkom zakona zachovania elektrického néaboja, preto sa da odvodit
z rovnice kontinuity elektrického pradu. Plati vSak len v ustalenom stave, Co znamena,
ze objemova hustota elektrického naboja sa vo vodici nemeni, ¢ize na Ziadnom mieste
vodic¢a sa naboj nehromadi, ani ho tam neubuda.

Pri odvodeni prvého Kirchhoffovho zdkona je vhodné vychadzat’ z integralnej
formy rovnice kontinuity:

__deo
#1 ds = ——. (9.1.3.1)

S

11



Vektor dS je podla dohody orientovany vzdy z uzavretej plochy von, takze integral je
kladny vtedy, ked’ aj vektor hustoty elektrického pradu J smeruje z plochy von. Vtedy
z ndboja nachadzajiceho sa v objeme ohrani¢enom uzavretou plochou ubuda.
V ustdlenom stave sa vSak velkost’ tohto naboja s Casom nemeni, takze dQ/dt = 0.
Preto sa aj 'ava strana rovnice rovna nule:

#1 .dS=0. (9.1.3.2)
S

Tato rovnost’ sa splni v trividlnom pripade, ked’ vektor J sa v kazdom bode uzavrete;j
plochy rovna nule. Z praktick¢ého hladiska je vSak zaujimavé, ked’ na niektorych
miestach plochy nulovy nie je.
Vtedy tymto miestom vchadza
prad, ale aby sa v uzavretej ploche
naboj nehromadil, inym miestom
musi prad odchédzat’. Na obrazku
je naznaCena uzavretd plocha
(¢iarkovane) a do nej tri privody

pradu. Integral (9.1.3.2) rozpiSe-
me na tol'ko Casti, kol'’ko privodov prichddza do uzavretej plochy (integraly cez Casti
uzavretej plochy, cez ktoré prid neprechadza, si samozrejme nulové):

#.]-d5=ﬂ-]1-d5+ff]2-ds+Jf]3-d5=0, (9.1.3.3)
S S S, S5

pricom v sulade s rovnicami (9.1.2.1) mdZeme napisat’ aj vzt'ah

Podl'a obrazku prudy I; a I, s zéporné, prad I; kladny, ale ich stcet sa musi rovnat’
nule.

Prvy Kirchhoffov zikon sa tyka l'ubovolného poctu privodov. Hovori, Ze
v ustdalenom stave sucet prudov vstupujucich do uzla sa rovna suctu prudov 7 uzla
vystupujucich.

Vystupujuce prady mozno povazovat’ za zaporné vstupujuce prady, a vtedy sa
prvy Kirchhoffov zdkon formuluje strucnejSie: v ustdlenom stave sucet prudov
vstupujucich do Pubovol’ného uzla elektrického obvodu sa rovnd nule.

Pri odvodeni prvého Kirchhoffovho zdkona mozno vychadzat' aj z diferen-
cialneho tvaru rovnice kontinuity:

apy

div]J + 5% =0.

12



V ustdlenom stave sa objemovéa hustota vol'ného ndboja v ziadnej Casti vodica
nemeni, takze (dp,)/0t = 0, z coho vyplyva, ze aj div]J = 0 v kazdom bode vodica.
Preto sa nule rovna aj objemovy integral

J\:}Udivj dr =0,

ktory pomocou Gaussovej integralnej vety premenime na ploSny integral cez uzavretu

plochu:
j\ﬂdiv] drzjsgg]-d5=0.

Potom sa uZ postupuje rovnako ako v predchadzajicom pripade.

Kontrolné otazky

Aka podmienka sa musi splnit, aby platil prvy Kirchhoffov zdakon?

Ako je sformulovany prvy Kirchhoffov zdkon?

Plati prvy Kirchhoffov zakon iba pre jednosmerny elektricky prud?

Akym matematickym vztahom sa da vyjadrit ustaleny stav vo vodici prudu?

AN Wb~
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9.2 Dynamika elektrického prudu

KPucové slova
Ohmov zakon, konduktivita, rezistivita, pohyblivost’, Joulovo teplo, druhy Kirchhoffov
zékon, elektromotorické napdtie

9.2.1 Ohmov zakon v diferencialnom tvare

Ohmov zdkon ma dve vyznamné formy, pre ktoré si zauzivané nazvy Ohmov
zakon v diferencialnom tvare a Ohmov zakon v integralnom tvare (aj Ohmov
zakon pre usek vodi¢a). Prvy z nich vyjadruje lokdlny vztah medzi intenzitou
elektrického pol'a a hustotou elektrického prudu, pricom plati v kazdom bode vodica.
Pri Ohmovom zakone v integrdlnom tvare ide o integraiciu Ohmovho zdkona
v diferencidlnom tvare cez objem tseku vodica (odtial’ alternativny nazov).

K Ohmovmu zdkonu v diferencidlnom tvare mozno dospiet’ pomocou uUvah
o posobeni elektrickej sily na elektrony nachadzajuce sa vo vodici, ktoré su touto silou
urychl'ované. Elektrické pole vo vodici je vytvarané vonkaj$im zdrojom, ktory staly
elektricky prud udrziava (pozri ¢lanok o elektromotorickom napéti). Rychlost’, ktort
elektron nadobudne posobenim elektrického pola, prakticky ihned strati zrdzkou
s niektorym z atdmov vodica, ale pol'om je zase urychl'ovany a proceddra sa neustéle
opakuje. Napriek obrovskému zrychleniu, ktoré elektrony dosahuju v elektrickom poli
(pozri priklad 8.1.3.3 v elektrostatike), pre svoje Casté zrazky sa vodi¢om pohybuju
vel'mi malou priemernou rychlost'ou, nazyvanou transportna (driftova) rychlost’.

Elektricky prad v kovoch je sprostredkovany elektronmi, ktoré nesu zaporny
elementarny elektricky ndboj —-e a maji hmotnost m, . Ak elektrické pole vo vodi¢i
ma intenzitu velkosti E, na elektrén posobi elektrickd sila, ktorej velkost’ (absoltitna
hodnota) je vyjadrena vztahom

F = eE.

Tato sila udel'uje elektronu zrychlenie

a=F/m,=¢eE/m,.

Ak sa elektron pohybuje konStantnym zrychlenim, jeho rychlost rastie linearne s Casom,
a to az po okamih zrazky. V zjednoduSenom modeli sa predpokladd (v roku 1900 ho
publikoval nemecky fyzik P. Drude), Ze pri zrazke Gplne strati rychlost’ a procedura sa
pravidelne opakuje, pricom stredni dobu medzi zrazkami oznacime symbolom .
Maximalna rychlost’, ktora tesne pred zrazkou dosiahne, potom ma hodnotu

Vmax = a7 = eEt/m, . (9.2.1.1)
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Transportnd rychlost’ je priemernou rychlostou, to znamena, ze v sulade s jedno-
duchym modelom predstavuje iba polovicu maximalnej rychlosti:

vq =eEr/(2m,) . (9.2.1.2)
Pre hustotu elektrického prudu bol odvodeny vztah (9.1.1.5), podla ktorého
] = pv =nevy, (9.2.1.3)

kde n je pocet elektronov v objemovej jednotke (koncentracia), e elementarny naboj
a vg transportnd (driftova) rychlost. Po dosadeni transportnej rychlosti zo vzt'ahu
(9.2.1.2) dostaneme pre hustotu pradu vyraz

ne?r

2mg

E=yE, (9.2.1.4)

¢o je skaldrna forma Ohmovho zdkona v diferencialnom tvare. Intenzita elektrického
pol’a, ako aj hustota prudu st vektorové veliCiny, preto sa Ohmov zdkon zapisuje vo
vektorovom tvare

J=7yE, (9.2.1.5)

kde koeficient y = (ne?7)/(2m,) je konduktivita prostredia, ktorej starsi, dnes uz
neplatny nazov bol merna elektricka vodivost. Jednotkou konduktivity v SI je A/(V-m)
=Q'm!. Prevratena hodnota konduktivity je rezistivita, ktorej jednotka je Q-m a jej
stary nazov merny elektricky odpor. Ak sa v Ohmovom zdkone v diferencidlnom tvare
pouzije rezistivita namiesto konduktivity, zapisuje sa v tvare

E=pJ. (9.2.1.6)

Podl'a vzt'ahu (9.2.1.4) konduktivita zavisi od koncentracie vol'nych elektronov
n a od strednej doby medzi zrazkami 7. Doba 7 sa s rastucou teplotou vodica
zmensSuje, lebo atomy intenzivnejSie kmitaju a tak va¢Smi prekazaji pohybu elektronov.
Preto konduktivita s rastucou teplotou vodica klesa, ale jej prevratend hodnota —
rezistivita—rastie. V polovodiCoch sa s rastiicou teplotou zvacsuje koncentracia volnych
elektronov (alebo dier), Co prispieva k zviacSeniu konduktivity polovodicov. Tento
narast byva kvantitativne vacsi ako pokles konduktivity v dosledku skracovania
strednej doby medzi zrazkami, a tak sa konduktivita polovodicov s teplotou zvysuje.

Podla vzt'ahu (9.2.1.2) transportna (driftova) rychlost je vyjadrend vztahom

etr

vy =—E = bE, (9.2.1.7)

2m,
v ktorom vystupuje koeficient b, ktory sa nazyva pohyblivost’ (elektronov alebo dier)
a vyjadruje velkost’ transportnej rychlosti v elektrickom poli s jednotkovou intenzitou.
Pohyblivost’ elektrénov v polovodi¢och dosahuje vysoké hodnoty, napr. v kremiku byg;
= 1350 cm?/(Vs), v germéaniu bg, = 3600 cm?/(Vs), ¢o je podstatne viac ako v beznych
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kovovych vodicoch. Pri¢inou je dokonald kryStalickd Struktara tychto latok, lebo
v technickej praxi sa pouzivaju vo forme monokrystalov.

Poznamka: Jednoduchy model elektrickej vodivosti poskytuje pre konduktivitu vztah
y = (ne?1)/(2m,), s dvojkou v menovateli. Dvojka je doésledkom zjednoduseného
predpokladu o strednej dobe t medzi zrazkami. Sucasna tedria ju dokaze presnejsie
vyjadrit na zdklade Statistickej fyziky, a tak dvojku vynechdva a vo vztahu uvadza len
dobu . To md potom dopad aj na vyjadrenie rezistivity vo vztahu (9.2.2.4).

Priklad 9.2.1.1 Vypocitajte pohyblivost’ b elektronov v medenom vodici, ked’ poznate
jeho rezistivitu p = 1,7x10° Q-cm, koncentraciu volnych elektronov n = 8,45x10%

3

cm™ a elementarny naboj e =1,6x107"° As.

RieSenie: Pre konduktivitu plati vztah y=ne’t/(2me) = ne- (et /2me) = neb , priCom
rezistivita je prevratena hodnota konduktivity, takze
b= 1/(nep) = 1/(8,45x10?*x1,6x107"9x1,7x107%) = 43 cm?/(Vs)

Priklad 9.2.1.2 Vypocitajte strednti dobu medzi zrazkami elektronu v medenom vodici,
ked’ pri izbovej teplote st zname nasledujice hodnoty: rezistivita p=1,7x10° Q-cm,
naboj elektronu e = 1,6x10""As, hmotnost’ elektronu m.=9,1x103' kg a koncentracia
volnych elektronov n = 8,45x10%2 cm™ .

Riesenie: 1/p=y=ne*t/2me) = 7 = 2me)/( pne*) =
=(2x9,1x103" kg)/( 1,7x1078 Qm x 8,45x102 m™ x 2,56 x10738A%s2 ) = 5 x10745 .

Priklad 9.2.1.3 Aku velka drahu preleti elektron medzi dvomi po sebe nasledujicimi
zrazkami v medenom vodic¢i pri izbovej teplote, ked” vezmeme do uvahy a) jeho
termodynamicky rovnovaznu rychlost’ vy = 100 km/s b) jeho transportnt rychlost
vg= 1 mm/s ? Za stredni dobu medzi zraZkami pouzite hodnotu vysledku predcha-
dzajuceho prikladu.

Riesenie: Elektron leti konStantnou rychlostou, preto sa draha pocita vztahom
s =V At:

a) s =10°m/s x 5x10¥s= 5x 10°m =5 nm,

b) s =103 m/s x 5 x10s= 5x10"m =5 x 10 nm.

Vzdialenost’ medzi najbliz§imi atdmami v medi je 0,256 nm.
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Kontrolné otazky

1. Napiste Ohmov zdkon v diferencialnom tvare.

2. Ako sa nazyva velicina sprostredkujica vztah medzi hustotou prudu a intenzitou
elektrického pola?

Aky rozmer ma konduktivita v SI?

Ako je konduktivita ovplyvnena strednou dobou medzi zrazkami elektronu?

Ako je konduktivita ovplyvnend koncentraciou elektronov?

V akom vzajomnom vztahu su konduktivita a rezistivita?

Aky bol stary nazov konduktivity?

Aky bol stary nazov rezistivity?

O NS AW

Co sa rozumie pod pohyblivostou elektronov v kove?

9.2.2 Ohmov zakon v integralnom tvare, elektricky odpor

Ohmov zdkon v diferencidlnom tvare je vhodny viac pri teoretickych uvahach,
v technickej praxi sa uplatiiuje Ohmov zdkon vyjadrujuci vztah medzi elektrickym
napétim na Casti (aseku) vodica, elektrickym odporom tejto Casti a elektrickym pradom,
ktory nim prechéadza, t. j. vztah U = IR . Tento vztah mozno ziskat z Ohmovho
zdkona v diferencidlnom tvare integraciou cez objem useku vodica, preto sa preil
pouziva ndzov Ohmov zakon v integralnom tvare.

L Obr.9.22.1
>

Zvolime tsek vodi¢a s dizkou ¢ medzi prierezmi S;a S,. Ohmov zakon
v diferencidlnom tvare zapiSeme tak, aby v iom vystupovala rezistivita (vzt'ah 9.2.1.6),
pricom ho napiSeme v skalarnej forme:

E=pJ.

Integrovat’ budeme cez objem medzi prierezmi S; a S, pozdiZ osi vodica (os x):

[sse= e

Elementarny objem dr vyjadrime ako suéin prierezu S vodiéa a dizkového elementu
dx :
dr = Sdx,
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pricom v snahe zjednodusit' vypocet, prierez S vodi¢a budeme na celom useku
integracie povazovat’ za rovnaky. Rovnako aj veli¢iny vystupujice pod integralmi, t. j.
intenzitu E, hustotu pradu J a rezistivitu p budeme povazovat’ za konsStantné v celom

objeme useku vodica. Tak sa objemovy integral zjednodusi:
l l

stdx=sfp] dx = SEl=(SD() = El=(]S)(pé).

(9.2.2.1)
Stcin El sarovna elektrickému napdtiu U medzi vyznacenymi prierezmi vodica, na
pravej strane rovnice su¢in JS sarovnd prudu / te€ucemu vodi¢om a vyraz

l
ps=R (9.2.2.2)

predstavuje elektricky odpor R vodica.

Po dosadeni do poslednej rovnice v riadku (9.2.2.1), dostaneme vSeobecne znamy
tvar Ohmovho zdkona:
U=IR. (9.2.2.3)

Ako vidno zo vztahu (9.2.2.2), elektricky odpor R useku vodica je imerny jeho
dizke a nepriamo umerny prierezu vodi¢a. Rezistivitou p je zohladnena kvalita
materialu. Jednotkou elektrického odporu v SI je ohm (znacka Q); je pomenovana po
nemeckom vedcovi G. S. Ohmovi. Z Ohmovho zékona vyplyva, Ze plati vzt'ah

1Q=1V/A.
Prevréatend hodnota elektrického odporu sa nazyva elektricka vodivost’ (znacka G),

G=1/R .
Jednotka elektrickej vodivosti ma nazov siemens (znacka S), pricom 1S=1Q7"

Suciastka vyrobena tak, aby sa v elektrickom obvode vyuzival len jej elektricky
odpor, sa vola rezistor.

Zo vztahu (9.2.2.2) si mozno urobit’ lepsi obraz o vyzname rezistivity p.
Vyplyva z neho, Ze rezistivita sa ¢o do velkosti rovna elektrickému odporu vodica,
ktory ma jednotkovi diZku a prierez s jednotkovym plo§nym obsahom. V SI sustave to
predstavuje vodié s prierezom 1 m? a dizkou 1 m. To je viak vel'mi neprakticky rozmer
vodica, preto sa v tabulkach rezistivita materidlov neudava v jednotkach Q-m, ale
v jednotkach Q - cm, pripadne Q- mm? - m™' (= 10°°Q - m).

Rezistivita, ako prevratend hodnota konduktivity, sa v stulade s rovnicou (9.2.1.4)
vyjadruje vztahom

2m,
p =

) 9.2.2.4
nezt ( )

18



Vyplyva z neho, ze v kovovych vodicoch, kde sa strednd doba medzi dvomi zrazkami
elektronu s teplotou skracuje, rezistivita sa zvacSuje. V obmedzenom intervale teplot
mozno tuto zavislost’ povazovat’ za linearnu, €o sa vyjadruje vztahom

p=pll+alt—-t,)]. (9.2.2.5)
kde p, je rezistivita pri teplote t,. Koeficient « vyjadruje strmost’ zavislosti, ¢im je

Vacsi, tym je narast rezistivity s teplotou prud$i. Zavislost' rezistivity, a tym aj
elektrického odporu od teploty, sa vyuziva v preciznych teplomeroch.

Priklad 9.2.2.1 Vypocitajte elektricky odpor izolacie koaxidlneho kabla, ktorého
vnatorny vodi¢ mé4 priemer 1 mm, vonkaj§i vodi¢ 8 mm, dizka kébla je 100 m,
rezistivita izolaéného materialu medzi vodi¢émi p=2 x 10° Q - m.

RieSenie: Prad cez izoldciu by
prechddzal od jedného vodica (napr.
stredného) k druhému, preto aj
elektricky odpor treba pocitat’ takym

spdsobom. Z obrazku, na ktorom je
znazorneny koaxialny kébel, vyplyva
postup ktory pouzijeme pri vypocte:

elementarny elektricky odpor tenkej rarky s polomerom x, hrabkou steny dx a dizkou
L , medzi jej vnitornou a vonkajSou stenou je dR = (p dx)/(2mxL), lebo prad
prekonava elementdrnu dizku dx a prechadza plochou s obsahom 2mxL. Cely odpor

vypocitame integraciou od vnatorného polomeru po vonka;jsi:
"2 dx p (Tdx p .
R = pr—=5—| —==—In—.
- 2mxL  2mL ). x 2nL 1
1 1

Po dosadeni ¢iselnych hodnot R = 6,6x10° Q.

V elektrickych obvodoch sa rezistory ¢asto navzajom kombinuju, pricom ich
spojenie mdze byt principialne dvojakého druhu — sériové, alebo paralelné.

P 1 [ 1 [ ’_I A
) 1 ) 1
R Ry R3

A B
B

SCroVe Spojenie rezistorov paralelné spojenie rezistorov Qpr. 9.2.2.2
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Pri sériovom spojeni (spojenie za sebou) vsetkymi rezistormi prechddza rovnaky
prud, pricom elektrické napétia na jednotlivych rezistorochsu U; = Ry, U, = Ry,
U; = R3l (atd. ...), a vysledné napidtie medzi bodmi A, B je suctom napiti na
jednotlivych rezistoroch:

U:U1+U2+U3:R11+R21+R3I:(R1+R2+R3)I:RI,

z ¢oho pre vysledny elektricky odpor sériovo spojenych rezistorov vyplyva vzorec:

R = Z Ry, (9.2.2.6)
k

¢ize vysledny elektricky odpor sa rovna stuctu elektrickych odporov rezistorov.

Pri paralelnom spojeni je na vSetkych rezistoroch rovnaké elektrické napétie U,
takze platia vztahy:

U = R111 , U = Rzlz ) U = R3I3
a navySe podla prvého Kirchhoffovho zdkona prad [ tecuci medzi bodmi A, B sa

rovna suctu pradov tecucich jednotlivymi rezistormi:

1—1+1+1—U+U+U—U(1+1+1)—U
-t 23R "R, R; \Ry R, Ry R’

z ¢oho vyplyva vSeobecny vysledok pre vacsi pocet paralelne spojenych rezistorov

1_2 ! 9.2.2.7
R= T (9.2.2.7)

Kontrolné otazky

1. Co vyjadruje Ohmov zdkon v diferencidlnom tvare a ¢o Ohmov zdkon

v integrdlnom tvare?

Ktoré veliciny vystupuju v Ohmovom zdkone v integralnom tvare?

Akym vztahom sa vyjadruje elektricky odpor drétu so zndmou dizkou a prierezom?
Ako zavisi rezistivita kovového vodica od teploty?

Aky je rozmer rezistivity v SI?

Aky je nazov jednotky elektrického odporu v SI?

Aky je rozmer elektrického odporu vyjadreny pomocou zdkladnych jednotiek SI?

X NS AwN

Ako sa pocita elektricky odpor rezistorov zapojenych paralelne a sériovo?

9.2.3 Tepelné ucinky elektrického prudu, Joulovo teplo
Nie vSetka elektrickd energia prenaSand vodi¢mi sa dostane k spotrebiCcom

(svetidla, motory a pod.). Cast’ z nej sa straca vo vodi¢och takym sposobom, Ze vodice
sa zohrievaju. Elektrickd energia sa pritom meni na teplo, nazyvané Joulovo (aj Joulove
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straty). Povod a velkost’ tychto strat mozno vysvetlit’ vyuzitim podobného postupu ako
pri odvodeni Ohmovho zakona v diferencidlnom tvare.

Uvedieme zjednoduSenu predstavu o tomto procese. Elektrony urychlované vo
vodi¢i elektrickym polom odovzdéavaji ziskant kinetick(l energiu atomom vodica pri
zrazkach s nimi. Po zrazke s elektronom atém zacne intenzivnejSie kmitat’ okolo svojej
rovnovaznej polohy. Atdmami prijatd energia znamend zvacSenie vnutornej energie
vodica a tym jeho teploty.

Elektrony nesuce elementarny elektricky naboj e su v elektrickom poli s inten-
zitou E urychlované silou F = eE, priCom za stredny ¢asovy interval 7 medzi dvomi

zrazkami nadobudnt rychlost’
eE

Vmax = 7T,
e

kde m, je hmotnost’ elektronu. Na konci Casového intervalu 7 urychleny elektron
nadobudne kineticku energiu

1, 1 reEr\?
Wit = Emevmax = Eme (E) .

Podl'a zjednodusenych predstav celt tato energiu odovzda niektorému atoému vodica.
V objemovej jednotke sa nachddza n volnych elektronov, o znamen4, Ze v Casovom
intervale 7 v jednotkovom objeme elektrony odovzdaji energiu

1
Win = Emen (

== E?.
2 mg

eET)2 1 ne?t?
me

Odovzdana energia pripadajica na jednotku casu, t. j. prikon P; do jednotkového
objemu, je podiel posledného vyrazu a Casového intervalu 7:

2t

P _1W _ne
1_T le_Zm

E? =yE?=JE, (9.2.3.1)

e

pricom sme vyuzili vztah (9.2.1.4) pre konduktivitu y, ako aj Ohmov zakon v dife-
rencialnom tvare.
Prikon do vodica, ktory ma dizku £ a prierez s obsahom S, ma velkost*

P = JESt = (E¢)(JS) = UI = RI?, (9.2.3.2)

priCom pri Uprave boli vyuzité vztahy E€=U, JS=1 a U = IR.

Ak prikon do vodi¢a s elektrickym odporom R je P = RI? , potom energia
odovzdana vodi¢u v ¢asovom intervale (0, t;) je

t1
W, = j Pdt = j RI? dt . (9.2.3.3)
0
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Pri kon$tantnom prude, t. j. ked’ prad I nezavisi od Casu, plati W, = RI?At. Tato
energia, ako kazda ina energia, sa meria v jouloch (= W-s), ale CastejSie v nasobkoch
tejto jednotky, napr. v kilowatthodinach.

Energia odovzdavana vodicu elektronmi ma pdovod v energii elektrického pola,
ktoré elektrony urychluje. Ide tu o premenu energie elektrického pol'a na vnutornu
energiu vodica, ¢im sa zvySuje jeho teplota. Preto sa Casto hovori o premene elektrickej
energie na teplo, hoci z fyzikalneho pohl'adu to nie je celkom sprdvne konStatovanie,
lebo vnutorna energia nie je totozna s teplom (pozri kapitolu o termodynamike).

Priklad 9.2.3.1 Medenym vodi¢om, ktory ma dizku ¢ = 100 m, priemer d = | mm

a rezistivitu p=1,7 x 10°°Q - cm, tetie elektricky prad 7 =5 A . Aké st Joulove straty
vo vodic¢i za sekundu a kol’ko energie sa v tomto vodici strati, ak nim prad prechadza 12
hodin?

Riesenie: Najprv treba vypocitat’ elektricky odpor vodic¢a —

R pt 4x1,7x1078Q-mx100 m
"~ (md?/4) mx10~m

= 2,16 Q.

Prikon Joulovych strat je RI? = (2,16 Q)x25 A% = 54]/s . Za 12 hodin to
predstavuje energiu 54 J/sx12x3600 s = 2332800 Ws = 0,648 kWh .

Priklad 9.2.3.2 Vodi¢om s elektrickym odporom R prechadza prud, ktorého velkost’
sa s asom linedrne zvacsuje. V Case t, =0 bol prad nulovy, v ¢ase t; mal hodnotu I;
. Kol'’ko Joulovho tepla sa vo vodici vytvorilo v ¢asovom intervale (0, t;)?

RieSenie: Do vztahu (9.2.3.3) treba dosadit’ prad I(t) ako funkciu ¢asu (pozri priklad
9.1.1.3): I=(I;/t))t:

2 2

I I\ E3 I \?
WS=fR(—1) tzdt=R(—1) —1=R(—1) t, .
ty ty/ 3 V3

Vysledok prikladu 9.2.3.2 ukazuje, Ze rovnaké mnoZzstvo Joulovho tepla by sa vo vodi¢i
uvolnilo aj vtedy, ak by vodi¢om tiekol po cely Casovy interval (0, t;) prad S
velkostou Ios = (I;//3). Prid Iy suvedenou vlastnostou sa nazyva efektivna
hodnota elektrického prudu a definuje sa vSeobecnym vzt'ahom

T

1
(I.p)? = TJ 12(t) dt. (9.2.3.4)

0
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Vyuziva sa prakticky len v pripade periodickej zavislosti pradu od casu, teda pri
striedavych elektrickych pradoch.

Kontrolné otazky

1. Aky je mechanizmus zohrievania vodica, ked nim prechadza elektricky prud?

2. Akym vztahom sa vyjadruje prikon Jouleovych strat v objemovej jednotke
vodica?

3. Akym vztahom sa vyjadruje prikon Jouleovych strat vo vodici s elektrickym
odporom R?

4. Akym vztahom sa vyjadruje energia spotrebovana na ohrev vodica elektrickym
prudom?

9.2.4 Elektromotorické napitie

Ak vodi¢ koneénej dizky vlozime do elektrického pola, tak vol'né nosiée naboja
sa v niom zac¢nu pohybovat’ (za¢ne nim tiect’ prad). Vel'mi rychlo sa na jednom konci
vodi¢a nahromadia kladné naboje, na druhom naboje zaporné, vytvoria tak vlastné pole,
ktorym sa vykompenzuje vonkajsie pole a prud zanikne. Ak by sme v tom okamihu
odstranili vonkajsie elektrické pole, tak vol'né naboje by sa vratili do svojich pévodnych
poloh, ale eSte predtym by vodi¢ so separovanymi nabojmi mali chvil'u posobil ako
zdroj elektrického napétia. Ak chceme aby vodic sluzil ako trvaly zdroj napétia, musime
zabezpecit trvala separdciu kladnych a zapornych ndbojov, o znamena posobit’ proti
ich elektrostatickej pritazlivosti. To vSak znamena, ze v samotnom zdroji by musela
existovat’ sila posobiaca na nabité Castice opacnym smerom ako elektrostaticka sila.

V r6znych zdrojoch elektromotorického napitia maju takéto sily rozli¢ny pévod,
napr. v chemickych procesoch (galvanické ¢lanky), v G€inku svetla (slnecné batérie),
v teple (termoclanky) ale vznika aj v generatoroch elektrického pradu. Pouzivaju sa pre
ne rozne ndzvy ako iné sily, cudzie sily, alebo aj oddelujuce sily. Ked'ze si akymsi
motorom pohanajucim separaciu nabitych Castic, budeme ich v tomto texte nazyvat
motorické sily> a oznacovat’ symbolom F,,. Vyznamnou charakteristikou takéhoto
zdroja je elektromotorické napiitie U,,. Stru¢ne ho mozno uviest’ ako maximalne
elektrické napitie, ktoré je zdroj schopny generovat. Rovna sa napriklad elektrickému
napatiu medzi svorkami nezat'azeného galvanického ¢lanku.

Motoricka sila F,, kond pri separacii ndbojov pracu, ktord predstavuje prirastok
energie zdroja. Ak pri preneseni kladného naboja g od zaporného pédlu zdroja

2 Motorické pdsobenie v zdroji napétia nema vzdy povahu tradi¢ného silového pdsobenia. Napriklad

v elektrochemickom ¢lanku ma pohyb iénov proti elektrickému pol'u charakter difiizie a je spdsobeny
nerovnovaznym termodynamickym stavom priestorovo oddelenych zloziek ¢lanku. Z pedagogickych dovodov je
predstava motorickej sily vel'mi ndpomocna pri zavedeni pojmu elektromotorického napitia.
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ku kladnému pélu vykona pracu W, = f_+ F,, - dr tak elektromotorické napitie Uy, sa

da zaviest’ (definovat’) ako podiel tejto prace a velkosti naboja:

Wy 1"
Um=7=af Fm-dr. (9241)

Medzi elektrédami (polmi) zdroja existuje pole motorickych sil, s rozlozenim ich
vel'kosti a smeru v priestore. Toto pole nie je elektrostatickej povahy, posobi vSak na
elektricky nabité Castice, preto ho budeme charakterizovat’ intenzitou E,, , ktora
je podielom motorickej sily F,, a ndboja ¢ Castice, na ktoru sila pdsobi: E,, = F,/q .
Pdsobenim motorickych sil sa postuvaji kladne nabité Castice (napr. kladné 16ny) ku
kladnej elektrode zdroja, zdporné k zapornej elektrode. Nabijanim elektréd vznika
medzi nimi elektrostatické pole s intenzitou Eg, ktora ma opa¢ny smer ako intenzita
E,, . TakZe motorické sily postivaju kladne nabité Castice proti smeru vektora intenzity
vznikajaceho elektrostatického pol'a. Pritom pole motorickych sil existuje len vo vnutri
zdroja elektromotorického napétia (v galvanickom c¢lanku v jeho elektrolyte), ale
intenzita E¢ aj mimo zdroja. Pre ndzornost’ je na obrazku (9.2.4.1) ako zdroj napitia
nakresleny galvanicky ¢lanok, v 'avej Casti obrdzku aj vektory tychto intenzit medzi
elektrodami.

Obr.9.2.4.1

Separacia nabojov a s fiou spojené nabijanie elektréd prebieha dovtedy, pokym
sa motoricka sila posobiaca na nabitl Casticu nevyrovna elektrostaticke;j sile, t. j. pokym
sa intenzita Eg velkostou nevyrovna intenzite E,,, . Vtedy je zdroj — napr. galvanicky
¢lanok — Uplne nabity a medzi jeho elektrédami (vonkaj$imi svorkami), pokial’ sa
z ¢lanku neodobera prud, moZzno namerat’ rozdiel potencialov, ktory predstavuje jeho
elektromotorické napétie.

Poznamka: Detailny opis vzniku elektromotorického napdtia v réznych typoch zdrojov,
by vyzadoval podstatne Sirsi priestor. Napriklad pri galvanickych clankoch suvisi
s chemickymi procesmi na rozhrani kov — elektrolyt, v sinecnych clankoch s excitaciou
elektronov do vyssich energetickych hladin, v generdtoroch elektrického pridu
s elektromagnetickou indukciou. Uvahy v nasledujiicej casti si preto vieobecného
charakteru, tykaju sa vSetkych typov zdrojov elektromotorického napiitia.
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Elektrické napitie, teda rozdiel potencidlov medzi dvoma bodmi, sa vSeobecne
pocita ako integral intenzity elektrického pola po trajektérii spajajicej tieto dva body
(pozri Cast’ 8.1.6 v kapitole o elektrostatickom poli). Preto sa aj elektromotorické napétie
v mnohych uc¢ebniciach definuje ako integral intenzity E,, po trajektorii od jedného polu
zdroja k druhému po6lu:

+
Un =f E. -dr. (9.2.4.2)
Stvislost’ tohto vztahu s definiciou (9.2.4.1) je zrejma:
+ 1 + VVq
Um=-[_Em'dT= af_Fm-dr=7 .

Vznik elektromotorického napitia je vysledkom pdsobenia motorickych sil F,
medzi elektrodami (p6lmi) zdroja. Pri vzniku elektromotorického napétia elektro-
magnetickou indukciou v uzavretej slucke vSak motorické sily pdsobia po celej jej
dizke, preto sa vztah (9.2.4.2) zovieobeciiuje a zapisuje ako integral intenzity E,, po
uzavretej krivke (slucke):

Uy, = fEm -dr. (9.2.4.3)

Podl'a tohto vzt'ahu znamienko U,, zavisi od smeru integracie. Na obrazku 9.2.4.1
galvanického ¢lanku (na jeho pravej strane) st naznacené dve moZznosti integracie po
uzavretej krivke — pismenom a v smere chodu hodinovych ruci¢iek, pismenom b
v opa¢nom smere. Smer vektora dr zvolime v stlade so smerom integracie. Ak vektor
E ., ma rovnaky smer ako vektor dr, ich skalarny sucin je kladny, takze kladné je aj
elektromotorické napidtie. To mad dopad na uréovanie znamienok v druhom
Kirchhoffovom zdkone (pozri ¢lanok 9.2.5).

Vztah (9.2.4.3) mézeme napisat’ aj v tvare
Up = f(Em +E,)-dr, (9.2.4.4)
lebo podla vzt'ahu (8.1.6.11) integral intenzity E elektrostatického pol'a po uzavrete;j

krivke sa rovna nule: ¢ Eg-dr = 0. Takyto zapis umozni nasledujucu Givahu.

Integral po uzavretej krivke rozpiSeme na dva integraly — jeden ohrani¢ime na
vnutro ¢lanku, druhy na trajektériu mimo ¢lanku, teda medzi svorkami ¢lanku:

Uy = j (En, +Eg)-dr+ f (E,+Ey)-dr = j E -dr. (9.24.5)

v ¢lanku mimo mimo

Takyto vysledok vSak plati len v nezatazenom ¢lanku, kde E,, + Eg = 0, takze prvy
z dvoch integralov sa rovnd nule. Mimo ¢lanku je vzdy E,, =0, ¢o sa prejavi v druhom
z integralov. Vo vyslednom integrali fmimo E -dr ide o integraciu medzi svorkami

¢lanku, takze elektromotorické napétie nezatazeného ¢lanku sa rovna jeho svorkovému
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napétiu (znamienko zavisi od smeru integracie). Ak budeme integrovat’ v smere chodu
hodinovych rudiciek, elektromotorické napitie ziskame ako integral intenzity E od
kladnej (+) po zapornu (-) svorku:

Un = j E;-dr=—(p_—¢,;)>0. (9.2.4.6)

+ mimo

(Vysledok porovnajte so vztahom (8.1.6.3) vyjadrujucim rozdiel potencidlov.) Vektor
E, mé pri tomto smere integracie rovnaky smer ako vektor dr, takze integral je kladny.
Potvrdzuje sa to aj rozdielom potencialov zapornej a kladnej elektrody, ktory musi byt’
zaporny, lebo potencial zapornej elektrody je vzdy nizsi ako potencial kladnej elektrody,
takze

(p- — @) <0, resp. (pr—@_)>0.

Pri opa¢nom smere integracie je elektromotorické napitie zaporné, o com sa
mozno presvedCit’ opat’ integraciou intenzity Eg medzi svorkami ¢lanku, teraz vSak
v opa¢nom smere.

Ak na zdroj elektromotorického napétia pripojime spotrebic, napriklad Ziarovku,
zatne obvodom prechédzat’ prud a v zdroji (napriklad galvanickom ¢lanku) sa porusi
rovnovaha medzi motorickymi silami a silami elektrostatického pola. Elektrony, ktoré
sa pohybuju v pripojenom vodi¢i mimo ¢lanku (vo vonkajSej Casti obvodu), urychl'uje
intenzita elektrického pol'a Ej, priCom sa pohybuji od zapornej ku kladnej elektrode.
Po prechode vonkajSou Castou obvodu sa elektrony vracaju nazad do zdroja, kde
prechadzaji od kladnej k zapornej elektrode, teda proti pdsobeniu elektrostatického
pola. Tam ich v tomto smere urychl'uje motorickd sila, preto v zatazenom ¢lanku musi
byt intenzita E; menSia nez intenzita E, o znamena pokles Eg vzhl'adom na jej
povodnu hodnotu: E; < E. Inak by priad obvodom neprechadzal. Pokles intenzity E
sa prejavi aj medzi svorkami zdroja, a to poklesom rozdielu potencidlov medzi svorkami
zatazen¢ho zdroja vzhladom na zdroj nezataZzeny. Pripomenime eSte raz, ze rozdiel
potencidlov medzi svorkami nezatazené¢ho zdroja sa rovna jeho elektromotorickému
napatiu. Pokles svorkového napétia pri zatazeni zdroja sa vysvetluje aj ubytkom
elektrického napétia na vntitornom elektrickom odpore galvanického ¢lanku.

Poznamka: Pri odbere prudu zo zdroja poklesne nielen svorkové, ale do istej miery aj
elektromotorické napdtie. Napriklad v galvanickom clanku poklesne pri vicsom odbere
prudu, ked uz chemickée procesy nedokdzu tvorit dostatocny pocet ionov.

Ked’ zdrojom tecie prud, tak motoricka sila F,, posobiaca na ¢asticu musi byt
vicsia nez elektrostaticka F . Tieto sily posobia proti sebe a pri premiestiiovani Castice
obe konaji pracu, takZe vyslednii zmenu energie Castice s kladnym nabojom ¢q pri
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presunuti od zapornej ku kladnej elektrode vyjadrime stctom tychto prac (jedna je
kladna, druhé zapornd):

+ + + +
AW=j. Fm-dr+j Fs-dr=qf E,-dr +qj. E,-dr =qU, —qU.,,
kde Uy, je elektromotorické a U, svorkové napitie zatazeného ¢lanku (obe v absolutne;j
hodnote). Rozdiel prac AW motorickych a elektrostatickych sil sa prejavi v pohybe, t.
J. v kinetickej energii Castice, ktora sa vSak straca odporom prostredia, takze sa postupne
meni na Joulovo teplo vnutri v ¢lanku (pozri ¢ast’ 9.3.3). Pritom rozdiel napéti U, — Uy,
sa rovnd sucinu vnatorného odporu ¢lanku R, a prudu I tecticeho ¢lankom: U, —
Uly = IRy .

Bez motorickych sil by v elektrickom obvode nemohol trvalo tiect prad.
Elektrostatické pole je konzervativne, preto nemdze byt zdrojom prace, ale vytvara
podmienky na jej konanie. V tomto smere jestvuje podobnost’ s gravitatnym pol'om.
V precerpavacej hydroelektrarni voda klesajiica do dolnej nadrze odovzdava svoju
kinetickl energiu turbinam, pricom povod kinetickej energie je v posobeni gravitatnych
sil na vodu. Pri urychl'ovani vody gravitacné sily konaju kladnu pracu. Pri preCerpavani
vody nazad do hornej nadrze, gravitacné sily konajua zapornt pracu, takze celkova praca
gravitanych sil pri jednom cykle je nulova. Pri preCerpdvani treba gravitacnu silu
prekonavat’ inymi, negravitaénymi silami (napriklad vodu vyvazat’ konskymi povozmi,
pricom koniky Cerpaju energiu z potravy !!). Podobne je to pri prechode elektrického
pradu ziarovkou, cez ktora su elektrony pohéanané elektrickymi silami, ale nazad ich
dostane napr. chemicky proces v galvanickom ¢lanku, svetlo v slnecnych batériach,
alebo elektromagneticka indukcia v generatoroch.

Kontrolné otazky

Moze byt elektrostatické pole pricinou vzniku elektromotorického napdtia?
Viete uviest konkrétne priklady vzniku elektromotorického napditia?

Aka je jednotka elektromotorického napdtia v SI?

Akym vztahom sa definuje elektromotorické napdtie?

Moze byt elektromotorické napiitie zaporné?

Kedy sa elektromotorické napdtie zdroja rovna svorkovému napditiu?

NS R N~

Preco je svorkové napiitie zatazeného zdroja mensie ako elektromotoricke?
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9.2.5 Druhy Kirchhoffov zakon

Obsahom tohto zdkona je vztah medzi elektromotorickymi napédtiami, prudmi
a elektrickymi odpormi vo vetvach uzavretej slucky elektrického obvodu. Pri odvodeni
druhého Kirchhoffovho zdkona budeme vychddzat =z Ohmovho zikona
v diferencidlnom tvare (9.2.1.6), a to vo verzii v ktorej vystupuje rezistivita:

E = pJ. (9.2.5.1)

Tento vzt'ah vyjadruje suvislost’ medzi vektormi E a J v 'ubovolnom bode obvodu.
Treba si pritom uvedomit, ze v bodoch nachadzajacich sa wvnutri v zdrojoch
elektromotorického napitia posobia nielen elektrostatické, ale aj motorickeé sily, a preto
E vo vztahu (9.2.5.1) predstavuje sucet intenzity skutocné¢ho pola Eg a intenzity
motorickych sil E,,. Na obrazku je nakreslena slucka skladajica sa zo Styroch vetiev,
v ktorych su zaradené zdroje elektromotorického napitia U,y , elektrické odpory Ry,
a prechaddzaju nimi prudy s hustotami J,, , ktorych smery sa v slucke maju vyznacit.

y

Jo— Obr. 9.2.5.1

Ohmov zékon (9.2.5.1) budeme integrovat’ v smere naznadenom na obrazku, pozdiz
celej slucky, teda po uzavretej krivke:

365 -dr = jgp] -dr. (9.2.5.2)

Lavt stranu rovnice rozpiSeme tak, Ze celkovi intenzitu E vyjadrime ako stcet
motorickej a elektrostatickej E = E,, + E;:

fE-dr=.¢Em-dr+j£Es-dr,

pricom druhy z integralov sa rovna nule, lebo ide o intenzitu elektrostatického pola.
Prvy integral, v ktorom vystupuje intenzita E,, , rozpiSeme ako sucet integralov po
jednotlivych vetvach, pricom si uvedomime, Ze vo Stvrtej vetve nie je zaradeny zdroj
elektromotorického napétia:
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fEm-drzfEm-dr+fEm-dr+fEm-dr=Um1+Um2+Um3.
1 2 3

(9.2.5.3)
Znamienka jednotlivych elektromotorickych napéti zadvisia od vzajomného smeru
vektora dr (t.j. smeru integrovania) a vektora E,, v konkrétnom zdroji danej vetvy.
Pri ich suhlasnom smere je elektromotorické napétie kladné. Obratenim smeru
integracie sa zmenia znamienka vSetkych elektromotorickych napéti v obvode.
Pravua stranu rovnice (9.2.5.2) upravime obdobne, Cize integral po uzavretej
krivke rozpiSeme na stucet integralov po jednotlivych vetvach:

7€p]-dr=2fpk]k-dr . (9.2.5.4)
k k

Vypocet integralu v skalarnom tvare bol uz uskuto¢neny v ¢lanku 9.2.2 , kde sa dospelo
k vysledku

fpk]k'dr = Ry Iy .
k

Prava stranu rovnice (9.2.5.2) mozno potom napisat’ v tvare

k k k

Znamienka pradov [, zavisia od vzijomného smeru vektorov dr a J, v prisluSnej
vetve obvodu. Prad je kladny, ak s vektory suhlasne rovnobezné. Preto aj tu plati, Ze
zmenou smeru integracie sa zmenia znamienka pradov.

Teraz uz mozno urobit’ kone¢nt Gpravu rovnice (9.2.5.2) s vyuzitim vysledkov

E Um = E R, I ) (9256)
4 k 4 k 'k

¢o je uz bezne pouzivany zapis druhého Kirchhoffovho ziakona. Slovne ho mozno
formulovat’ takto:

V uzavretej slucke, ktorda je sucastou elektrického obvodu, sa sucet elektro-
motorickych napiiti zdrojov posobiacich v jednotlivych vetvach slucky rovnda suctu
elektrickych napiiti na jednotlivych rezistoroch (t. j. suctu sucinov Ry I ).

Na zaver je vhodné eSte raz zdoraznit’, Ze znamienka jednotlivych €lenov v sumécidch
zéavisia nie iba od smerov elektromotorickych intenzit v zdrojoch a od zvolenych smerov
vektorov hustoty prudu, ale aj od zvolené¢ho smeru integracie pozdlz obvodu.
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Priklad 9.2.5.1 Suchy ¢lanok — batéria AA — ma deklarované napédtie U, = 1,5 V,
vnutorny elektricky odpor R; =0,15Q a kapacitu Q = 2200 mAh. Batériu
skratujeme tuhou do pentelky, ktorej priemer d = 0,25 mm a dizka [ = 5 cm. Tuhu
prepojime s pdlmi batérie medenymi vodi¢mi, ktorych elektricky odpor moézeme voci
vnutornému odporu batérie zanedbat’. Konduktivita tuhy je ¢ = 33 kS/m.

(a) Aky je elektricky odpor tuhy a aky prad fiou bude tiect’™?
(b) Odhadnite ¢asovy interval, za ktory sa batéria vybije!

RieSenie: (a) Odpor tuhy:
R = (1/0)4l/ (md?) = 31Q.
Pouzitim 2. Kirchhoffovho zdkona pre napitie v obvode
U, = (R + R)I
najdeme prud
I = U,/(R+ R;)) = 48mA.
(b) Ak batéria méa kapacitu Q, potom casovy interval At, za ktory sa vyCerpa pri prude
I (za predpokladu konstantného pradu a nemenného vnatorného odporu batérie)
At =Q/1 = 46h.

Kontrolné otazky

1. Ktory fyzikadlny zdkon sa pouziva ako vychodisko pri odvodeni druhého
Kirchhoffovho zdkona?
2. Ako sa urcuju znamienka elektromotorickych napdti zaradenych do vetiev obvodu?

bl

Ako sa urcuju znamienka elektrickych prudov vo vetvach obvodu?
4. Slovne vyjadrite obsah druhého Kirchhoffovho zdkon.
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DODATOK

Tenzor konduktivity

Vztah medzi vektorom J hustoty elektrického prudu a vektorom E intenzity
elektrického pol'a v izotropnom prostredi sprostredkuje skalarna veli¢ina —konduktivita
y: J =yE, takze tieto vektory su sthlasne rovnobezné. Konduktivita vyjadruje
kvantitativny vztah medzi nimi, zachovava ich vzajomnu rovnobeznost, ovplyviiuje
len ich vzdjomnu velkost. V anizotropnom prostredi vektory J] a E nebyvaja vzdy
rovnobezné, takze ich vzt'ah musi sprostredkovat’ ina ako skaldrna veli¢ina. Musi to byt
veli¢ina, ktord moéze zmenit' nie len velkost’ vektora, ale aj jeho smer. Takymito
veli¢inami su tenzory, v tomto pripade tenzor konduktivity.

Vztah medzi vektormi J a E v anizotropnom prostredi sa d4 zjednoduSene
ilustrovat’ na dvojrozmernom modeli elektricky vodivej vrstevnatej latky, ktora nech ma
pozdiz vrstiev konduktivitu ¥, a kolmo na vrstvy konduktivitu y, (Obr.). Vrstevnati
latku vlozime do elektrického pol’a tak, aby vektor intenzity E nebol s vrstvami ani
rovnobezny, ani kolmy na ne, aby sme ho mohli rozloZit' na dve nenulove zlozky
(Obr. a):

E=E,+E,.

Pre tieto zloZky napiSeme Ohmov zakon v diferencialnom tvare:
L =7E ., Jo=v.E,, (D

pricom predpokladame, ze vektory J, a J, st skalarnymi ndsobkami vektorov E| ,
resp. E, . To vyplyva z povahy pripadu — nepredpokladame, ze by elektrické pole

Y
L) ) b)
—_— E
E_ | T 3
==
Ej
= e, ' e
E| g AT
EJ_/I‘JJ_ ~<2 L T
/ \\\ ‘=:~__ \\“~\\ J '
~ -~ ~ ~. T =a 2 =~ \‘~\/I
n]H \\\ \\\ 5‘/.\\\
~h ~ - / S~o
Sh
c) d) €) 7

s vektorom intenzity kolmym na vrstvy vyvolalo prid aj pozdiz vrstiev, a podobne —
aby elektrické pole s vektorom intenzity rovnobeZznym s vrstvami vyvolalo prud aj
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v smere kolmom na vrstvy. Preto pri vyjadreni zloziek hustoty pradu ich opravnene
zapisujeme ako skaldrne nasobky prislusnych intenzit elektrického pola.

Nech konduktivita y; ma ¢iselnt hodnotu 1, a konduktivita y, ¢iselni hodnotu
2. To znamena, Ze vektor J; ma v porovnani s vektorom E; dvojnasobnu dizku, ale
dizky vektorov J, a E, st rovnaké (Obr. c ad). Sé&itanim vektorov J i @ Ji vznikne
vektor J (Obr. e), ktory nie je rovnobezny s vektorom E (Obr. b). To v§ak znamena, Ze
vektor J nemoZe byt skalarnym ndsobkom vektora E .

V suradnicovej sustave (x,y) nakreslenej na obrazku zvolime vektor E tak, aby
mal obidve zloZzky nenulové, takze E = (E ) Ey). Preto aj vektor J vyjadrime podobnym
sposobom: J=(J,,J,) . Zlozka E, nie je rovnobezna s vrstvami ani kolma na ne, o
znamena, ze tato zlozka sa da eSte rozlozit’ na zlozku rovnobeznu s vrstvami a na zlozku
kolmu na vrstvy. Preto zlozka E,vyvolava prad jednak pozdiZ ;vrstiev, jednak kolmo
na ne. To isté plati pre zlozku E, . Preto zlozka J, pozostava z prispevkov
podmienenych jednak zloZzkou E, , jednak zlozkou E, vektora intenzity elektrick¢ho
pol'a. Preto stvislost’ medzi siradnicami vektorov J a E v tomto pripade sa vyjadruje
vztahmi:

Jx = Vaxx Ex + Vxy Ey ’
2)
]y = Yyx E, + Vyy Ey )

v ktorych veli€iny  Vyx , Vxy » Vyx @ ¥y majl analogicky vyznam ako konduktivity y,

a y, . Vztahy (2) sa zapisuji aj maticovou rovnicou
] x\ _ Vax yxy Ex
(Iy) B (Vyx Vyy) (Ey)' (3)
alebo jej symbolickym tvarom
J=TE, 4

v ktorom I" reprezentuje $tvorcovi maticu konduktivity, J a E prislusné stipcové
matice.

Prechod od maticového zapisu k tenzorovému sa uskuto¢iiuje nédhradou
stipcovych matic J a E prislusnymi vektormi:

J=Ji+]j, E=E,i+E)j
a matica I tenzorom, ktory sa zapisuje v tvare:
I' =y i + nyij + nyji + yyyjj' (5)

Pritom i a j sujednotkové vektory reprezentujice smery suradnicovych osi zvo-lenej
kartezianskej stiradnicovej sustavy. Medzi znacku tenzora I"a vektora E sa v porovnani
so vztahom (4) vklad4 navySe bodka reprezentujica ich skalarny sucin:

J=T"-E. (6)
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Tento postup treba opisat’ podrobnejsie. Tenzor konduktivity sa z prislusnej
matice vytvori tak, Ze k prvkom matice sa pripiSu jednotkové vektory reprezentujice
smery suradnicovych osi — napriklad ku konduktivite y,,, jednotkové vektory ji,
v sulade s prisluSnymi suradnicami y a x. Dvojice vektorov (napr. ii, ji) vystupujice
vo vzt'ahu (5) sa nazyvaju diady, pricom ide len o napisanie dvoch vektorov vedl’a seba.
Tymto zéapisom (bez bodky ¢i krizika) sa ku skaldrnemu a vektorovému sicinu
nezavadza d’alSi typ sucinu medzi vektormi, napriek tomu, ze sa Casto uvadza pod
nazvom diadicky sac¢in vektorov. Znacky suctu ,,+“ medzi ¢lenmi tenzora (5) su iba
symbolické, lebo v algebre tenzorov sa sucet dvoch didd nezavadza. Vyjadruju len
»spolupatri¢nost™ jednotlivych ¢lenov tenzora. Bodka medzi tenzorom I” a vektorom
E vo vztahu (6) predstavuje skaldrny sucin, pricom v konkrétnom pripade ide
o skaldrny sucin sprava (z pravej strany tenzora).

Skalarny si€in tenzora s vektorom sa definuje tak, Ze pri tom vznikd novy vektor,
ktory vo vSeobecnosti ma ini velkost’ aj iny smer nez vektor, ktorym bol tenzor
nasobeny. Napriklad skaldrny suc¢in diddy ab s vektorom c z pravej (resp. z 'avej)
strany sa v algebre tenzorov definuje vztahmi

ab-c= a(b-c), crab =(c-a)b,

kde (b-c),resp. (c-a) suskalarne saéiny tychto vektorov, teda skalarne veli¢iny.
To znamena, Ze vysledkom v prvom pripade je skalarny nasobok vektora a , v druhom
pripade skalarny nasobok vektora b.

DetailnejSi opis tychto operécii sa da najst’ napriklad v klasickych slovenskych
ucebniciach vektorového poctu — IlkoviCovej a Garajovej — uvedenych v zozname
pouZitej literatury.

Hodnoty (velkosti) siradnic tenzora Vyy,VxyVyx,Vyy zavisia od vol'by strad-

nicovej sustavy. Ak zvolime stistavu S’ tak, aby napr. os x’ bola rovnobeZzna s vrstvami
aos )’ na vrstvy kolma, potom stradnicami tenzora budu konduktivity y, a y;:

r=yi'i'+vy, j’j’, (7)

kde i”a j’ sujednotkové vektory vyznacujuce smer stiradnicovych osi v stistave S'.
ZmieSané¢ Cleny typu i’j” vtenzore I  vtedy nevystupuju. Rovnica (3) nadobuda

v tomto pripade tvar:
] x’ (V" 0 > Exl
! = / ) 8
(f y 0 Y/ \Ey ®

takZe namiesto rovnic (2) platia nasledujuce rovnice:

Jx = Vi E,, ]yl =Yy Ey, . 9

Vyhodou tenzorového zapisu je moznost’ jednoducho a nazorne ziskat’ hodnotu
konduktivity v 'ubovol'nom smere. Smer sa vyjadri pomocou jednotkového vektora,
pricom dvojnasobny skalarny sucin tenzora s tymto vektorom z l'avej a z pravej strany
poskytne prislusni hodnotu konduktivity. Uvedieme konkrétny priklad.
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Vychadzajuc z rovnice (7) a hodnét y; = 2,y, = 1 (ako na obrazku) tenzor
konduktivity bude mat’ tvar (pre jednoduchs$i zapis vynechame ciarky nad jednot-
kovymi vektormi):

r=2ii+ 1jj.
To znamena, Ze v smere osi x ma konduktivita velkost’ 2. Ak teda tenzor I~ vynasobime

skalarne jednotkovym vektorom i zlava aj sprava, mali by sme dostat hodnotu
vodivosti v jeho smere:

i-C-i=i-Qii+ 1j)-i=[2@G-Di+ G- jjl-i=[20)i+0j]-i=2i-i=2

Jednotkovy vektor, ktory zviera so suradnicovymi osami uhol 45°, ma tvar

_\/7.+\/§.
=t

takze konduktivitu v smere reprezentovanom jednotkovym vektorom n ziskame dvoma
skalarnymi sa¢inmi

=n-I' -n= \/E'+\/§' ii+ jj) \/E'+\/§'
Ypn=" n=|oit- ii + jj it >
Po uskutocneni sucinu z l'avej strany dostaneme:
V2 )\ (V2. V2,

Yn = (\/El-l‘?]) . <7l+7]>
a po d’alSom skalarnom sucine

VZVE V22

=" + 2 =14+(1/2)=1,5.

V trojrozmernom priestore maji tenzory 9 suradnic (t;;, t;5,...t33), ale na
opis vlastnosti materidlov st vhodné tzv. symetrické tenzory len so Siestimi nezavislymi
suradnicami. Pri vhodnej volbe orientacie suradnicovej ststavy sa aj tychto Sest’
suradnic zredukuje len na tri vlastné hodnoty tenzora. Napriklad tenzor indexu lomu
sludy v zapise svlastnymi hodnotami mé& tvar T = 1,5601ii + 1,594 jj +
1,598kk , kde uvedené cisla predstavuju indexy lomu v troch na seba kolmych
smeroch.

Tenzory sa pouzivaji v rdoznych odvetviach fyziky, v mechanike (tenzor
zotrvac¢nosti, tenzor mechanického napitia, tenzor deformacie), v elektromagnetizme
(tenzor elektrickej vodivosti, tenzor permitivity, tenzor permeability), v nauke o teple
(tenzor tepelnej vodivosti). ale aj v teorii relativity, najmé vSeobecnej (tenzor energie —
hybnosti, metricky tenzor).

Pre Uplnost’ uvedieme definiciu tenzora, ktort najdeme najma v matema-tickych
pramenoch. Za tenzor sa povazuje subor redlnych alebo komplexnych Cisel T;,
(pocet indexov n je rdad tenzora) ktoré sa nazyvaju suradnice, alebo aj zloZky
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(komponenty) tenzora, a ktoré sa pri transformacii suradnic x; = }.;a;;x; transfor-
muju nasledujicim sposobom:

! —
Tyt = Zklkz...kn Qiske, Aiyky = Linky Tkyky.dey -

O tenzoroch aich vyuziti vroznych oblastiach jestvuje rozsiahla literatura.
Z velkého mnozstva je vhodné upozornit’ asponi na dve monografie. Z. Hordk sJ.
Kucerom napisali obsiahlu monografiu o vyuziti tenzorov v elektrotechnike a vo fyzike
[Tenzory v elektrotechnice ave fyzice. NCSAV, Praha 1963], v angliGtine je
k dispozicii klasickd monografia o vlastnostiach krystalov, ktoru napisal J. F. Nye
[Physical Properties of Crystals: Their Representation by Tensors and Matrices, Oxford,
Clarendon Press 1957].
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SUHRN VZTAHOV

definicia elektrického prudu

definicia hustoty elektrického prudu
elektricky prad vyjadreny pomocou
hustoty pradu

vztah hustoty prudu a transportne;j
rychlosti

rovnica kontinuity v integralnom tvare

rovnica kontinuity v diferencidlnom tvare

prvy Kirchhoffov zakon v integralnom
tvare

Ohmov zékon v diferencidlnom tvare
Ohmov zékon v integralnom tvare
elektricky odpor useku vodica

zavislost’ rezistivity kovového vodica od
teploty

elektricky odpor pri sériovom spojeni
rezistorov

elektricky odpor pri paralelnom spojeni

rezistorov

energia odovzdana vodicu, Joulove straty

definicia elektromotorického napétia

druhy Kirchhoffov zdkon
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SLOVNIK

ampér (A) — jednotka elektrického pradu v SI; vodicom prechadza prad 1 A, ked’ jeho
celym prierezom prejde za 1 sekundu elektricky naboj 1 coulomb: 1 A=1C/s

ampérsekunda (A-s) — iné vyjadrenie jednotky elektrického naboja — coulombu,
prostrednictvom zdkladnych jednotiek SI: 1C=1 A:s

cudzie sily — motorické sily

driftova rychlost’ — transportnd rychlost’

druhy Kirchhoffov zakon — zékon platny v elektrickych obvodoch, podla ktorého sa
sucet elektromotorickych napéti v kazdej slucke obvodu rovna suétu sucinov
elektrickych pradov s hodnotami elektrickych odporov zaradenych v prislusnych
vetvach slucky

elektricka vodivost’ (G) — skaldrna veli¢ina definovand ako prevratend hodnota
elektrického odporu; jednotka: siemens (S)

elektricky prud (/) — skaldrna veli¢ina definovana podielom elektrického naboja, ktory
presiel prierezom vodica a prislusného ¢asového intervalu; jednotka: ampér (A)

intenzita motorickych sil (E.) — vektorova veli¢ina zavedena na charakterizaciu pola
motorickych sil, pricom vyraz gEn predstavuje silu pdsobiacu v tomto poli na Casticu
nesucu naboj g; jednotka: N/C

elektromotorické napitie (Un) — skalarna veliCina charakterizujuca zdroj elektric-
kého prudu, uréend podielom prace sil, ktoré prenest elektricky néboj uzavretym
obvodom, a tohto naboja; vel’kost’ elektromotorického napéitia sa zhoduje s elek-trickym
napétim na svorkéach nezatazeného zdroja; jednotka: volt (V)

hustota elektrického pradu, plosny elektricky prud (J ) — podiel elektrického pradu
a prierezu vodi¢a, ktorym prid prechadza; jednotka: A/m?; je to vektorova veli¢ina

Joulovo teplo — teplo, ktoré vzniké pri prechode elektrického prudu vodi¢om:;
predstavuje straty elektrickej energie vo vodici

motorickeé sily — sily posobiace v zdroji elektrického prudu na elektricky nabité Castice,
pricom kladne nabité Castice postivaju ku kladnému podlu zdroja a zaporne nabité
k zapornému polu (v galvanickom ¢lanku ku katdde); nie su to sily elektrostatického
pola v zdroji, posobia proti nim, preto sa pre ne pouziva nazov cudzie sily; ked’ze
separuju kladné a zaporné naboje, aj nazov oddel’ujuce sily
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konduktivita (y, o) — prevratena hodnota — rezistivity

Ohmov zakon v diferencialnom tvare — zakon vyjadrujici priamu imernost’ hustoty
elektrického prudu intenzite elektrického pol'a; plati v kazdom bode vodica

Ohmov zakon v integralnom tvare — zakon platiaci na 'ubovolnom tseku (Casti)
vodica, vyjadrujici vztah medzi elektrickym napitim na tomto useku, elektrickym
odporom tohto useku a elektrickym prudom ktory tymto usekom vodica prechadza

plosny elektricky prud — hustota elektrického pradu

pohyblivost’ — koeficient sprostredkujici priamu imernost’ transportnej rychlosti castic
isté¢ho druhu nesticich elektricky naboj (elektronov, i6nov) intenzite elektrického pola

-----

s jednotkou intenzitou

prvy Kirchhoffov zakon - =zakon, podla ktorého sucet elektrickych pradov
vstupujucich do uzla elektrického obvodu sa rovna stctu prudov z uzla vystupujicich;
plati iba v ustalenom stave; je vyjadrenim zdkona zachovania elektrického ndboja

rezistivita — veli¢ina predstavujuca elektricky odpor vodi¢a s prierezom 1 m? a dizkou
1 m; v minulosti merny elektricky odpor; jednotka: Q-m

rezistor — prvok elektrického obvodu skonstruovany tak, aby sa v obvode prejavoval
najma svojim elektrickym odporom

rovnica Kontinuity — rovnica vyjadrujiica zdkon zachovania elektrického néboja vo
vSeobecnom pripade, teda aj stave, ktory nie je ustaleny

rovnica spojitosti — rovnica kontinuity
siemens (S) — jednotka elektrickej vodivosti; 1 S=1 Q!

svorkové napitie — elektrické napitie na svorkach nezataZeného zdroja elektrického
pradu

transportna rychlost’, driftovad rychlost— rychlost usmernené¢ho pohybu volnych
elektronov vyvolana vonkajSim elektrickym pol'om; naklada sa na chaotické pohyby
elektronov podmienené teplotou vodica
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ULOHY

1. Kolko elektrick¢ého naboja preSlo prierezom vodic¢a, ked’ velkost’ elektrického
pradu, ktord v okamihu # na zaCiatku merania bola [, = 12 A, exponencidlne
klesala, a to za kazdé Ar=3s o polovicu?

Vysledok: Q = (I, At)/ In2 =51,94 C.

2. Andda klasickej diody ma tvar valca, v osi ktorého je katéda v tvare tenkého
zeravené¢ho vldkna. Z katédy sa uvolnuju elektrony a dopadaju na anddu.
Vypocitajte hustotu elektrického pradu Jx tesne pri katodde a tesne pri andde (Ja), ak
elektronkou prechadza prad 7= 3 mA. Dizka vlakna katody (a sticasne vyska valca

anddy) ¢ = 2 cm, priemer vlakna dx = 0,1 mm, priemer anddy d.= 1 cm. Hustoty

prudu prepoditajte aj na pocet elektronov, ktoré prechadzaji za sekundu cez 1 mm?.
Vysledok: Jx= 4,77x107* A/mm?, t.j.~ 4x10" s7! mm elektronov;
Ja= 4,77x107° A/mm?.

3. Rezistor ma tvar zrezaného kuzel'a s vyskou /. Polomer vicsej kruhovej zdkladne

ma vel'kost’ b, mensej a. Rezistivita materidlu ma hodnotu p. Vypocitajte elektricky
odpor rezistora, ktory sa nameria medzi jeho zakladiiami.

Vysledok: R = (pl)/(rab).

4. Vodié s rezistivitou p ma dizku ¢, pri¢om prva polovica tejto dizky ma priemer d;
, druhd priemer d> = 2 di. Vodi€om prechddza prad [I. Vypocitajte podiel hustot
elektrického pradu Ji / J>» a podiel intenzit elektrického pol'a E1 / E> v Castiach
s rt6znymi prierezmi a podiel elektrickych napéti Ui/U- pripadajicich na tieto useky
vodica.

L & E

— 4 Ul_
Jo di

Vysledok: =4, =
ysledo U,

= 4.
E,
5. Uhlikovy hranol s dizkou /=10 cm a prierezom 2 cm? je pripojeny na elektrické

napitie U = 10 V. Konduktivita uhlika y= 1,6x10* Q'm™'. Vypo¢itajte hustotu
elektrického pradu J a velkost’ intenzity elektrického pol'a v tomto hranole.

\
Vysledok:] = % = 1,6x10° Am~?, E =100 —.

6. Na medeny vodi¢ s dizkou ¢ =100 m, priemerom d =2 mm? a rezistivitou p=

1,6-10® Qm, je pripojeny zdroj s elektrickym napitim U =2 V. Aka je hustota
elektrického pradu J vo vodici? Kol'ko elektronov prechadza celym prierezom
vodica za sekundu? (Naboj elektronu e=1,6x10"1°C .)

, U AN
Vysledok: ] = of = 1,25A- mm™2, AT 1,56x10%9s71 .
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7. Akd je intenzita E elektrického pol'a vo vodici s tvarom valca (priemer valca d,

dizka ¢, rezistivita materialu p), ak nim prechadza elektricky prad 7 ? AkY je

rozdiel potencidlov U medzi koncami vodi¢a?

41
U=p—="*.

Vysledok: E
ysledo — 7

~ Praz
8. Vodi¢ z homogénneho materidlu s rezistivitou p ma tvar kuzela s odrezanym
vrcholom, jeho diZka je ¢, a polomery &elnych kruhovych ploch 71 < r2. Vodi¢om
prechadza ustaleny prad [. Vyjadrite zavislost’ intenzity E elektrického pola od
polohy pozdiZ osi symetrie vodi¢a! Pri ktorej zakladni kuzelového vodida je tato

intenzita vacsia? Predpokladajte, Ze hustota pradu je v kazdom reze kolmom na os
konstantna.

Vysledok: E(x) =

>
r,—T
1'[(T‘1+2 1x)

9. Cievka navinuta z medeného drotu ma pri teplote 7, = 20 °C elektricky odpor R, =
15,1 Q. Po istej dobe Cinnosti sa elektricky odpor cievky zvysil na Ry = 17,3. Aké
bola vtedy teplota # cievky? Teplotny koeficient elektrického odporu medi ma
hodnotu a=5 x 1073 KL,

o

o0&

Vysledok: t; = t, + = 49,14 °C.

10. Teplotny koeficient elektrického odporu medi ma hodnotu ¢, = 5x 1073 K1,
hlinika a,; = 4 x 1073 K™1. Aky je teplotny koeficient elektrického odporu vodica
vytvorené¢ho sériovym spojenim hlinikového vodica s elektrickym odporom Ra; = 3
Q, a medeného vodica s elektrickym odporom Rcu =2 Q?

Reyocy + Rajaa

Vysledok: a = =4,4x1073 KL,
Rcu + Rar

11.Na zdroj s elektromotorickym napdtim Un = 48 V a zanedbate'nym vnutornym
elektrickym odporom chceme pripojit’ Spirdlovy ohrievac€ s prikonom P; =100 W.
Aky elektricky odpor Rzo musi mat’ Spirédla pri teplote #, =20 °C, ak jej pracovna
teplota #1 =400 °C, a teplotny koeficient elektrického odporu oo =6 x 102 K12
Uz 1

Vysledok: Ry, = IEETIY, =70
1

12. Dva voltmetre s rovnakym rozsahom ale r6znymi vnitornymi elektrickymi odpormi
Ri=17000€Q, R>,=5000CQ suzapojen¢ do série a pripojené na elektrické napétie
U, =220 V. Aké napitia U, , U> ukazuji voltmetre?

R, R,
Uu,=170V, U,

Vvsledok: U, = =
y 1T R, +R, R, + R,

U,=50V.
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13.Zdroj s elektrickym napétim U, = 120 V bol zapojeny do série s voltmetrom a
rezistorom, ktorého elektricky odpor R; = 10* Q. Voltmeter ukazoval U; =50 V.
Po vymene rezistora za iny s nezndmym elektrickym odporom, voltmeter ukazoval
napétie U, = 10 V. Aky vel’ky je nezndmy elektricky odpor R,?

u,-U, U 55

R, = = x 10*Q.

Vysledok: R, =
e AT 7

14. Ak na galvanicky c¢lanok pripojime rezistor s elektrickym odporom R; =5 Q,
prechddza nim prad /1 =0,2 A. Ak pripojime rezistor s odporom R> =8 Q, prad sa
zmeni na 1 = 0,15 A. Aky prud 5 by prechadzal vodi¢om, ktorym by sme spojili
svorky galvanického ¢lanku nakratko?

, R, — R
Vysledok: I; = L1, m = 0,75 A.
15.Plocha batéria sa sklada z troch do série zapojenych galvanickych ¢lankov, kazdy
s elektromotorickym napédtim U; = 1,5 V a vnutornym elektrickym odporom R,, =
0,3 Q2 . Pri akom velkom elektrickom prade /; batéria dodava do pripojeného
spotrebi¢a vykon P;=0,5 W ? Aky velky je elektricky odpor R, spotrebica?
3U; —/(3U)2 — 4x3xR,xP,

Vysledok: I, = T ~0,114A, R.,= 387Q.
v

16.Rezistor ma tvar valéeka s polomerom » adizkou [. Je zhotoveny z materialu
s rezistivitou p. Straty za sekundu na Joulovo teplo v rezistore maju velkost’ P.
Vypocitajte hustotu elektrického pradu J tecticeho rezistorom a elektrické napétie
U medzi koncami valceka.

Vysledok: | = F U= i
ysledok: ] = ol = |z

17.Vodi¢om s elektrickym odporom R = 20 Q tiekol prad, ktorého velkost’ s casom

rovnomerne rastla. V ¢ase t; =2 s mal prud velkost I; =2 A, v¢ase t, =6 suz
I, = 4 A. Kolko energie W, sa premenilo na Joulovo teplo v tomto ¢asovom
intervale?
Vysledok: W, = 747 J.

18. Vodicom s elektrickym odporom R = 20 Q tiekol konstantny prad, pricom naboj
velkosti AQ presiel vodiCom za Casovy interval At . Vypocitajte, kol’ko Joulovho
tepla W sa vo vodici pritom uvolnilo. Zistite, aky je pomer W,/ W, zodpovedajtci
rovnakému mnozstvu elektrického naboja, ale rozdielnym ¢asovym intervalom At;
a At,! V ktorom ¢asovom intervale sa uvolni viac tepla — v kratSom, ¢i v dlh§om?

A 2
Vysledok: W = R( AQt) :
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