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5.1 Gravita¢né pole

Padanie telies a obichanie Mesiaca okolo Zeme maji spolo¢nu pri¢inu —
vzajomnu pritazlivost’ telies, nazyvanu gravitacia. Na rozdiel od ostatnych fyzikalnych
interakcii (elektromagnetickej a jadrovych interakcii) je dominantn4 najmé v nebeske;j
mechanike, ale nema redlny vyznam pri vzdjomnom silovom posobeni medzi atdbmami.
Tam sa uplatiiuje najmé elektromagneticka interakcia, ktord je medzi elektronmi az
10%°-krat silnejSia nez gravitacna.

Gravitacné posobenie matematicky ako prvy opisal Isaac Newton v roku 1687,
ked’ sformuloval gravitatny zakon. Pomocou neho moZzno predpovedat’ polohy planét
na oblohe, ale aj pocitat’ trajektérie umelych druzic, vratane telekomunikacnych.
Vseobecnejsi a dokonalej$i matematicky opis gravitatného pdsobenia pochddza od
Alberta Einsteina (VSeobecna tedria relativity, 1916), ten vSak nebude predmetom tohto
textu.

V tejto kapitole st najprv uvedené Keplerove zakony a na ich zaklade je potom
odvodeny Newtonov gravitaény zakon. Dalej je opisany rozdiel medzi gravita¢nou
a zotrvatnou hmotnostou a experimenty, ktoré poukazuji na ich ekvivalenciu.
Nasledujuce ¢lanky textu sa zaoberaji gravitacnym polom a zavadzaju sa v nich
dolezité veliCiny na jeho opis — intenzita a potencial. V poslednom ¢lanku st opisané
tzv. kozmické rychlosti a odvodené parametre trajektdrie geostacionarnych druzic,
ktoré sa vyuzivaju na telekomunikacéné tcely.

Z matematickej stranky — formalne — je tedria gravitatného pola zhodna
s teoriou elektrostatického pol'a, ktord bude v prislusnej kapitole opisana podrobnejsie
neZz tedria gravitatného pol’a v tejto kapitole.



5.1.1 Keplerove zakony

Vyjadruji zakonitosti pohybu planét okolo Slnka. Johannes Kepler (1571 —
1630) ich sformuloval na zéklade dokladnej analyzy tdajov, ktoré ziskal mnoho-
rocnym pozorovanim najmé Tycho Brahe (1546 — 1601). Je pozoruhodné, Ze udaje boli
ziskané bez pouzitia d’alekohl’adu.

Prvy Keplerov zakon sa tyka tvaru obeznych dréh planét. Tento zakon uvadza,
ze planéty obiehaju okolo Sinka po eliptickych trajektoriach, pricom Slnko leZi
v spoloénom ohnisku tychto elips. Elipsy, po ktorych planéty obiehaju, maji malu
vystrednost — najmensim rozdielom diZok polosi sa vyznaduje Venusa (0,002 %),
najvacsim Pluto (az 3 %). V nasledujtcej tabulke su uvedené vzdialenosti niektorych
planét od Slnka v miliénoch kilometrov (aj v astronomickych jednotkdch AU), doba

obehu v rokoch a excentricita, definovana vztahom e = (V a? — bz) /a, kde a, b su
dizky hlavnej a vedlajsej polosi elipsy.

Tabulka 1. Merkar Venusa Zem  Mars Jupiter Saturn Pluto
Vzdialenost’

(10% km) 58 108 150 228 778 1430 5900
(AU) 0,38 0,72 1 1,52 5,18 9,53 39,3
Doba obehu (rok) 0,241 0,615 1 1,88 11,9 29,5 248
Excentricita 0,206 0,0068 0,0167 0,0934 0,0485 0,0556 0,250
Relativna 0,0558 0,815 1 0,107 318 95 0,11
hmotnost’

Prisne vzaté — planéta a Slnko obiehaju okolo spolo¢ného taziska, ale vzhl'adom na
mali hmotnost’ planét v porovnani s hmotnostou Slnka, mozno tato skuto¢nost
zanedbat’.

Prvy Keplerov zékon sa vzt'ahuje aj na pohyb Mesiaca a umelych druZic okolo
Zeme. Ked'Zze hmotnost” Mesiaca je priblizne len 81-krat menSia neZ hmotnost’ Zeme,
treba pri preciznejSich vypoctoch ratat’ s ich pohybom okolo spolo¢ného t'aziska.

Ak v prvom Keplerovom zakone termin elipsa nahradime terminom kuzelosecka
(tym zahrnieme aj parabolu a hyperbolu), plati tento zakon nielen pre planéty, ale aj pre
lubovolné iné nebeské telesd (kométy, asteroidy), ktoré sa dostani do silového
posobenia Slnka.

Druhy Keplerov zdkon vyjadruje stalost momentov hybnosti planét, ale Kepler
pri jeho formulacii vyuZil pojem plos$nej rychlosti. Pod plosnou rychlost'ou v, planéty
rozumieme podiel velkosti plochy vytvorenej sprievodicom planéty (t. j. spojnicou



planéta — Slnko) v rovine obeznej drahy a prislusného Casového intervalu: vp =
AS/At .

Podl'a druhého Keplerovho zékona plosnda rychlost’ planéty je konStantnd. To
znamena, ze velkost’ plochy vytvorenej sprievodiCom za jednotku ¢asu nezéavisi od
toho, na ktorom mieste obeznej drahy sa planéta nachadza. Ked’ je k Slnku bliZsie,
pohybuje sa rychlejsie.

Obr. 5.1.1.1

Plosna rychlost’ planéty, ako vektorova veli€ina, sa definuje vztahom
vp = (1/2)(r X v), (5.1.1.1)

kde 7 je polohovy vektor planéty vzhl'adom na Slnko, v jej okamzitd rychlost. Za
maly Casovy interval A¢ sprievodi€ vytvori plochu s vel'kost'ou

AS = ErvAt sina,

kde v je rychlost’ konca pohybujuceho sa sprievodica, » vzdialenost’ planéty od Sinka
a o uhol medzi polohovym vektorom planéty a vektorom jej rychlosti. Pre vel'kost’
plochy vytvorenej za jednotku Casu (t. j. plosnu rychlost’) odtial’ vyplyva:

AS 1rvAtsina 1 )
Up =A—t=§A—t=§rvsma, (5.1.1.2)

¢o je velkost’ vektorového sucinu (1/2)(r X v), t. j. velkost’ vektora plosnej rychlosti.

Presved¢ime sa, Ze stalost’ ploSnej rychlosti planéty znamend aj stdlost’ jej
momentu hybnosti. Moment hybnosti Castice s hmotnostou m pohybujicej sa
rychlostou v vzhl'adom na jedno z ohnisk elipsy je

L=rxmv, (5.1.1.3)
takze velkost momentu hybnosti sa rovna vyrazu
L=mrvsina =2muvp. (5.1.1.4)

Derivaciou vzt'ahu (5.1.1.3) podl'a ¢asu ziskame:

(jl—lt'=(%va>+<rxd(gzv)>=(v><mv)+(r><ma)=(r><F)



Sucin (v X mv) sa rovna nule vzh'adom na rovnobezZnost’ vektorov v a mv. Aj su¢in
(r X F) sa rovna nule, lebo jedina sila ktora pésobi na planétu, ma smer opa¢ny ako
polohovy vektor. To znamena, ze pri pohybe planéty sa jej moment hybnosti nemeni.
Zo vztahu (5.1.1.4) potom vyplyva, Ze sa nemeni ani plo$na rychlost’ planéty.

Treti Keplerov zakon vyjadruje vztah medzi obeznou dobou 7 planéty
a dizkou hlavnej polosi jej eliptickej obeznej drahy. Hovori, Ze pomer druhej mocniny
obeinej doby a tretej mocniny dlZky hlavnej polosi je pre vetky planéty rovnaky.
Podl’a toho platia vzt'ahy:

T? = ka®, —=—, (5.1.1.5)

kde k je konS$tanta imernosti. Vyplyva z nich, Ze vzdialenejSie planéty maju vacsiu
obeznii dobu. Pomocou tab.1. si mozno overit’ spravnost’ tohto Keplerovho zakona.
Obeznd doba Saturna, v porovnani s obeznou dobou Zeme, je takmer 30-krat dlhsia.
Pomocou obeznej doby 7T apolomeru R trajektorie planéty (trajektorie
povazujeme za priblizne kruhové) mozno vyjadrit’ dostredivé zrychlenie planéty:

v2 1 /2mR\*> 4m?’R
( )z (5.1.1.6)

a;, = — = — ,

“" R R\T T2
ktoré uz bezprostredne suvisi s vel'kost'ou sily pdsobiacej na planétu. Vyuzitim treticho
Keplerovho zakona vztah eSte upravime:

4m?R  4m*R 1 (511.7)
ag = = =c—, 1.1,

©7 T2 T kR® T TR?
odkial’ uz vidno, ze dostredivé zrychlenie a,; , a teda aj sila, ktorou pdsobi Slnko na
planéty, sa zmenSuje s druhou mocninou vzdialenosti od Slnka. Tuto skuto¢nost’
vyuzijeme v d’alSej Casti textu pri zdovodneni spravnosti Newtonovho gravitatného

zakona.

Priklad 5.1.1.1 Medzi Marsom a Jupiterom sa nachddza mnozstvo menSich
obiehajucich telies (asteroidov), o ktorych sa predpokladalo, Ze st zvySkami
rozpadnutej planéty. Mala sa pohybovat’ vo vzdialenosti od Slnka priblizne 2,8-krat
vicSej ako nasa Zem. Aké by bola jej obeznd doba? Vyjadrite ju v rokoch. Aky je pomer
plosnych rychlosti tejto hypotetickej planéty a nasej Zeme?

RieSenie: Vyuzijeme treti Keplerov zékon, podl'a ktorého T, = T7(R}/RZ), odkial
ziskame Ciselnt hodnotu T, = 4,7 roka. PloSnd rychlost’ ziskame podielom ploSného
obsahu kruznice a doby obehu. Pre pomer ploSnych rychlosti vychadza PB,/P, = 1,67.



Kontrolné otazky

1. Co je obsahom prvého Keplerovho zdkona?
Co je obsahom druhého Keplerovho zdkona?
Co je obsahom tretieho Keplerovho zdkona?

AN

Ktory z Keplerovych zdkonov je inym vyjadrenim zdkona zachovania momentu
hybnosti planéty?
5. Definujte plosnu rychlost planéty.

5.1.2 Newtonov gravitaény zakon

O gravitacii ako spolo¢nej pri¢ine padania telies a pohybu Mesiaca okolo Zeme,
zac¢al Newton uvazovat’ uz vo svojej mladosti. Velkosti pritazlivych sil pésobiacich na
rozne telesa (padajuce kamene, Mesiac) posudzoval na zéklade ich zrychleni, v stilade
so zakonom sily (3.1.1.4). Zrychlenie padajucich telies vyvolané zemskou
pritazlivostou mozno merat’ priamo, dostredivé zrychlenie Mesiaca sa da vypocitat
z jeho obeznej doby T apolomeru trajektorie Ry, na zaklade vztahu (5.1.1.7). Pre
dostredivé zrychlenie Mesiaca vychadza a,, = 0,0027 m/s?, o je iba zlomok 1/3600
zrychlenia volne padajucich telies na povrchu Zeme. Mesiac je od Zeme daleko,
gravitatné pdsobenie Zeme v takej vzdialenosti je istotne menSie. Aka je vSak
kvantitativna zavislost’ gravitacnej sily od vzdialenosti medzi telesami? Tuto zavislost’
mozno ziskat z porovnania pomeru velkosti zrychleni a pomeru prislusnych
vzdialenosti. Newton za vzdialenost’ kamena od Zeme povazoval jeho vzdialenost’ od
stredu zeme R,,nie od jej povrchu. Zem teda nahradil hmotnym bodom s hmotnost’ou
rovnajucou sa hmotnosti Zeme a nachadzajicim sa v jej strede (pozri pozndmku).
Newtonovi z vypoctov vyplynulo, ze hodnote 1/3600 sa vel'mi priblizuje druha
mocnina pomeru vzdialenosti (R,/R;)?:

(RZ)Z _(637x10°m\* _ 1
Ry/ \3,82x108m/ ~ 3600°

Z toho teda vyplyva, ze pritazliva sila medzi telesami sa zmenSuje s druhou mocninou

ich vzajomnej vzdialenosti.

Poznamka: V kapitole o elektrostatickom poli sa pomocou Gaussovho zdkona riesi
analogicky pripad. Dokazuje sa tam, zZe ucinky homogénne nabitej gule v jej okoli su
rovnaké, ako keby cely elektricky naboj bol sustredeny v jej strede.




Vysledok, ze gravitatna sila sa zmenSuje s druhou mocninou vzdialenosti medzi
telesami, vyplyva aj z treticho Keplerovho zakona. Treba pritom pouzit’ Newtonov
zékon sily. Postup zjednodusime predpokladom, ze planéty sa pohybuju po kruzniciach.
Vtedy pouzijeme vysledok (5.1.1.7) vyplyvajuci z treticho Keplerovho zékona:

1

ad = C’]"_Z .
Po dosadeni do zakona sily, pre velkost pritaZlivej sily F, posobiacej na planétu

s hmotnostou m, dostaneme vzt'ah:

1
E,=c m. (5.1.2.1)

Zo vztahu jednoznaéne vyplyva, ze vel'kost’ pritazlivej sily pdsobiacej na planétu je
nepriamo umerna druhej mocnine vzdialenosti od Slnka. Podl'a zakona akcie a reakcie

rovnako vel’ka sila (vyvoland gravitatnym posobenim planéty) musi posobit’ na Slnko
(ma hmotnost’ M):

1
Fg=c'M=. (5.1.2.2)

Velkost' sil F, a Fs je rovnaka, preto plati vztah

] 1
cCM—=cm—
r2 rz’

z ktorého vyplyva rovnost’
cm=cM, resp. == G, (5.1.2.3)

v ktorej G je veliina s nazvom gravitaéna konStanta. Vztahy (5.1.2.1) a (5.1.2.2)
pomocou gravita¢nej konstanty nadobudnu novy spolo¢ny tvar:

1
Fs=F, = GmMT—2 . (5.1.24)
S ohl'adom na vektorovy charakter sily tento vzt'ah sa zapisuje v tvare:
1
F,= —GmMr—3rp , (5.1.2.5)

v ktorom zaporne znamienko vyjadruje skutocnost, ze sila F,, pdsobiaca na planétu

ma opacny smer ako polohovy vektor 7, ,

ktor¢ho zaliatok sa umiestiiuje do stredu =, F(
'@ o

Slnka. Reprezentuje to aj skuto¢nost’, ze
gravitacna sila je vzdy pritazliva, na rozdiel

r

od elektrostatickych sil medzi elektrickymi ndbojmi, kde jestvuje aj odpudiva sila.



Vztah (5.1.2.4) vyjadruje velkost’ gravitatnej sily posobiacej medzi
Pubovolnymi ,,bodovymi* telesami, resp. ako uz bolo uvedené v poznamke, medzi
telesami s gulovou symetriou. Vtedy vzdialenost r» vystupujuca vo vztahu je
vzdialenost’ medzi ich stredmi. Namiesto hmotnosti Slnka a planéty sa potom vo
vzt'ahu uvadzaju hmotnosti telies m; a m, . To plati aj pre jeho vektorovy zépis:

1

Tento vztah vyjadruje aj gravitaénu silu pdsobiacu na kamen leziaci na povrchu
Zeme. Ked’ ho zodvihneme, citime Ze je pritahovany k Zemi. Podla zakona akcie
a reakcie rovnako vel’ka sila, ale opacnym smerom, posobi na nasu Zem. Ked” kamen
z ruky pustime, zacne padat’ k Zemi. Posudzujic situdciu z hl'adiska ich spolo¢ného
taziska, aj Zem sa pohybuje, ibaze jej zrychlenie (v porovnani so zrychlenim kamena)
je tol’kokrat menSie, kol'kokrat je vdcsia jej hmotnost'.

Hodnotu gravita¢nej konStanty G v laboratoriu experimentalne urcil eSte v roku
1789 G. Cavendish pomocou torznych véh. Podl'a su¢asnych tdajov mé velkost
G = 6,6726 x10"' m*kg's?.

Z velkosti gravitacnej konStanty vyplyva, ze dve telesd, kazdé s hmotnostou
1 kg, sa zo vzdialenosti 1 m pritahuji silou 6,6726 x 107!! N. Preto nepozorujeme
gravitatné sily medzi telesami v miestnosti. Maju vSak rozhodujicu ulohu
v kozmickych rozmeroch.

Priklad 5.1.2.1 Akou velkou gravitacnou silou je pritahovana kocka 'adu s objemom
1 dm® na povrchu Zeme a na povrchu Mesiaca? (Hmotnost’ Mesiaca m,, = 7,36x10%*
kg, polomer R, = 1,74 x10° m , hustota l'adu p= 0,9 kg/m3.)

Riesenie: Na kocku 'adu na Zemi posobi sila F, = 0,9 kg x 9,81 m/s?> = 8,83 N. Na

Mesiaci posobi sila  F, = Gmy,m,; Riz = 1,45 N, co je priblizne 6-krat mensia sila.
M

Kontrolné otazky

1. Z ktorého Keplerovho zakona mozno dospiet’ k zaveru, ze gravitacna sila sa
zmensuje s druhou mocninou vzdialenosti medzi telesami?

2. Ak na seba posobia dve telesa — velké a trikrdat mensie — v akom pomere su
velkosti gravitacnych sil, ktorymi posobia vicsie teleso na mensie a mensie na
vdcsie?

3. Privzdajomnom posobeni dvoch hviezd jednu silu nazveme akcia, druhu reakcia.
Mozno pri dvojici hviezd rotujucich okolo spolocného taziska jednu z nich
oznacit ako dostredivu a druhu ako odstredivii?

4. Aka je velkost gravitacnej konstanty (uvedte len jej rad)?

10



5.1.3 Zotrvac¢na a gravitatna hmotnost’

Hmotnost' ako fyzikdlna veli¢ina, v stvislosti so silou, vystupuje v dvoch
fyzikadlnych zdkonoch — v zdkone sily a v gravitatnom zdkone. V prvom z nich
vyjadruje zotrvacné vlastnosti telies, t. j. tendenciu branit’ sa zmene pohybového stavu,
v druhom zdkone ide o gravita¢né vlastnosti telies — o sily, ktorymi sa telesa pritahuja.
Preto prirodzene vznika otdzka, ¢iv obidvoch zakonoch ide o rovnak(l hmotnost’, alebo
¢i tieto hmotnosti treba rozliSovat. Odpoved’ moze poskytnut’ iba experiment.

Je pozoruhodné, Ze prvé experimenty s umyslom rozhodnut’ tito otazku vykonal
uz Newton. Vyuzil na to jednoduché fyzikalne kyvadlo, pre dobu kmitu ktorého plati
vztah (4.3.3.9):

J

T =2m |—— 5.1.3.1
T mgl’ ( )

v ktorom | je moment zotrvacnosti kyvadla, m jeho hmotnost’, g tiazové zrychlenie
a | vzdialenost’ medzi osou otacania a taziskom kyvadla. Si¢in mg v menovateli
vyrazu predstavuje tiaz, podmieneni vzajomnym gravitanym pdsobenim kyvadla
a Zeme, takze prislusna hmotnost’ m, reprezentuje gravitacné vlastnosti kyvadla.
Newton pouzil kyvadlo tvorené¢ malym gulovym puzdrom (bolo mozné ho naplnit’
roznymi latkami), zavesenym na tenkom vlakne s dizkou I. Moment zotrvagnosti —
reprezentujuci zotrvacné vlastnosti kyvadla — sapri takomto kyvadle vyjadruje
vztahom | = m,l?, kde m, je zotrvaéna hmotnost’ zaveseného puzdra s nipliiou. Po
dosadeni uvedenych vzt'ahov vzorec (5.1.3.1) ziska tvar:

m,l? m,l
T =2m =2m . (5.1.3.2)
mgygl myg

Newton vkladal do puzdra rozne latky, ale vzdy tak, aby sa celkova hmotnost’ puzdra

nezmenila. Hmotnost’ kontroloval na rovnoramennych vahach, ¢im sa zarucilo, ze na
kyvadlo posobila vzdy rovnako vel'ka gravitacna sila. Preto sa rozdiel medzi r6znymi
latkami mohol prejavit’ iba ich r6znymi zotrvaénymi vlastnostami. Odli§né zotrvacné
vlastnosti, teda odli§né zotrva¢né hmotnosti latok s rovnakou gravitanou hmotnostou,
by viedli k zmendm doby kyvu kyvadla. Newton vSak vo vSetkych pripadoch (v rdmci
tolerancie 10~*) nameral rovnaké doby kyvu, z ¢oho usudil, Ze rovnakym gravitatnym
hmotnostiam r6znych latok zodpovedaju aj rovnaké zotrvacné hmotnosti.

Ekvivalenciu (rovnost) zotrvacnej a gravitatnej] hmotnosti podporuje aj

skuto¢nost’, zndma uz Galileimu, ze vel'ké aj malé telesa padaji rovnakym zrychlenim.
Zrychlenie padajuceho telesa tesne pri povrchu Zeme vyjadrime vzt'ahom

11



_f 1GMmg—(GM>(mg) 5.1.3.3
ag_mz_mz Rz U RZ)\m,/)’ (5:13.3)

V prvej zatvorke vystupuje (gravitatnd) hmotnost’ Zeme M a jej polomer R, takze
vyraz je pre vSetky padajuce telesa rovnaky. Zo skuto¢nosti, Ze zrychlenie a,; nezavisi
od velkosti telesa vyplyva, ze ak iné padajuce teleso ma napr. dvojnasobnu gravitaéni
hmotnost’, dvojndsobnd musi byt aj jeho zotrvacnd hmotnost. Preto je rozumné
povazovat ich za rovnaké.

Velmi presné experimenty tykajlice sa rovnosti zotrvacnej a gravitacnej
hmotnosti vykonal v rokoch 1887 az 1912 L. Eotvos. Dokazal, Ze podiel tychto
hmotnosti sa od ¢isla 1 odliSuje nanajvys na 6smom desatinnom mieste. V roku 1964
Dicke pomocou zdokonalenej E6tvosovej metddy posunul tiato hranicu az na jedenaste
a v roku 1971 Braginskij a Panov aZ na dvanaste desatinné miesto.

Rovnost’ zotrvacnej a gravitatnej hmotnosti mé suvislost s ekvivalenciou
zotrvaénych a gravitacnych sil. Velkosti tychto sil stt imerné prisluSnym hmotnostiam
telies, na ktoré pdsobia. Zotrvacné sily sa prejavuju len v neinercidlnych vzt'aznych
ststavach. Takou je aj zrychlene sa pohybujlica kabina vytahu. Ak sa nachadzame
v takejto kabine a nemame moZnost’ pozorovat’ okolie, potom pripadni ndhlu zmenu
sily, ktorou pdsobime na podlahu kabiny, by sme si mohli vysvetlit’ bud’ zrychlenym
pohybom kabiny nahor (neinercialnostou vzt'aznej sustavy sfiou spojenej), alebo
zosilnenim gravitacného posobenia Zeme. Na druhej strane, v uzavretej kabine, ktora
by padala gravitatnym zrychlenim, by sme na jej dno tiazou nepdsobili — ako keby
v padajticej kabine zaniklo gravitatné pdsobenie. Gravitatné pOsobenie sa teda da
eliminovat’ vhodne zvolenou neinercidlnou sustavou. Nemoznost' rozliSit’ zotrvacné
ucinky od gravitatnych, je obsahom principu ekvivalencie (zotrva¢nych
a gravitaénych sil). Ten stoji v zaklade Einsteinovej v§eobecnej tedrie relativity. Ak
by bolo mozZné experimentdlne odlisit’ zotrvaéna a gravitatni hmotnost’, princip
ekvivalencie by neplatil.

Kontrolné otazky

1. Aké boli dovody na rozlisovanie zotrvacnej hmotnosti od gravitacnej?

2. Akymi experimentmi sa da zdovodnit ekvivalencia zotrvacnej a gravitacnej
hmotnosti?

3. Co vyjadruje princip ekvivalencie?
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5.1.4 Praca gravitacnych sil, gravitaéna potencialna energia

Ak dve telesd posobia na seba gravitatnymi silami a meni sa ich vzajomna
vzdialenost, potom tieto sily konaji pracu. Vypocet tejto prace zjednodusime
predpokladom, Ze ide o dve rozmerovo malé, prakticky bodové telesa, s hmotnost'ami
m; a m,. Predpokladajme, ze prvé teliesko s hmotnostou m,; je umiestnené
v zaciatku suradnicovej sustavy, druhé teliesko s hmotnostou m, vbode B, do
ktorého zo zacCiatku sustavy smeruje polohovy vektor rg . Teliesko sa potom presunie
zbodu Bdo bodu C, do ktorého smeruje polohovy vektor 7. Gravitacnd sila
posobiaca na druhé teliesko pritom vykond pracu, ktorta vypocitame podla vSeobecného
vzt'ahu

C
A=fF-dr,
B

do ktorého za silu F dosadime vztah z gravitatného zékona (5.1.2.6):

C
m;m
A=—f G ! 2r-dr.
B r

Ako bolo uvedené v ¢lanku 3.2.2 o energii, Specidlne v poznamke 2 , plati
rovnost’ r-dr = r dr , ktori vyuzijeme pri uprave integralu:

¢ mym, lemz €1

A=— G r-dr = -G rdr = —Gmm —dr =
3 3 1my >

B r B T BT

1 1
C B

Vo vysledku vystupuju vzdialenosti rg a r. bodov B a C od zaciatku stradnicove;j
sustavy, teda od telieska s hmotnostou m, . Preto vykonand praca zavisi iba od zmeny
vzdialenosti teliesok, nie od dizky a tvaru krivky, po ktorej sa druhé teliesko
premiestiiovalo z bodu B do bodu C. Ak sa teda teliesko pohybuje len po gulovej
ploche s polomerom rg, gravitacna sila pracu nekona.

V ¢lanku 3.2.2 o energii bolo uvedené, ze praca dodand ststave sa rovna
prirastku energie stistavy. Tuto pracu vSak musia konat’ vonkajsie sily. V tomto pripade
ststavu tvoria dve telesa a pracu konaji vnutorné sily — sily pdsobiace medzi tymito
telesami. Preto sa celkova energia slstavy nemeni, meni sa iba ich vzdjomna
potencidlna energia. Jej ubytok sa musi rovnat’ prirastku kinetickych energii telies.
Ked’ze ide o gravitacné sily, energia stvisiaca so vzajomnou polohou telies sa nazyva
gravitana potencidlna energia (oznaCime ju W,). Zmena tejto energie suvisi
s pracou, pricom plati vzt'ah:
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1 1
A=—-Gmym, (—— + —) = —(W,c — W,p) (5.1.4.1)
c T
Z rovnice vyplyva, Ze pre vzajomnu gravitanil potencialnu energiu dvoch telies
mdzeme napisat’ vzt'ah:

mim; mim,

W,(r) = -G + Cy, resp. W,(r) = -G +W,.

(5.1.4.2)
Velkost” konstanty C, = W, zavisi od volby takej vzdialenosti medzi telesami, pri
ktorej ich vzdjomnu potencialnu energiu povazujeme za nulovi. Ak tato vzdialenost’
zvolime za nekonecne velku, t. j. polozime W,(0) = 0, vtedy sa konStanta W,

bude rovnat’ nule. Presved¢ime sa o tom pomocou zapisu

mim;

W,(r) = -G +W, = Wy(o)=0+WwW, = W,=0.

Pri takejto vol'be nulovej hladiny sa vzajomna gravitatna potencialna energia dvoch
vel'mi malych (bodovych) telies vyjadruje vztahom

mim;

W,(r) = -G

(5.1.4.3)

r

Wy

Obr. 5.1.4.1

Zo vztahu (5.1.4.3) vyplyva, aaj zobrazku vidno, Ze pri l'ubovolnej konecnej
vzdialenosti medzi telesami je ich vzajomna potencialna energia zaporna. Cim st telesa
k sebe blizSie, tym je tato ich energia menSia. Gravitatnd sila medzi telesami je
pritazliva a ak sa teleso m, vplyvom tejto sily priblizuje k telesu m;, sila vykona
kladni pracu na tkor vzajomnej potenciilnej energie (pozri Poznamku). Na tomto
principe pracuju hodiny pohanané zdvazim. Ak chceme aby hodiny i8li, musime zavazie
posunut’ do hornej polohy. Na chod hodin sa potom vyuziva gravitacna sila, pri¢om sa
spotrebiiva vzdjomnd gravitatnd potencidlna energia medzi zavazim a Zemou. Pri
dvihani zdvaZia gravitacné sily konajii zdpornu pracu, kladnt pracu vtedy kona ¢lovek,
ktory sustave Zem — zavazie zvicSuje vzajomnu potencidlnu energiu.
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Pozndamka: Ak ma vektor gravitacnej sily F; posobiacej na druhé teliesko ma rovnaky
smer ako vektor elementarneho posunutia, je vykonand elementdarna prdaca gravitacnej
sily kladna.

Doposial’ sa v texte pisalo iba o vzajomnej potencidlnej energii dvoch telies.
Potencialna energia sa v principe moze prejavovat’ iba medzi dvomi, alebo viacerymi
telesami. Napriek tomu sa bezne hovori o potencialnej energii jednotlivych telies nad
zemskym povrchom. Je to dosledok skuto€nosti, Ze v porovnani s beznymi telesami na
zemskom povrchu, Zem ma podstatne vacSiu hmotnost. Na objasnenie vypocitame
rozdiel vzajomnych potencidlnych energii Zeme s hmotnostou M a malého telesa
s hmotnost'ou m, medzi polohami telesa priamo na povrchu Zeme a vo vyske /# nad
jej povrchom. Vychadzajuc zo vzt'ahu (5.1.4.3) pre tento rozdiel energii plati:

Mm Mm 1 1
AWp =—G—— (—G—) = —GMm(———) = GMm

R+h R R+h R R(R+h)

Ak uvazujeme iba s vySkami 4, ktoré su v porovnani s polomerom Zeme R malé,
vysledny vztah po aproximacii nadobudne tvar

h M
AW, = GMm = GMmﬁ = (G —> mh =gmh. (5.1.4.4)

h
R(R+h) R?

To je znamy vzt'ah vyjadrujuci potencialnu energiu telesa s hmotnostou m vo vyske
h nad zemskym povrchom, v ktorom g = GM /R? predstavuje gravitacné zrychlenie,
¢o bude dokédzané v nasledujicom ¢lanku. Vo vyslednom vztahu mgh zdanlivo
vystupuje iba hmotnost' m, Co zvadza k nadzoru, Ze nejde o vzajomnl potencidlnu
energiu, ale o potencidlnu energiu individualneho telesa. Hmotnost’ Zeme je vSak
zahrnuta v gravitatnom zrychleni g .

Priklad 5.1.4.1 Vypocitajte rychlost’ v, telesa, ktoré by z vysky /# dopadlo na povrch
Zeme, ak by letelo vo vakuu. Hmotnost' telesa je m, Zeme M .

RieSenie: Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva
Wp(h) + Wi(h) = W,(0) + W;e(0) .t.j
Mm Mm 1

_— [ p— —_— —_— 2
= GR+h+0 GR +2mv1,
odkial’ vypocitame rychlost’ v; :
2 =2GM (1 ! ) = 2GM
V1= R R+h) - “""RR+nh)
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Kontrolné otazky

1. Ako sa musi menit vzdialenost medzi dvomi telesami, aby sa ich vzajomna
gravitacna potencialna energia zvicsSovala?

2. Napiste vztah vyjadrujuci vzajomnu potencialnu energiu dvoch telies
posobiacich na seba gravitacnymi silami.

3. Vktorom pripade je prdaca gravitacnych sil posobiacich medzi dvomi telesami
kladna — pri zvicSovani, ¢i pri zmensovani ich vzdjomnej vzdialenosti?

4. Moze byt vzajomna gravitacna potencialna energia dvoch telies kladna?

5.1.5 Intenzita a potencial gravitacného pola

V XIX. storo¢i M. Faraday aJ. C. Maxwell zaviedli pojem fyzikalneho pola,
vich pripade — elektromagnetického. Rozumeli tym sprostredkovatel'a vzajomného
silového posobenia medzi elektricky nabitymi telesami, resp. Casticami. Takto
zavedeny pojem pol’a sa uplatiiuje aj pri opise gravitacnych javov. Podl'a tejto predstavy
kazde¢ teleso vytvara gravitatné pole v okolitom priestore, a toto pole posobi silou na
kazdé iné teleso nachadzajice sa v iom. To znamend, Ze telesd na seba nepdsobia na
dialku priamo, ale prostrednictvom gravitaénych poli, ktoré vo svojom okoli vytvaraju.

O existencii gravitacného pol'a v istom priestore sa mézeme presvedcCit tak, ze
do neho vlozime teleso a zistujeme, ¢i nail posobi (gravitacnd) sila. Bez skiiSobného
telesa sa o existencii gravitatného pol'a nemozeme presvedcit’. Preto zostava otvorenou
otazka, ¢i gravitaéné pole v okoli telesa je objektivne existujuci fyzikalny objekt, alebo
¢1 silové posobenie (nad’aleko) existuje iba medzi telesami.

Napriek takejto (filozofickej) nejasnosti sa predstava o realnej existencii
gravitatného pol'a ako fyzikalneho objektu (ale aj inych druhov poli) plne akceptuje
a pol’'u sa pripisuji parametre ako energia i hybnost’. V pripade elektromagnetického
pola sa energia moze Sirit’ priestorom (rychlostou svetla) a sprostredkovat’ prenos
informacii. V tomto pripade je predstava o existencii pola ako samostatnej entity
celkom pochopitel'na. V podstate iba nedavno sa podarilo experimentalne pozorovat’
gravitacné viny, takze aj v pripade gravitatného pola sa celkom prirodzene da
akceptovat jeho objektivna existencia.

Na opis gravita¢ného pol'a ako fyzikalneho objektu sa pouzivaju dve vyznamné
veli¢iny —

intenzita gravitatného pol'a (vektorova veli¢ina) a

potencial gravitatného pola (skalarna veli¢ina).
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Definicia intenzity gravita¢ného pola vychadza zo silového podsobenia pola na
skasobné¢ teliesko s hmotnost'ou m, ktoré sa v ilom nachadza. Definuje sa ako podiel
gravitacnej sily Fy posobiacej na skiSobné teliesko (v danom bode pola) a hmotnosti
tohto telieska:

E= Eg . (5.1.5.1)

Ak sa skuSobné teliesko s hmotnostou m nachadza v gravitatnom poli vytvorenom
jedinym telesom s hmotnostou M, potom sila medzi tymito telesami sa vyjadruje
gravitatnym zakonom (5.1.2.5). Preto sa intenzita v okoli telesa s hmotnostou M

vyjadruje vztahom:
F, 1 mM M
E=—=-—G—5r=-60G3r. (5.1.5.2)
m m r r3
Zo vztahu vyplyva, Ze vektor intenzity E ma opacny smer ako polohovy vektor r,
ktorého zaciatok lezi v telese s hmotnostou M . To znamend, Ze ak nakreslime okolo
telesa mnozinu vektorov intenzity

gravitatného pola, vSetky budu \ /

smerovat’ k telesu, ktoré vytvara

(generuje) gravitaéné pole. \
Fyzikalne pole takéhoto typu sa —>
nazyva radialne pole (Obr. 5.1.5.1).

S rastucou vzdialenost'ou od telesa, / [ \

sa velkost vektorov intenzity Obr. 5.1.5.1

zmensuje.

Ak na skuasobné teliesko posobi viac telies, vysledna intenzita gravitacného pola
v mieste telieska, sa rovna vektorovému suctu intenzit vyvolanych jednotlivymi
telesami (princip superpozicie):

E= Z E,. (5.1.5.3)

Velké teleso, aj nepravidelného tvaru, mozno rozdelit na mnozinu malych telies
a intenzitu v jeho okoli pocitat pomocou vzt'ahu (5.1.5.3). V limitnom pripade delenia
sa sumacia zmeni na integral, pricom jednotlivé elementy velkého telesa sa stanti
prakticky bodovymi telesami (hmotnymi bodmi). Potom sa intenzita v okoli takéhoto
telesa pocita integraciou:

dM
E = de = —Gfr—3r, (5154)

pricom polohovy vektor r ma zaciatok v prisluSnom hmotnom elemente dM a kon¢i
v bode, v ktorom pocitame intenzitu.
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dMm r
€ Obr. 5.1.5.2

Bez dokazu uvedieme, ze ak ide o gul'ovo symetrické teleso a intenzitu pocitame
mimo telesa, integraciou ziskame vysledok zhodny so vztahom (5.1.5.2). To znamena,
ze vtakomto pripade je intenzita rovnakd, ako keby cela hmotnost’ telesa bola
sustredena v jeho strede.

Intenzita gravitatného pola je definovand podielom sily a hmotnosti, z coho
vyplyva, Ze jednotkou tejto veli¢iny je m/s?. M4 teda rozmer zrychlenia. Tesne nad
povrchom Zeme pre vel'kost’ intenzity gravitacného pol’a plati
Fpb 1. mM M

— = 0o, (5.1.5.5)

E=S9-=-_ =
m m RZ R

z ¢oho po vycisleni zistime, Ze intenzita gravitatného pola je totoZzna s gravitaCnym
zrychlenim. Zhoduje sa s fiou nie iba €o do velkosti, ale aj ¢o do smeru. Vo vyske 7/
nad zemskym povrchom je intenzita mensia:

mM M M  R? R?

“ORGT R S RAAE

CREnE CRymE

F o1
E=29-_

m m
Pomocou tohto vztahu sa da vypocitat zéavislost gravitatného zrychlenia od
nadmorskej vysky. Niektoré hodnoty su uvedené v nasledujicej tabulke. Posledny
stipec tabul’ky zodpoveda vzdialenosti Mesiaca od Zeme.

h (km) 0 1 8 32 100 500 380 000
g (m/s?) 9,806 9,803 9,782 9,709 9,507 8,436  0,00278

Priklad 5.1.5.1 Vypoditajte intenzitu gravitaného pola v prediZeni tenkej tyde
(hmotnost’ tyée m, dizka L) vo vzdialenosti a od jej konca.

RieSenie:
| | a
Ly
_________________ X
atl  dm m (¢l dx mys 1 1 m
E=f G—2=G—J —=- —(—— )= .
a X L), «x L\a+L a a(a+1L)
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Vsimnime si, Ze pre vel'ké vzdialenosti, t. j. ak L <« a , vzt'ah nadobtda tvar, ako keby
ty¢ bola bodovym telesom.

Potencial gravita¢ného pola (znacka ¢) v okoli telesa s hmotnost'ou M sa definuje
ako podiel vzajomnej potencialnej energie W, tohto telesa so skuSobnym telieskom
s hmotnostou m, nachadzajicim sa od neho vistej vzdialenosti a hmotnosti
skuSobného telieska:

_
p=-". (5.1.5.6)

V pripade bodovéeho telesa alebo telesa s gul'ovou symetriou, vychadzajic zo vzt'ahu
(5.1.4.3), dostaneme:
1 mM\ M

Jednotkou potencidlu gravitaéného pol'a (gravitatného potencidlu) je joule na kilogram
(J/kg).

Podobne, ako v pripade intenzity, aj potencidl v okoli vicSich telies sa pocita
integraciou:

dM
p=-G - (5.1.5.8)

pricom 1 predstavuje vzdialenost hmotného elementu dM od miesta, v ktorom
potencial pocitame.

Medzi intenzitou a potencidlom gravitatného pola (ale aj inych poli) platia
vztahy
T2
E=—gradp a ¢,—¢ =— f E-dr, (5.1.5.9)
r1

ktoré budi podrobne zdévodnené az v kapitole o elektrostatickom poli.

Priklad 5.1.5.2 Vypocitajte potencidl gravitatného pola tenkej homogénnej tyce na
priamke, ktora je jej predizenim (hmotnost’ tyée M, dizka L), vo vzdialenosti b od jej
konca.

Riesenie: S pomocou obrazku z prikladu 5.1.5.1 pre potencial dostaneme:

G——=—G—In

B fb“ M dx M b+1L
=) T L b
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Kontrolné otazky

Co rozumieme pod gravitacnym polom?
Ako je definovana intenzita gravitacného pola?
Aky fyzikalny rozmer ma intenzita gravitacného pola?

N owh o~

Ako sa pocita intenzita gravitacného pola, ak pole je generované viacerymi
telesami?
5. Ako je definovany potencial gravitacného pola?

5.1.6 Kozmické rychlosti, geostacionarna druzica

Ked vodorovnym smerom hodime kamen, v istej vzdialenosti od nas dopadne
na zem. Cim viésou rychlostou kamen hodime, tym d’alej od nas dopadne. Keby sme
ho dokéazali hodit’ rychlostou blizkou hodnote 8 km/s, nedopadol by, ale obiehal by
okolo Zeme. Tato rychlost ma nazov prva kozmicka rychlost’. Je to teda rychlost,
ktora musime udelit’ telesu vo vodorovnom smere, aby trvale obiehalo okolo Zeme
(pravda — keby okolo Zeme nebol vzduch, ktory kladie odpor pohybu telesa).

Velkost” tejto rychlosti vypocitame zo vzt'ahu vyjadrujiceho skuto¢nost, Ze
dostrediva sila pri obiehani po kruznici (s polomerom Zeme R) je realizovana
gravita¢nou pritazlivou silou medzi Zemou a telesom (druzicou):

m—=0G0—=g,m, (5.1.6.1)

kde m je hmotnost’ telesa, M hmotnost’ Zeme, a g, gravitacné zrychlenie tesne nad
povrchom Zeme. Zo vzt'ahu vypocitame prvu kozmicku rychlost’ tesne nad povrchom

Zeme:
vi = /gOR =7,9x10° m/s .

Ak teleso (druzica) obieha vo vyske 4 nad povrchom Zeme, vtedy rovnicu (5.1.6.1)
treba upravit’ na tvar:
vt mM
mR+h_G(R+h)2’

odkial’ pre prvia kozmicku rychlost’ vo vyske h dostaneme:

M M R? R?

2 _ G— = G— - .
i R+h "RZR+h 9°R+n

(5.1.6.2)

S rastiicou nadmorskou vyskou sa teda prva kozmicka rychlost’ zmensuje, ¢o sa
prejavuje aj na obeznych rychlostiach druzic.
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Rychlost’, ktora treba na zemskom povrchu udelit’ telesu vo vertikdlnom smere
aby sa na Zem uz nevratilo, sa nazyva druha kozmicka rychlost’. Jej vel'kost’ ziskame
uplatnenim zakona zachovania mechanickej energie. Teleso ma na povrchu Zeme ista
gravitaénll potencidlnu energiu, ku ktorej pri vystreleni zvislym smerom pribudne
kineticka energia. T4 sa pri pohybe nahor postupne meni na potencidlnu energiu.
Minimalna kineticka energia udelend telesu musi byt taka, aby sa d’aleko od Zeme
(teoreticky nekone¢ne d’aleko), celd spotrebovala na potencidlnu energiu. Ak sa
nekone¢ne daleko teleso aj zastavi, uz sa na Zem nevrati. Vzajomna gravita¢na
potencidlna energia Zeme a telesa, ak su od seba nekonecne vzdialené, podla vzt'ahu
(5.1.4.3) sa rovna nule. Podl'a zdkona zachovania mechanickej energie plati:

Wo(R) + Wy (R) = Wp(0) + Wi (),
a tak po dosadeni konkrétnych hodnoét energii ziskame vztah:

Mm 1 )
_GT+§vaI:0+O'

z ktorého pre druhti kozmicku rychlost’ vychadza hodnota:

vh = ZG% = ZG% =29,R = v;=.29,R=112km/s.

Pri vypocte sme nebrali do uvahy odpor vzduchu, takze hodnota druhej kozmickej
rychlosti 11,2 km/s by bola spravna len vo vakuu. Ked’Ze teleso s takouto rychlostou
by sa uzZ na Zem nevratilo, nazyva sa aj unikova rychlost’, a pouziva sa v stvislosti
s rychlostami molekul v atmosfére. Cast’ tychto molekul, v stilade s Maxwellovou
distribu¢nou funkciou, ma rychlost’ va¢siu. AvSak na to, aby z atmosféry naozaj unikli,
musel by vektor ich rychlosti smerovat’ od zemského povrchu a nesmeli by sa uz zrazit’
s pomalSou molekulou, aby nestratili Cast’ svojej energie.

Specialnym pripadom druZice pohybujiicej sa prvou kozmickou rychlostou je
geostacionarna druZica. Vyznacuje sa tym, zZe ,,stoji* nad jednym miestom zemského
povrchu. Takéto druZica musi obiehat’ v rovine zemského rovnika a v takej vyske, aby
sa jej obezna doba zhodovala s dobou otocenia Zeme o 360°. Jej uhlova rychlost’ sa
preto musi zhodovat’ s uhlovou rychlostou rotacie Zeme

_( 27 >rad_( 21T >rad
©=\22x60x60) s _ \86400/ s

a jej obvodova rychlost mé preto hodnotu v; = (R + h)w . V spojeni so vztahom
(5.1.6.2) dostaneme rovnost:

2

2 _
@*(R + h) =9omih
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Odtial'to uz mozno vypocitat’ vysku 4 , pre ktora vychddza # = 35 954,4 km. To je
takmer Sest’ zemskych polomerov.

Priklad 5.1.6.1 Vypocitajte obvodovl rychlost’ modulu, ktory sa pohyboval blizko
povrchu Mesiaca pri prvom pristati kozmonautov na tomto telese. Hmotnost” Mesiaca
m=17,36-102 kg, jeho polomer R =1,74-10°m.

Riesenie: Pomocou vztahu (5.1.6.1) vypocitame prva kozmicku rychlost’ tesne nad

povrchom Mesiaca:
, m
v = GE=1580m/s.

Kontrolné otazky
1. Ako je definovana prva kozmicka rychlost?
2. Ako je definovana druha kozmicka rychlost?
3. Aké viastnosti musi spliiat’ geostaciondrna druzica?
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5.2 Hydromechanika

Hydromechanika sa zaoberd pohybom tekutin (t. j. kvapalin a plynov), zavislostou
tlaku v tekutindich od miesta aod rychlosti pradenia. Tekutiny sa vyznacuju
nestalostou tvaru, ¢o priamo ovplyviiuje naSe zaobchadzanie s nimi v beznom Zzivote
1 v ramci fyzikdlneho opisu. Nestalost’ tvaru — na rozdiel od tuhého telesa — neumoziuje
vyjadrit polohu ¢i pohyb tekutiny pomocou jediného polohového vektora (napr.
taziska) a uhlov natoCenia. Ich opis je zaloZeny na sledovani malych hmotnych
elementov, ako sa kazdy z nich pohybuje, aké sily nan pdsobia. Postupne sa
oboznamime s opisom silového posobenia tlaku, gravitacie a viskozity v tekutinach.
Pohyb hmotnych elementov tekutiny opisujeme pomocou vektorového pola rychlosti,
z ktorého vieme ziskat’ prakticky uzito¢né veli¢iny ako su toky objemu a hmotnosti.
Vychadzajic z Newtonovych pohybovych zidkonov ndjdeme Bernoulliho rovnicu,
pomocou ktorej st vysvetlené fyzikdlne principy niektorych technickych aplikacii
vyuzivajucich pradiacu kvapalinu, ato v laminarnom aj v turbulentnom rezime.
V dodatku st odvodené zakladné rovnice hydrodynamiky vSeobecnejSim postupom,
vyuzivajlicim ndro¢nejsi matematicky aparat.
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5.2.1 Tlak v tekutinach

Tlak je skalarna fyzikalna veliina (oznaCuje sa pismenom p), definovana ako
podiel velkosti sily F' a ploSného obsahu S plochy, na ktor sila kolmo pdsobi:

p=<. (5.2.1.1)

Tymto vztahom je uréend aj jednotka tlaku — newton na $tvorcovy meter (N/m?), ktora
ma osobitny nazov pascal a znacku Pa:

[p] =N-m™ = Pa. (5.2.1.2)

Z praktického hladiska je to pomerne mala jednotka, lebo predstavuje iba 107 Gast’
bezného atmosférického tlaku pri morskej hladine. Preto sa moZe pouZzivat aj
medzinarodne akceptovana jednotka s ndzvom (aj znackou) bar, pre ktort plati vztah:

1 bar = 10° Pa.

Pri merani krvného tlaku sa pouZiva jednotka milimeter ortut’ového stipca (mmHg),
¢o bola historicky prva jednotka na meranie tlaku, ktora pochadza este z Torricelliho
Gias (E. Torricelli 1608 — 1647). Predstavuje tlak vyvolany tiazou ortutového stipca
s vy§kou 1 mm, teplotou 0 °C a pri Standardnom tiazovom zrychleni 9,806 m/s>. Vo
vztahu k jednotke pascal: | mmHg = 133,322 Pa.

Ak pozname v kvapaline posobiaci tlak, tak pomocou neho dokdzeme vypocitat
silu pésobiacu na 'ubovol'nt plochu velkosti S pomocou stcinu:

F=pS. (5.2.1.3)

Tlak méze mat” v réznych miestach kvapaliny rézne hodnoty, vo vSeobecnosti je
funkciou polohy, t. j. polohového vektora 7 : p(#). Pritom vSak zmena tlaku
v 'ubovol'nom mieste kvapaliny vyvola rovnaku zmenu vo vSetkych ostatnych miestach
uvazovanej kvapaliny. Tento experimentdlne zisteny fakt sa nazyva Pascalov zakon
(pozri tiez dodatok D1).

Tlak v danom mieste kvapaliny posobi rovnako na l'ubovolne orientovani
rovinnu plosku, ale sila ako vektorova veliCina
vyvolana tlakom kvapaliny ma nielen velkost’, ale
aj ur¢ity smer a posobisko. Zauzivana je dohoda,

podl’a ktorej sa vektoru reprezentujiicemu velkost

a orientaciu malej plosky, ktord je sucCastou
uzavretej plochy, prisudzuje smer zasadne z vnutra

plochy von (Obr. 5.2.1.1). Ked’ diferencidlne malej
Obr. 5.2.1.1
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Obr. 5.2.1.2 Na myslent plochu S (naznacenu ciarkovane) uzatvarajicu vodu
v pohari, posobi normalova sila F,: vyvolana tlakom kvapaliny nachadzajtcej sa pod
plochou; je to vztlakova sila pdsobiaca na vodu napiiajicu obrateny pohar. Ak pohar
postvame dostato¢ne pomaly v smere jednotkového vektora €, t. j. rovnobeZne
s rovinou plochy S, kvapalina nekladie odpor proti tomuto pohybu — naznacena

tangencialna sila Ft) je nulova. Je to prejav nestalosti tvaru kvapaliny.

ploske ako Casti uzavretej plochy priradime vektor ds, aked pod silou dF budeme
rozumiet’ silu posobiacu na kvapalinu uzavreta v tejto ploche, potom vztah (5.2.1.3)
mozZeme napisat’ vo vektorovom tvare so znamienkom minus:

dF = —p dS, (5.2.1.4)

lebo prislusné vektory maju opaény smer. Po zvaZeni skutoCnosti, zZe tlak zavisi od
polohy v kvapaline, tento vzt'ah nadobudne tvar:

dF = —p(#) dS . (5.2.1.5)

Sila pdsobiaca na plosku v kvapaline m6ze mat’ vo vSeobecnosti dve zlozky:
normalovu, kolmu na plosku a tangencialnu, rovnobeznu s rovinou plosky. Ukazuje
sa, ze v kvapaline nachadzajucej sa v pokoji, si tangencidlne zlozky nulové (Obr.
5.2.1.2), ¢o priamo suvisi s nestalost’ou tvaru kvapalin.

Pri hydromechanickych tuvahach sa zvyCajne zameriavame na urcité malé
mnozstvo kvapaliny — hmotny element kvapaliny, ktorému prisudzujeme polohu
vyzna¢end polohovym vektorom # a objem V ohrani¢eny uzavretou plochou S. Thto

plochu dokézeme vyskladat’ z malych elementarnych ploSok ds , takze celkovu tlakovu
silu pdsobiacu na vybrany element kvapaliny vyjadrime ako plo$ny integral cez celi
uzavretl plochu:

F=- # p(#) dS . (5.2.1.6)

Keby bol tlak p (') vo vSetkych miestach kvapaliny rovnaky, tento integral by sa rovnal
nule, lebo na protilahlych stranach elementu kvapaliny by pdsobili rovnako velké, ale
opacne orientované sily. To by mohlo nastat’ v beztiazovom stave, ale v nenulovom
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gravitacnom poli alebo v odstredivke tlak zavisi od polohy v kvapaline, a teda celkova
tlakova sila posobiaca na element vo v§eobecnosti nie je nulova.

Kontrolné otazky

Ako je definovany tlak v tekutine?

Je tlak skalarna, alebo vektorova velicina?
Ktoré dalsie jednotky tlaku poznate?

Co hovori Pascalov zdkon?

Ako zavadzame orientdciu vektora malej plosky?

AR N S

Nech v mieste 7 posobi tlak p(7) v kvapaline. V akom smere posobi sila?

5.2.2 Hustota

Hustota telesa ako fyzikdlna veli¢ina (znacka p), je definovana podielom
hmotnosti m a objemu V telesa:

p= (5.2.2.1)

Z tohto vzt'ahu vyplyva aj jednotka hustoty — kilogram na kubicky meter (kg/m?).

Ak pozname hustotu telesa, tak pomocou objemu dokaZzeme vypocitat' jeho
hmotnost’, resp. pomocou zndmej hmotnosti jeho objem, vyuzijuc definicny vztah
hustoty.

Aj ked’ sa celkova hmotnost’ daného mnozZstva latky nemeni, jej hustota sa menit’
moze, ak sa latka rozpina ¢i stlaca a tak zaberd r6zny objem. Z experimentov je zname,
ze objem daného mnozstva kvapaliny sa meni pri zmene tlaku p alebo teploty 8, t. j.
objem je funkciou tlaku aj teploty: V(p,0). Tato zavislost' je vo vSeobecnosti
nelinearna, ale ak ide o priblizny vypocet, mozno pouZit’ jej linearny rozvoj v okoli
vybraného referen¢ného tlaku a referencnej teploty. V praxi sa ako referenény pouziva
normalny atmosféricky tlak p, = 101 325 Pa, ktory zodpoveda atmosférickému tlaku
na urovni hladiny mora. Pre referencnu teplotu su zauzivané viaceré hodnoty, napr.
v chémii je to Casto teplota prostredia 6, = 25 °C.

Linearny rozvoj v okoli referenénych hodnét tlaku a teploty ma tvar:

V(pr 9) = V(pal 90)[1 - K(p - pa) + .8(9 - 90)] (5222)

alebo zjednodusene:
AV = —=VkAp + VBAG , (5.2.2.3)

26



kde

B 11_ (AV) _ I(GV) 5294
k=~ lim ), = v\ (5.2.2.4)

je koeficient objemovej stlacitePnosti a

_11_ (AV) _1<6V) o
B =y dm, £6)sp—o  V\06 (5.22.5)

je koeficient objemovej rozt'aznosti. Vo vzt'ahoch (5.2.2.4) a (5.2.2.5) sa pouZivaju
parcialne derivacie AV /dp, resp. dV /06, lebo objem je funkciou dvoch premennych,
pricom pri uvedenych zmenach sa predpokladd, ze sa meni len jedna z premennych,
druhd je konStantna. Dosadenim vztahov (5.2.2.4) a (5.2.2.5) do (5.2.2.3) najdeme
matematicky zéapis pre uplny diferencial objemu, t. j. vyjadrenie pre celkovii zmenu
objemu, ak sa malo zmenia tlak a teplota od referen¢nych hodnot:

dV = ——dp +—-do. (5.2.2.6)

Objem V vo vztahoch (5.2.2.4 — 5.2.2.5) mé vyznam objemu v referen¢cnom
stave. V tychto vztahoch vystupuje v menovateli, o znamend, Ze prislusné zmeny
objemu —adV /dp, resp. dV /00, sa prepocitavajii na jednotku objemu. Objem je
extenzivna veli¢ina, rastica s mnoZzstvom, kym koeficienty charakterizujiice material
s od jeho mnozstva nezavislé (s uvadzané v Specializovanych tabulkach). Treba
poznamenat’, ze hodnoty koeficientov zavisia aj od referen¢nych hodnét tlaku a teploty.

Zo zavislosti objemu vybraného mnozZstva kvapaliny od tlaku a teploty
dokazeme ndjst’ aj zavislost’ hustoty od tychto veli¢in, vychadzajiuc z hmotnosti, ktora
sa pri zmene tlaku a teploty nemeni:

m=p[P,0)V(p,0) =p,Y,
m = (p, + BAp + CAO)(V, — V,kAp + V, BAO)
0 = Ap(BV, — poVok) + A0(CV, + poVp8) + -+

pricom v poslednom vzt'ahu boli zanedbané ¢leny imerné su¢inu dvoch malych ¢isiel
Ap, a AB. Aby posledna rovnica platila pre r6zne, ale malé¢ zmeny tlaku a teploty, musi
platit:
B =por al =—p,p,

t.J.

Ap = p,klp — p,fAD .
Podl'a tejto rovnice mozno pouzit' koeficienty objemovej stlacitel'osti a teplotnej
rozpinavosti aj pri vypocte zmeny hustoty Ap pri zmene tlaku a/alebo teploty.
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K rovnakému vysledku by sme priSli pomocou formalnych pravidiel
o derivovani, napr.:

ap_a( m )_ mov
op op\V(p,8))  V?dp

Pri rieSeni statiky a dynamiky kvapalin sa stretdvame s problémami, ked’ st
teplota a/alebo tlak v roznych miestach kvapaliny rozne. Vtedy hustotu vyjadrujeme
ako funkciu polohového vektora:

p(@ =p(p@),0(#)).

Integrovanim takejto hustoty cez cely objem V vybranej kvapaliny ziskame jej

pK

hmotnost’:

my = fﬂ‘;p(?) dv. (5.2.2.7)

Priklad 5.2.2.1 Koeficient objemovej roztaznosti vody pri atmosférickom tlaku
a teplote 20 °C je k = 4,7 x 1071°Pa~!. Ak sa zvysi tlak pdsobiaci na vodu o 10-
nasobok atmosferického tlaku, Ap = 10p, = 10 x 101 kPa = 10°Pa, relativna zmena

objemu bude:

AV
' = —kAp = —4,7x 107* = 0,05%

Vodu teda moZzeme pri beznych kolisaniach tlaku povaZovat za nestlaCitelnu.
Koeficient teplotnej rozt'aznosti vody pri 20 °C a atmosférickom tlaku mé hodnotu f =
2,0 x 107*K~1. Relativna zmena objemu

vody pri zohriati 0 AG = 30 °C bude: 1000 b -~
ﬂzﬁA9=20x10‘4x30z06%. ? >

%4 ’ ’ ;gg 980
Z uvedenych prikladov vidiet’, Ze na objem < o0
vody ma zmena teploty vac¢si vplyv ako 960
zmena tlaku. V skutoCnosti je zavislost’ 20 0 20 40 60 80 100
objemu atym aj hustoty od teploty pri 9[°C]

atmosférickom tlaku nelinearna, s minimom

pri 6 = 4 °C (Obr. 5.2.2.1). Zmena hustoty Obr. 5.2.2.1 Hustota vody pri r6znych
teplotach a pri atmosférickom tlaku.
Slezité pri U o h . - Hustota vody pri 4 °C je vysSia ako pri
doélezita pri vzniku prirodzené¢ho prudenia; bode mrazu, tento rozdiel je viak len
napriklad pri ohreve vody v hrnci. 0,02 %!

kvapaliny vyvoland zmenou teploty je
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Priklad 5.2.2.2 Teplota, objem a tlak plynov spiiaji s dobrou presnostou stavovi
rovnicu idealneho plynu:
pV = nRT,

kde n je latkové mnozstvo plynu, T je termodynamicka teplota merand v kelvinoch ([ 7]
= K), stvisiaca s Celziovou teplotou 6 pomocou vztahuT = 6 + 273,15 a R= 38,314
J/K je molarna plynova konStanta. Ngjdite koeficienty objemovej stlacitelnosti
a rozpinavosti vzduchu v §tandardnom stave, t. j. pri p, = 101 kPaa 68, = 25 °C..

Riesenie: Podl'a (5.2.2.4):
10V Pa (6 nRTO) 1

=— =~ 107°Pa~!
op v /,p, Pa

V,dp  nRT,

a podla (5.2.2.5):
_ 1oV p, (6 nRT)
" V,0T nRT,\0T p

1
=—=~3,4%x1073K™!
r=1, Lo
Vidime, Ze v porovnani s vodou je vzduch asi 10-krat teplotne rozpinavejsi a 100 000-

krat stlaCitel'nejsi.

Kontrolné otazky

1. Na akej najmensej vzdialenosti ma este vyznam uvazovat zmenu hustoty
tekutiny ako funkcie polohy?

2. Akd je fyzikalna jednotka koeficientu objemovej stlacitelnosti?

3. Preco je v definicii koeficientu objemovej stlacitelnosti znamienko minus
a preco v definicii koeficientu teplotnej roztaznosti nie je?

4. Naco je uzitocna volba referencnej teploty a tlaku?

5. Vymenujte aspon Styri bezné tekutiny a uvedte aké su ich hustoty vo vami
vybranom referencnom stave.
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5.2.3 Hydrostaticky tlak

Zo skusenosti vieme, Ze s rasticou hibkou pod hladinou vody tlak rastie, alebo
ze tlak vzduchu klesa s rasticou nadmorskou vyskou. V oboch pripadoch je tato zmena
tlaku sposobend gravitatnym pol'om Zeme.

Uvazujme nehybny element kvapaliny, ktory ma tvar kvadra s velkostou
postavy S, vySkou Az, ateda mé& objem V = SAz. Kvapalina sa nachadza
v homogénnom gravitatnom poli a vertikalna suradnica polohy elementu je uréené osou
z, orientovanou proti smeru gravitaéného zrychlenia. Stucet vSetkych sil posobiacich na
tento nehybny element je podl'a druhého Newtonovho zakona nulovy. Predpokladajme,
ze tlak pri dolnej podstave elementu je p(z) a pri hornej podstave elementu je p(z +
Az). Potom sucet tlakovych sil a gravitacnej sily posobiacich na element v smere osi z
mozZeme vyjadrit’ vzt'ahom:

E,=Sp(z) —Sp(z+Az) —pSAzg = 0.
Jeho Upravou najdeme vzt'ah pre prirastok tlaku v kvapaline pri naraste suradnice z :

v _ 5.2.3.1
A, =PI (5.2.3.1)

V pripade stlacitel'nej; kvapaliny nie je hustota v celom objeme kvapaliny
rovnaka, a preto musime uvazovat’ len s malym elementom objemu, Az— 0. V limite

najdeme rovnicu na vypocet hydrostatického tlaku v kvapaline vo v§eobecnosti:

d

p — —
Fri p(z)g. (5.2.3.2)

Jej integrovanim mozno ziskat’ zavislost” hydrostatického tlaku od suradnice v celom
objeme kvapaliny.

Bezné kvapaliny st len malo stladite'né (— priklad 5.2.2.1), takze ich hustota sa
s tlakom meni len zanedbatel'ne. Inak je to pri plynoch, napriklad so vzduchom, ktorého
tlak a tym aj hustota s nadmorskou vyskou klesa. Vypocet zavislosti tlaku a hustoty
vzduchu od nadmorskej vysky je uvedeny v kapitole Termodynamike, ¢lanok 7.2.3.

Priklad 5.2.3.1 Odhadneme vysku atmosféry Zeme za predpokladu, Ze hustota vzduchu
je konstantna: p = 1 kg/m3. Integrovanim rovnice (1.36) medzi nulovou nadmorskou
vyskou, kde je Standardny atmosféricky tlak p, a vySkou 4, kde atmosféra kon¢i a tlak
je nulovy, najdeme:

hdp h
j—dz=—pgj dz - 0— p, = —pgh
o dz 0
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p o Pa 10°

~

=P — 10 km.
pg  1x10 m

_)

v

priblizne takuto vysku.

Priklad 5.2.3.2 Tlak vzduchu v réznych nadmorskych R
vyskach m6Zzeme merat’ pomocou hydrostatického tlaku
ortuti vtzv. ortutovom manometri (Obr. 5.2.3.1).
V pravom zatavenom ramene manometra, nad hladinou
ortuti, je prakticky vakuum, takze je tam nulovy tlak. Preto Pa
tam na hladinu ortuti nepdsobi tlakova sila. Cavé rameno

je otvorené, pdsobi nan tlak vzduchu a tak pretlaci Cast’ z= Ny

ortuti z l'avého ramena do pravého. Na dne manometra U
&m@&/

(priradime mu vySkovl suradnicu z = 0), musi byt > —0

v ustalenom stave tlak vyvolany lavym stipcom rovnaky,
ako tlak vyvolany pravym stipcom — tlak v danom mieste Obr. 5.2.3.1
kvapaliny nezavisi od smeru.
Tlak na dne pravého ramena je ureny len vySkou hy, pravéeho ortut'ového stipca;
integrovanim rovnice (5.2.3.2) najdeme:
hp

p(h,) — p(0) = — f puggdz = p(0) = pughyg.
0

Tlak na dne l'avého ramena je stctom tlaku vzduchu a tlaku vyvolaného vyskou h;
lavého ortutového stipca, ¢o nijdeme integrovanim vztahu (5.2.3.2) v lavej Gasti

manometra:
h;

pa —p(0) = — f puggdz - p(0) =p, + pughig.

0

Z podmienky rovnosti tlakov p(0) ziskame rovnicu:
Pa * Pughig = pughpg
a z nej meran hodnotu atmosférického tlaku p,, :
Pa = pugg(hy — ).

Ak dosadime hustotu ortuti, tiazové zrychlenie a ak rozdiel hladin ortuti merany
v takomto experimente dosiahne hodnotu (hp — hl) = 760 mm, najdeme vysledok pre
normalny atmosféricky tlak:
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p, = 13,6 kg-m3x9,81 m-s72x0,76 m = 1,01 X 10° Pa.

Priklad 5.2.3.3 Nech v hibke # = 3 m sa na vertikalnej stene vodného rezervoaru
nachidza horna hrana §tvorcového otvoru s dizkou hrany [ = 0,1 m. Ak je otvor
privrety priklopom, akou silou naii pdsobi hydrostaticky tlak vody v nadrzi?

RiesSenie Ak si oznac¢ime ako z = 0 vySkovu stradnicu spodnej hrany otvoru, potom sa
tlak vyjadruje vzt'ahom:

p(z) =p(0) —zgp, p(0) =(h+Dgp

Celkov silu pésobiacu na plochu otvoru najjdeme spocitanim prispevkov k tejto sile
z roznych hibok:

l
F= f p(2)dS = f p(2) ldz = (h+ Dgpl2 — (1/2)Pgp =
0
= (h+1/2)I%gp = (3 + 0,05) x (0,1)% x 1000 x 9,81 N = 300 N .

Kontrolné otazky

1. Co je to hydrostaticky tlak?
2. Ako sa pocita tlak kvapaliny na dno nadoby?
3. V akej hibke pod hladinou mora je tlak rovny dvojndsobku atmosférického tlaku?

5.2.4 Vztlakova sila

Na teleso ponorené do kvapaliny pdsobi okrem tiazovej sily, urCenej jeho
hmotnost'ou, aj sila vztlakova, sposobend rozdielnym tlakom kvapaliny posobiacim na
teleso na réznych Gastiach jeho povrchu. PretoZe vo vicsej hibke je tlak vagsi,
vyslednica pdsobiacich tlakovych sil, t. j. vztlakova sila, pdsobi smerom nahor,
a kompenzuje aspon Cast’ tiazovej sily — teleso je nadl'ahcované.

Uvazujme teleso s hmotnostou m a polohovym vektorom jeho taziska 7
Giastoéne ponorené v kvapaline. Hydrostaticky tlak v kvapaline zavisi od hibky z pod
hladinou podl'a vztahu:

p(z) = pgz, (5.2.4.1)
kde p; je hustota kvapaliny, g tiazové zrychlenie. Na maly plosny element ds povrchu
telesa posobi sila dF = —-p dS, a teda celkova vztlakova sila sa vyjadri vztahom:

F,= - _# p(z)dS, (5.2.4.2)
s

kde integrujeme cez cely ponoreny povrch telesa.
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Vysledok integralu mozno ziskat’ nasledovnou tvahou: ak by sme ponorenu Cast’
telesa objemu V; nahradili prisluSnym mnozstvom kvapaliny, bola by tato kvapalina v
pokoji, a teda celkovy stcet sil pdsobiacich na iu by bol nulovy. Tiazova sila posobiaca
na tito kvapalinu je vyjadrend vztahom:

Fy=Vipg (5.2.4.3)

a vztlakova sila je rovnaka ako sila pdsobiaca na pévodne uvazované teleso (5.2.4.2),
takze z podmienky rovnovahy sil vyplyva:

E,+Fy=0 — E,=-Vpg (5.2.4.4)

Ponorent Cast’ objemu telesa V; nazyvame aj objem vytlacenej kvapaliny. Posledny
vzt'ah sa pouziva na vypocet vztlakovej sily pdsobiacej na ponorené teleso a predstavuje
matematickt formulaciu Archimedovho zakona.

Priklad 5.2.4.1 Gul'atina (priamy kmen stromu s kruhovym prierezom) plava po hladine
tak, ze je tromi Stvrtinami svojho priemeru ponorend pod vodnou hladinou. Ak hustota
suchého dreva je p, = 450 kg- m3, kolko percent jeho aktudlnej hmotnosti tvori
nasiaknutd voda? (Predpokladdme, ze plaviace sa drevo je rovnomerne nasiaknuté
vodou v celkom svojom objeme.)

RieSenie: Najprv z ponoru najdeme hustotu
nasiaknutého dreva. Ak S =mR? je prierez

stromu, potom prierez S, ponorenej plochy
najdeme z geometrie (Obr. 5.2.4.1), ako sucet
ploch dvoch kruhovych vysekov s uhlom © — o
a plochy dvoch trojuholnikov:

a = arccos(1/2) = /3

@/, V3, 2m 3\
SV—2< SR+ R* )=+ |R Obr. 5.2.4.1

Pri plavani st tiazova a vztlakova sila vyrovnané, preto:

S 2 3
pySyl = pSlL = p=pV—V=pv<§+E>=vpv, v=~08.

S
Nakoniec percento p vlhkosti dreva ur¢ime pomocou hmotnosti nasiaknuté¢ho (m)
a suchého (m,) dreva:

m_mozp_p0=1_ Po

m p vpy

p= = 44%.
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A.

o

Obr. 5.2.4.1 (A) Ked’ je lod’ v rovnovaznej polohe nie len jej taZisko Tg, ale aj taZisko
vytlacenej kvapaliny 7vz na osi symetrie lode. (B) Pri jej vychyleni je pre stabilitu
dolezité, aby moment vztlakovej sily vzhl'adom na tazisko lode M= Tyz X ﬁvz otacal
lod’ spat’ do rovnovaznej polohy.

Podmienkou rovnovéhy telesa je popri nulovom sucte sil, aj nulovy sucet

momentov sil posobiacich na teleso. Moment vztlakovej sily M vzhladom na tazisko
ponoreného telesa je dany vztahom:

M= # # x dF (5.2.4.5)
S

kde 7 je polohovy vektor plosného elementu dS vzhPadom na tazisko ponoreného

telesa, a dF = —p(F)d§ je sila, ktorou pdsobi okolita kvapalina na plésku povrchu
ponoren¢ho telesa. Vztah (5.2.4.5) mozno opit vyjadrit' len pomocou celkovej
vztlakovej sily a polohového vektora 75, taziska Ty, vytlacenej kvapaliny, vyjadreného
vzhladom na tazisko ponoren¢ho telesa T, v tvare M= Ty X F:,Z. O tomto sa

presved¢ime ak uvazime, ze moment vztlakovej sily poOsobiacej na kvapalinu,
nahradenej ponorenym telesom, ktory je definovany vzhl'adom na jej tazisko, bol
nulovy, t. j.:

~ G~ ) x (IS = 0 (5.246)

Pomocou identity (5.2.4.6) najdeme uvedeny vztah pre moment vztlakovej sily
posobiacej na ponorené teleso:

M=-— # X p(E)dS = — # 7 xp(@dS =7,xF, (5.2.4.7)
S S
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Vypocet momentu vztlakovej sily je dolezity pre stabilitu lodi. V rovnovazne;j
polohe a orientécii lode, je moment vztlakovej sily nulovy, pretoZe 7., je rovnobezny
s g (Obr. 5.2.4.1 A). Ak sa lod vplyvom vetra alebo vin nakloni, zmeni sa poloha
taziska vytlaCenej kvapaliny, a moment vztlakovej sily je nenulovy. Vysledna
vztlakova sila ma pdsobisko v tazisku vytlacenej kvapaliny. Priesecnik priamky
leziacej v smere vztlakovej sily a spojnice taziska vytlaenej kvapaliny alode sa
nazyva metacentrum (bod M na Obr. 5.2.4.1 B). Pre stabilitu lode je nevyhnutné, aby
moment vztlakovej sily posobil proti nakloneniu lode. Toto sa pri konstrukcii lode
zabezpeci tym, Ze metacentrum sa nachadza nad taziskom lode.

Kontrolné otazky

1. Ako suvisi Archimedov zakon so vztlakovou silou?

Zavisi velkost vztlakovej sily od hibky do ktorej je teleso ponorené?

Zavisi velkost vztlakovej sily od atmosférického tlaku nad hladinou kvapaliny?

Je vztlakova sila posobiaca na urcité teleso vo vode rovnaka ako v liehu?

Aka velka vztlakova sila musi posobit’ na ponorku, aby si ponorila/vynorila?

Ako sa da zmena vztlakovej sily posobiacej na ponorku dosiahnut?

6. Preco vodou nasiaknuty kmen stromu neplava vo vode tak, Ze jeho os je kolma
na hladinu?

IR

5.2.5 Rychlostné pole a tok

Pre prudiacu kvapalinu zavadzame rychlostné pole v¥(7), ktoré udava rychlost’
malého elementu kvapaliny nachadzajuceho sa aktudlne na mieste 7. Pokial je
rychlostné pole v ¢ase nemenné, hovorime o ustalenom prudeni. Neznamena to, Ze
rychlost’ elementov kvapaliny sa nemeni, pretoze tieto sa prestivaju av rdoznych
miestach priestoru mézu mat réznu rychlost’, a teda elementy kvapaliny st urychl'ované
alebo spomalované, podl'a charakteru pradenia.

Myslena krivka, pozdiz ktorej sa pohybuje element kvapaliny, sa nazyva
prudnica. Pridnice mozno zviditel'nit’, ak sa do pradiacej kvapaliny v jednom mieste
kontinualne pridava farbivo. Ak je rychlost’ kvapaliny véc¢sia ako vplyv difuzie farbiva,
farbivo je undSané¢ hmotnym elementom kvapaliny, ¢o vizualizuje prudnicu.
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Ak pozname rychlostné pole, dokdzeme vypocitat kolko kvapaliny preteka
miestami, ktoré nds zaujimaju. Podla toho, ¢i nas zaujima
prietok hmotnosti, alebo prietok objemu, pouzivame pojem
objemového alebo hmotnostného toku.

Objemovy tok J, predstavuje objem kvapaliny, ktora

pretecie vybranou plochou S za jednotku casu. Jednotkou Z
objemového toku je kubicky meter za sekundu: ds
3
m
vl =+~ Obr. 5.2.5.1

Uvazujme maly plosny element ds plochy S, nachadzajtci sa na mieste 7 (Obr. 5.2.5.1).
Rychlost’ kvapaliny v tomto mieste je (7). Za kratky okamih ¢asu At sa kvapalina

posunie o A7 = B(#)At , a teda ploskou dS prejde objem kvapaliny:
AdV = dS - A7 = dS - B(P)At .

Za jednotku Casu prejde ploskou ds :

AdV -
objemu kvapaliny a teda celou plochou S :
Jy = ff 7-dS. (5.2.5.1)
s

Pomocou objemového toku kvapaliny sa zavadza priemerna rychlost’ v,,
kvapaliny prechadzajicej prierezom S:

1 1 o
Vv = §]V = §ff 1_7)(?) -dS. (5252)
S

Priklad 5.2.5.1 Ak z kohutika s vnutornym priemerom d = 1 c¢m, a teda vnutornym
prierezom S = 1(0,5)% = 0,79 cm?, napustime vedro s objemom V =51 za At =
60 s, potom priemerna rychlost’ kvapaliny v potrubi bude

1 V/At

Vav=§]v=n(d—/2)2z1m/s

Hmotnostny tok /,, predstavuje hmotnost’ kvapaliny, ktora preteCie vybranou
plochou S za jednotku casu. Jej jednotka je kilogram za sekundu:

Uml = kg/s.
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Pri hladani vztahu medzi hmotnostnym tokom a rychlostnym pol'om postupujeme
takmer identicky ako v pripade objemového toku, len objem, ktory pretecie ploskou dS
za kratky Casovy interval dt, je potrebné vyndsobit’ hustotou v mieste 7, ¢im ziskame
hmotnost’ a teda pre hmotnostny tok vzt'ah:

e IEGEGRS (5.253)
S
Veli¢ina
Jm = PPV (5.2.5.4)

sa nazyva hustota hmotnostného toku, lebo predstavuje hmotnost’ kvapaliny, ktora
pretecie plochou s jednotkovym obsahom za jednotku ¢asu.

Kontrolné otazky

1. Co rozumiete pod priidovou ciarou?

Mozu sa prudové ciary pretinat?

Aky je suvis medzi dotycnicami k prudniciam a rychlostnym polom?
Definujte hmotnostny tok. Aku ma fyzikdlnu jednotku?

Aku priemernii hodnotu mame na mysli, ked’ hovorime o priemernej rychlosti

A

prudenia v potrubi?

5.2.6 Rovnica spojitosti toku, bilan¢né rovnice hmotnosti

Uvazujme ulohu, pri ktorej do zasobnika pritekd kvapalina potrubim s prierezom
Sin priemernou rychlostou v;, a zdroven z neho vyteka otvorom s prierezom S,
a priemernou rychlostou v, (Obr. 5.2.6.1). Ak ma kvapalina hustotu p, potom do
zasobnika za jednotku ¢asu pritecie

Jmin = SinVinP
kilogramov kvapaliny, a vytecie

]m,out = SoutVoutP

kilogramov kvapaliny. Bilancia tychto mnoZstiev hovori, Ze v rezervoari sa musi za
jednotku ¢asu nahromadit’ hmotnost’, rovnajuca sa rozdielu tychto dvoch tokov:

dm

E = ]m,in _]m,out (5.2.6.1)

37



l L)Tm..in

']m.uut.
h ( t ) e

=]

Obr. 5.2.6.1 Typicky problém bilancie mnozstva latky obsahuje pritok, vytok
a zasobnik

V pripade nestlacitel'nej kvapaliny je jej hustota vSade rovnakad, a tak hmotnost’
kvapaliny v zdsobniku mozno jednoducho vyjadrit pomocou jej objemu. Podobne
hmotnostné toky vyjadrime pomocou objemovych tokov takZze po predeleni rovnice
(5.2.6.1) hustotou ndjdeme bilanciu objemu kvapaliny v rezervoari:

dv
o ]V,in _]V,out . (5.2.6.2)

dt
Nakoniec, v pripade ustdlen¢ho prudenia sa objem ¢i hmotnost’ v zasobniku
nebude menit’, a vysledna rovnost’ toku do a von zo zasobnika vedie na vzt'ah:

]V,in = ]V,out — SinVin = SoutVout (5'2'6-3)

Posledny vztah medzi priemernymi rychlostami sa niekedy nazyva aj rovnica
spojitosti toku alebo rovnica kontinuity toku pre nestlacitelné ustalené pradenie a
umoziuje vyjadrit’ priemernt rychlost’ v potrubi s premenlivym prierezom.

Vseobecny tvar rovnice spojitosti toku (pozri dodatok D2) sa tyka kazdého
jednotlivého bodu kvapaliny, nie prierezov ako celku, ako je tomu v rovnici (5.2.6.3).
Vyjadruje suvislost’ medzi ¢asovou zmenou hustoty p a hustotou hmotnostného toku
Jm = pv (¥ je rychlost’ kvapaliny v danom bode):

dp

divj + 5 =0 (5.2.6.4)

Priklad 5.2.6.1 Zasobnikova Cast’ injekénej strickacky ma prierez 2 c¢cm?, ihla ma
vnutorny prierez 0,5 mm?. Ak v strickacke stla¢ame piest celkom pomaly rychlostou
v; = 1 mm/s, akou rychlostou v, prudi napli striekacky ihlou?

Riesenie: Pouzijeme rovnicu (5.2.2.1) S;v; = S,v,, z ktorej vypocitame rychlost’
v, =40 cm/s.
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Kontrolné otazky
1. Co je obsahom rovnice spojitosti toku?
2. Napiste rovnicu spojitosti toku stlacitelnej kvapaliny.

3. Na dialnici sa dva jazdné pruhy spdjaju do jedného. Aky musi byt pomer
rychlosti aut na dvojprudovom a jedno prudovom useku cesty, aby doprava
neviazla? Ako toto suvisi s rovnicou spojitosti nestlacitelnej kvapaliny?

5.2.7 Bernoulliho rovnica a bilancia energie

V pripade ustalené¢ho pradenia mozno podobne ako pri hmotnosti, uvazovat’ aj

o bilancii mechanickej energie prudiacej kvapaliny. Predstavme si segment potrubia,
v ktorom si myslene vydelime dané mnozstvo kvapaliny, nachddzajice sa na pociatku
medzi siradnicami x; a x, (Obr. 5.2.7.1). Z mechaniky vieme, Ze vo v§eobecnosti plati:
W = AE, — W, (5.2.7.1)

kde W je praca konana vonkajSimi silami, AE,, zmena mechanickej energie a W, praca
konand trecimi silami. Trecie sily v tejto Casti zanedbame, budeme ich povazovat’ za
nulové. Vratime sa k nim po zavedeni viskozity v nasledujicich Castiach.

xr T Ty T

Obr. 5.2.7.1 Pri odvadzani Bernoulliho rovnice uvazujeme vydelené mnozstvo
kvapaliny, ktoré sa posunie z pozicie medzi x; a x, na poziciu medzi x; a x. Pocas toho

nan posobi okolitd kvapalina silami ﬁla ﬁz.
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Pre vycislenie zmeny mechanickej energie je potrebné si uvedomit’, Ze opisujeme
ustalené pruadenie, a preto rychlost’ kvapaliny v pevnom mieste je v kazdom case
rovnaka, aj ked’ samotna kvapalina sa prestiva. Pri posunuti vybraného mnozZstva
kvapaliny z pozicie medzi x; a x, na poziciu medzi x; a x5, sa kineticka energia tejto
kvapaliny zmeni. Tato zmena sa d& vypocitat’ ako rozdiel kinetickej energie kvapaliny
nachadzajucej sa medzi x, a x5,

1

5,0252 (x5 — x,)V3, (5.2.7.2)
a kinetickej energie kvapaliny medzi x; a x; ,

1 , 5

§P1S1(x1 —x)vi, (5.2.7.3)

kde S; a S, su prierezy potrubia v miestach ,,1” a ,,2”. Kedze celkova hmotnost’
vydelenej kvapaliny sa v Case nemeni, vydelena cast’ sa hybe s prudiacou kvapalinou,
potom vyraz p,S,(x3; — x,) musi predstavovat’ ta istd hmotnost’ ako p;S; (x; — x;),
a pre naSe ucely si ho oznac¢ime ako Am. Podobne kinetickej energii, potencidlna
energia ziska prispevok Amgh, a strati prispevok Amgh,, takze celkovd zmena
mechanickej energie bude:

1 1
AE,, = EAmvzz + Amgh, — (EAmvlz + Amghl) (5.2.7.4)

Na vydelenu cast’ kvapaliny pdsobia vonkajSie sily — na jej hranici ,,1” je to tlak
kvapaliny pred niou, p;, a na jej hranici ,,2” je to tlak kvapaliny za fiou, p,. Tieto dve
vonkajsie sily konaju pri posune kvapaliny préacu:

W = FAx; — FAx; = pyS1 (61 — x1) — p2S2 (x5 — x3) (5.2.7.5)

Dosadenim rovnice (5.2.7.4) a (5.2.7.5) do zadkladnej energetickej bilancie (5.2.7.1)
najdeme:

1 1
(P1 + Eplvlz + ,01gh1) S1v,At — (pz + Epzvz2 + nghz) S,v,At =0, (5.2.7.6)

kde sme uvazili, ze (x; — x;) = v,At a podobne (x; — x,) = vV,At.

Ak budeme uvazovat' nestlaitelna kvapalinu (p; = p, = p), bude podla
rovnice kontinuity S;v; = S,v, ; vykratenim tohto faktora najdeme najzname;jsi tvar
Bernoulliho rovnice:

1 1
(p1 +5pvi + pgh1> - (Pz +5pv; + pghz> =0 (5.2.7.7)

alebo:

1
p+ Epvz + pgh = Konst,
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platny ale len pre nestlacite'né kvapaliny. Bernoulliho rovnica hovori, Ze sucet tlaku,
a objemovych hustot kinetickej a potencialnej energie je pozdiZ pradnic nemenny.

Priklad 5.2.7.1 Venturiho trubica sa pouziva na meranie vel’kosti objemového toku Jy,
vo vodorovnom potrubi (Obr. 5.2.7.1). Zrovnice (5.2.7.7) pouzite] pre z(zenu
a normalnu ¢ast’ potrubia ndjdeme:

1 . 1,
P15 pvi =potopvy (@)
Rychlosti su previazané rovnicou kontinuity:

51171 - 52172 .

V boc¢nych trubiciach musi byt v mieste ich pripojenia k potrubiu tlak rovnaky, a na
hladine zase tlak atmosféricky (inak by tieto rozhrania neboli v pokoji, ale postvali by
sa vplyvom nenulovej vyslednej sily). Preto:

P1=DPatpghi @ p2 =pa+tpgh,. (b)
a teda:
p1 — P2 = pg(hy — hy). ©
Dosadenim (b) a (c) do (a) ndjdeme rychlost’ kvapaliny v potrubi:

J2gh,

V=

1
V(51/82)? =1

a teda objemovy tok v potrubi bude:

S1
Obr. 5.2.7.1 Pomocou Venturiho trubice dokazeme vypocitat celkovy prietok
potrubim z rozdielu vySok hladiny v bo¢nych meracich trubickach. Bernoulliho
rovnicu pouZzijeme pre veli¢iny pozdiz pridnice vyznatenej modrou krivkou.
O prudeni predpokladédme, Ze Ziadna z pradnic nesmeruje do bo¢nych trubic.
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1

=S, = J2gh.
Jr=sw Ja/sy—azsy

Ak pre potrubie s vodou, sy =2,5cmar, =2cm,t.j.S; = w(2,5)? = 20cm?, S, =
13 cm? bude namerané 4 = lcm, potom v; = 0,38 m-s™! a celkovy tok

.]V = 51171 = 0,75 m3 * S_l.

V praxi sa tento vzt'ah nasobi koeficientom C = 1, ktorym sa koriguje najdeny
vysledok na kone¢nu viskozitu a rychlostny profil prudenia (pozri aj Cast’ o viskozite).

Priklad 5.2.7.2 Pitotova trubica (Obr. 5.2.7.2) sa pouziva na meranie rychlosti pradenia
kvapaliny alebo plynu, napr. rychlost’ vzduchu okolo lietadla (a teda vlastne rychlost’
lietadla vzhl'adom na vzduch). Pouzitie Bernoulliho rovnice pre prudnicu

veducu priamo na celo Pitotovej trubice poskytne vysledok:

1
P1 +§pv2 =p, > v =,/2hg.

Podobne ako pri Venturiho trubici, v dosledku viskozity, sa tento vysledok v praxi
koriguje ¢iselnym koeficientom, v = C,/2hg, C = 1.

Obr. 5.2.7.2 Rychlost’ na prudnici priamo oproti ¢elu Pitotovej trubice postupne
klesa az celkom pred trubicou zastane, tzv. stagnacny bod. Tlak p,v tomto mieste
je vyssi ako tlak p; inde v kvapaline, pricom z ich rozdielu mozno najst’ rychlost’
prudenia kvapaliny.

Priklad 5.2.7.3 V hibke h = 0,5 m pod hladinou vody v zasobniku je stred vytokového
otvoru v tvare kruhu s priemerom d = 5 cm. Podstava zdsobnika m4 tvar Stvorca so
stranou [ = 1 m. Aky je objemovy pritok vody J,,, ak sa vyska hladiny nemeni?
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l
Obr. 5.2.7.3 Pri pouZivani Bernoulliho rovnice na rieSenie pridenia si vyznac¢ime
predpokladanu pridnicu — ¢iarkovana Ciara — a na nej si vyberieme miesta, v ktorych
pre potreby prikladu méa vyznam vyc¢islit’ energiu pripadajucu na jednotku objemu.

Predpokladajte, ze vytokova rychlost’ je v celom priereze otvoru rovnaka, t. j. Ze d <
h.

RieSenie: Predpokladame, Ze jedna z prudnic, pozdiZ ktorej bude pradit’ voda ma tvar
vyznaleny ¢&iarkovanou &iarou na Obr. 5.2.7.3. PozdiZ tejto pradnice je nemenna
hodnota suctu daného Bernoulliho rovnicou (5.2.7.7). Vyhodnotime ho v dvoch
miestach, o ktorych nie€o dokdZzeme zo zadania zistit’ — v blizkosti hladiny (1) a v prude
vytekajiacej vody (2):

1

L: pa+5pvi+pgh
1 2

2: Pat5p7;

kde p, je atmosféricky tlak, v; rychlost’ klesania hladiny a v, rychlost’ vody vo vytoku.
Hustotu povazujeme za rovnaku vSade lebo voda je ve'mi mélo stlacitelna. Ak dame
tieto dve vyjadrenia do rovnosti, dostaneme jednu rovnicu s dvoma nezndmymi — v,
a v,. Ked’Ze vyska hladiny je ustalena, voda sa v zasobniku nehromadi, a preto mo6zeme
pouzit’ rovnicu kontinuity v tvare:

Sivy = 51,

¢o ndm pomoze zbavit’ sa jednej nezndmej rychlosti. Velkosti ploch vypocitame zo
zadanej geometrie:
Sl = lz, Sz = nd2/4
Ich dosadenim do rovnice kontinuity, a v kombinacii s Bernoulliho rovnicou najdeme:
1 (md? \ 1,
SP\az V2| T Pgh=5pv;
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- 2gh = 313
V2= T (mzdi e o3 m/s

Aby bola hladina ustalend, musi byt’ pritok rovnako vel’ky ako vytok, preto:

wd? 2gh 5
Jy =S,v, = 2 1—(n2d4/16l4)=0’006m/S=61/S'

V tomto pripade, je plocha vytoku ovel'a mensia ako plocha hladiny, d « [, apreto
mozno Clen
(r?2d*/161*) =6 x 107°

voci jednotke zanedbat’. Pre vytokovu rychlost’ potom dostdvame Toricceliho vztah:
vy, =4/2gh

Ako vidno na obrazku, prad vody sa zvycajne po opusteni vytokovej trubice mierne
zuzi. Pri rieSeni podobnych uloh sa preto zvycajne uddva redukovany prierez, ktory
byva (aj o polovicu) mensi ako geometricky prierez otvoru.

Ak je kvapalina stlacite'na, potom objem pohybujucej sa kvapaliny sa zmenit’
moze, t. j. S;v; # S,v, , ale jej hmotnost’ musi byt’ stale nemenna, t. j. bude platit’:

plslvl = pzSzvz. (5278)

Naviac, v pripade stlacitelnej kvapaliny musime pri bilancovani energie zahrnut aj
vnatorna energiu kvapaliny a jej vymenu tepla (energie) s okolim. Zmenu vnutornej
energie telesa popisuje prvy a druhy termodynamicky zidkon (Kapitola 7, Tepelny
pohyb, termodynamika):

dU = —pdV + TdS,

kde U je vnutorna energia latky, p je jej tlak, V' objem, T termodynamicka teplota a S
jej entropia. Zmena objemu kvapaliny (dV # 0 ) podl'a tohto vztahu vedie na zmenu
vnutornej energie (dU # 0 ). Pridanim zmien vnutornej energie do rovnice (5.2.7.6)
a vykratenim tejto rovnice s vyrazom (5.2.7.8) dostavame Bernoulliho rovnicu platnu
aj pre stlacite'na kvapalinu (a plyny):

1 1
PryZozg gh1> - <u2 P ghz) = Aq, (5.2.7.9)

u; +— —
(1 p1 2 p2 2
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kde u = U/m je vniitorna energia kvapaliny pripadajica na jednotku hmotnosti
aAq je teplo, ktoré odovzda okoliu jednotkovd hmotnost’ kvapaliny, ktord prejde
Z miesta x1 na miesto xz .

Pretoze I = U + pV je termodynamicka stavova veliina entalpia, a teda u +
pV/m = u+ p/p =i je hmotnostna hustota entalpie, zapisujeme pomocou nej vyraz
v zatvorke v rovnici (5.2.7.9) v tvare:

1
i+ Evz + gh. (5.2.7.10)

V pripade ze vymenu tepla s okolim mézeme zanedbat' (4q = 0) hovorime
o0 izoentropickom prideni, ktorého doélezitym prikladom je rychle obtekanie vzduchu
telies v aerodynamike.

Pri odvadzani Bernoulliho rovnice sme nasli vyjadrenie pre zmenu kineticke;j
a potencialnej energie vybraného mnozstva kvapaliny sledovanim jej pohybu
z priestoru medzi polohami x; a x,, do priestoru medzi x'; ax’,. Namiesto toho,
zameriame teraz svoju pozornost’ na staciondrnu oblast’ priestoru medzi polohami
X1 a X5, ktort budeme nazyvat’ sledovany objem (z anglického control volume). Do
sledovaného objemu prudi kvapalina dnu aj von cez jeho plochu, a toto pradenie je
spojené s tokom hmotnosti ale aj energie. Orientacia vektorov priradenych plocham,
ako Casti plochy ohrani¢ujucej sledovany objem bude pri mieste x, paralelna
s rychlost'ou, a preto S,v, = §2 - U, a pri mieste x; anti-paralelna: S;v, = —§1 - V.
S tymto oznacenim mdzeme Bernoulliho rovnicu napisat’ v tvare:

2 R 1
Z 1Si - U (pl- + Epviz + pghi> =0. (5.2.7.11)
l
Veli¢ina
1
Jem =V (p +opvt+ pgh) = Vey (5.2.7.12)

ma podobne ako J,,, v rovnici (5.2.5.4), vyznam toku energie cez jednotkovu plochu za
jednotku Casu, t. j. hustoty toku mechanickej energie.

Rovnica (5.2.7.11) hovori, ze sucet tokov energie z vybraného objemu cez
plochy S; a S, je nulovy. Samotny vyraz

1 2
en(®) = p() + 5o (@)Y +pE)F  § (5.27.13)

ma vyznam objemovej hustoty mechanickej energie prudiacej kvapaliny
v homogénnom gravitatnom poli (Obr. 5.2.7.1).

Rovnicu (5.2.7.11) mbézeme zovSeobecnit’ pre sledovany objem, do ktorého
moze pritekat’ kvapalina a prinasSat’ energiu v ktoromkol'vek mieste povrchu objemu:
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Obr. 5.2.7.1 Podobne ako sme zaviedli hustotu toku hmotnosti J,,,, zavadzame aj hustotu

toku mechanickej energie, J,, ktorého integral cez uzavret plochu ¢f j, - ds , Sa rovna
celkovej zmene mechanickej energie v sledovanom objeme (tmava modrd). Ten, pokial
v iom nie je konand praca (napr. turbinou, ¢erpadlom), alebo visk6znymi silami, musi
byt nulovy.

# Jom-dS =0. (5.2.7.14)
S

Tento vyraz predstavuje zdkon zachovania mechanickej energie vyjadreny pomocou
lokalnej veli€iny J, .. Mechanickd energia sa ale vo vieobecnosti nezachovava.
Napriklad, ak sa v sledovanom objeme nachédza turbina, potom tecuca kvapalina kona
na turbine pracu, a mechanickd energia kvapaliny sa znizuje. Prava strana rovnice
(5.2.7.14) potom nie je nulova, ale rovna sa tomuto ubytku mechanickej energie:

- = dEp,

#Sje'm -dS = —? . (52715)
Takyto zapis bilancie energie v sledovanom objeme je Uplne analogicky integralnemu
tvaru rovnice kontinutity pre hmotnost’ (5.2.2.3), preto sa niekedy nazyva aj rovnica
kontinuity pre mechanicki energiu.

Hustota toku energie a hustota toku hmotnosti a ich bilancia v sledovanom
objeme pomocou rovnice (5.2.7.15) ajej zovSeobecnenim pre celkovi energiu sa
vyuzivaju v technickej praxi pri navrhoch pradenia z pohl'adu zésobnikov, reaktorov,
turbin alebo chladicov.

Kontrolné otazky
1. Aky je povod sily urychlujucej kvapalinu v horizontdlnej prudovej trubici?
2. Aky fyzikalny princip bol pouZity pri odvodzovani Bernoulliho rovnice?
3. Aké tri ¢leny obsahuje Bernoulliho rovnica?
4

. Aké obmedzenia sa tykaju platnosti Bernoulliho rovnice?
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5. Presvedcte sa, Ze vSetky tri ¢leny Bernoulliho rovnice maju rovnaky rozmer.

6. Bude tlak vzduchu v iducom aute na ktorom otvorime stresné okno vyssi alebo
nizsi ako je vonkajsi tlak vzduchu?

5.2.8 Viskozita

Viskozita charakterizuje velkost’ vnutorného trenia v tec¢ucej kvapaline. Pri zavedeni
tlaku sme na Obr. 5.2.1.1 demonstrovali, Ze kvapalina v pokoji nevykazuje tangencialne
sily. Akondhle je ale rychlost’ kvapaliny nenulova, uvedené tvrdenie neplati.

Uvazujme dve paralelné dosky dlhé /, Siroké % a vzdialené od seba o d, medzi
ktorymi je kvapalina (Obr. 5.2.8.1). Ak spodna doska bude nepohyblivd a vrchnu
budeme posuvat’ rychlostou v,, budeme ju musiet tahat’ silou F,. Experimenty ukazali,
7Ze tato sila je imernd velkosti plochy t'ahanej dosky /A, rozdielu rychlosti dosiek v,,
a nepriamo umerna ich kolmej vzdialenosti d, t. j.

—, (5.2.8.1)

Obr. 5.2.8.1 Ak chceme hornu dosku postvat’ rychlostou v, voci spodnej doske,
pricom medzi nimi je kvapalina, musime na vrchnu dosku pdsobit’ silou F, ktorej
velkost’ je zhodna s velkost'ou sily viskozneho trenia ﬁn' Vrstvy kvapaliny sa za¢na
pohybovat’ tak, ze velkost ich rychlosti rastie linedrne vo vertikdlnom smere od nuly
po v,. Jednotlivé vrstvy, ako objemové elementy dV; vyznacené bodkovanymi
Ciarami, na seba vzajomne posobia silou vel'kosti F,. Tieto dve sily spojen€ zakonom

akcie-reakcie maju posobiskd na obrdzku vyznacené krizkom. Celkova sila
posobiaca na kazdy jeden objemovy element je nulova, a preto sa kazda vrstva

pohybuje nemennou, aj ked’ od inych vrstiev odlignou rychlostou. Tahova sila F je
prostrednictvom viskoznych sil prenaSand na spodnu dosku, kde je jej posobenie

kompenzované reak¢nou silou R upevnenia dosky.
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KonStanta umernosti 77 charakterizuje kvapalinu, nazyva sa dynamicka viskozita a jej
fyzikalna jednotka je Pa - s.

Ak by sa v kvapaline nachadzali malé viditeI'né ¢iastocky, tak by sme pozorovali,
ze kvapalina pri pohybujicej sa doske sa hybe rychlostou blizkou v,, a naopak
kvapalina pri doske v pokoji sa hybe len ve'mi malou rychlostou, pricom nérast od
jednej rychlosti k druhej je priblizne linearny (Graf ¥(x) na Obr. 5.2.8.1). Rozoberieme
tuto situdciu z hladiska pdsobenia sil. Uvazujme element vody dV;, hraniciaci

s pohybujicou sa doskou (Obr. 5.2.8.1). Ten pdsobi na dosku silou ﬁn , a v zmysle 3.
Newtonovho zakona teda doska poOsobi nan silou —ﬁn . Ked'Ze jeho rychlost’ je

nemenna, musi nafn posobit’ od nasledovného elementu dV, druhd sila ﬁn’ ktora tato silu
vykompenzuje. Takto moéZeme prechadzat’ cez elementy kvapaliny az k spodnej doske,
ktord je v pokoji. Najdenu silu (5.2.8.1) pdsobiacu na povrch kazdého elementu
kvapaliny moZno vzhl'adom na line4rny priebeh rychlosti v kvapaline v smere osi y
vyjadrit’ aj pomocou lokéalnej zmeny rychlosti s narastom suradnice x v tvare:

E A E d
(%) _ N (%) _ Uy .
lh Ax lh dx

(5.2.8.2)

Z tohto vztahu vyplyva, Ze ak by rychlost’ pridenia kvapaliny bola vSade rovnaka,
viskozne sily v nej by museli byt’ nulové.

Predstavme si kvapalinu pradiacu medzi dvoma nepohyblivymi doskami. Ak by
v celom priereze mala rovnaku rychlost, viskozne sily v nej by boli nulové. Znamena
to, ze by viskdzna kvapalina pradila bez trenia? Nie, rychlosti nemézu byt v celom

pealt
€

p(0)

Obr. 5.2.8.2 Pri prudeni kvapaliny v potrubi klesd v dosledku viskozity rychlost’
pradenia pri (nepohybujucich sa) stenach na nulu. Sily viskézneho trenia pdsobiace
na protil'ahlé plochy kazdého objemového elementu nie st rovnako velké, a preto
nan posobi nenulova vysledna sila trenia. Tato je maximalna pri stene potrubia.
Celkovy sucet sil viskdzneho trenia posobiacich na kvapalinu nachadzajicu sa

v potrubi s dizkou 7 sa rovna len viskoznej sile pri stene, ostatné prispevky sa
vzajomne zruSia. Téato vysledna sila musi byt kompenzovana nenulovym rozdielom
tlakov na konci a na zaciatku potrubia.
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priereze rovnake, lebo, ako sme videli v opise experimentu s hornou pohyblivou
doskou, pri stene je rychlost’ kvapaliny rovnakd ako rychlost steny. Preto pri
nepohyblivych doskach bude rychlost’ kvapaliny nulova a jej narast smerom do stredu
bude spojeny s nenulovymi viskdznymi silami, a teda aj s nenulovym vnatornym trenim
(Obr. 5.2.8.2). Aby takéto pradenie neustalo je potrebné, aby tlak v kvapaline narastal
proti smeru rychlosti priadenia. Celkova sila posobiaca na kvapalinu pohybujicu sa
stadlou rychlostou musi byt nulova. Pre kvapalinu teCucu prierezom S = hd,
nachadzajticu sa medzi doskami s diZkou 7, §irkou 4 potom plati:

dv
0=[p(0) —p(D]hd — 12hn — (5.2.8.3)
dxly—g
z ¢oho najdeme vzt'ah pre pokles tlaku v kvapaline na dizke /:
Ap = 2l dv 5.2.8.4
P= a0, (5.2.8.4)

Silové pdsobenia medzi jednotlivymi elementmi kvapaliny sa navzajom vyruSia
v dosledku 3. Newtonovho zdkona. Rozdiel tlakov teda kompenzuje pdsobenie trecich
sil na hornt a spodnu dosku.

Priklad 5.2.8.1 Odhadneme, na akej vzdialenosti od okraju narastie rychlost’ pradenia
v potrubi na svoju priemernti hodnotu. Potrubie nech ma priemer D = 1cm a priemerna
rychlost’ pradenia v iom nech je v,,, = Im/s. Predpokladajme, Ze pokles tlaku na 1 m
dizky je Ap = 1,7 kPa a viskozita vody pri # = 10°Cjen = 1,3x 1073 Pa-s.

RieSenie: Celkov viskoznu silu odhadneme zo vztahu (5.2.8.1), priCom pre vnutorny
obvod pouzijeme vztah mD:

£ =520 = tnpn e
no nAr_ T nAr

kde Ar je radidlna vzdialenost’ od okraja potrubia na ktorej rychlost’ naréstla z nuly (na
stene) na priemernu rychlost. S¢itanim sily pretlaku a viskoznej sily podobne ako
v (5.2.8.3) ngjdeme:

Vav D)Z
ltDn Ar —n(z Ap

A = 4lnv,,
DAp

= 0,3 mm

Odhadujeme teda, ze pokles rychlosti pri stene bude zna¢ne rychly. Pripadna drsnost’
povrchu méze preto viskdznu silu vyrazne navySovat'.
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Obr. 5.2.8.3 Graf kinematickej viskozity pre vodu a vzduch pri atmosférickom tlaku.
Pri & = 100 °C dochédza k varu, voda meni skupenstvo na paru, ktorej kinematicka
viskozita je uz podobna kinematickej viskozite vzduchu, a teda je priblizne 100-krat
vicsia.

Okrem dynamickej viskozity sa Casto pouziva aj kinematicka viskozita v =
n/p , ktorej fyzikalna jednotka je m?/s.

Viskozita pre vacSinu kvapalin vyrazne klesa s rastucou teplotou, a naopak
viskozita plynov s teplotou rastie (Obr. 5.2.8.3). Jej hodnoty sa uruju experimentalne,
aj ked’ pre plyny jej hodnoty dostato¢ne dobre vysvetl'uje kineticka teoria plynov a pre
kvapalinu je moZné jej hodnotu ur€it’ pomocou simulacii molekularnej dynamiky.

Kontrolné otazky
1. Ako je definovany koeficient dynamickej viskozity?
2. Aky je fyzikalny rozmer koeficientu dynamickej viskozity?
3. Preco je dobré nevytacat nezohriaty spalovaci motor do vysokych otacok?
4.

Aké su hodnoty kinematickej a dynamickej viskozity vody a vzduchu pri 20 °C?

5.2.9 Laminarne prudenie nestlacitenej kvapaliny

Pri odvodeni Bernoulliho rovnice sme neuvazovali viskozne sily, predpokladali
sme, Ze energia objemovej jednotky kvapaliny sa zachovéava. V suvislosti s vypoctom
toku sme zase predpokladali, Ze rychlost’ kvapaliny je v celom priereze potrubia
rovnaka. Vyklad viskozneho trenia v predchddzajucej Casti ukézal, Ze ani jeden z tychto
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Obr. 5.2.9.1 Na cylindricky element kvapaliny vyznaceny tmavSou farbou posobi
okolita kvapalina tlakovymi silami a silami visk6zneho trenia.

predpokladov nie je celkom spravny. V nasledovnom uvazime vplyv viskozity na
pradenie kvapaliny v priamom vodorovnom potrubi s nemennym prierezom pri malych
rychlostiach. Pri takychto rychlostiach je pradenie laminérne, t. j. pradnice tvoria
priamky iduce paralelne so stenami potrubia.

Za element kvapaliny s jednozna¢nou rychlostou, rovnobeznou so stenami
potrubia, vezmeme objem medzi dvoma sGiosovymi valcovymi plochami s diZkou
laspolomermi rar+dr (Obr. 5.2.9.1). Nakolko tento element sa pohybuje
konstantnou rychlost’'ou, je sucet vSetkych nail pdsobiacich sil nulovy. Na jeho predne;j
a zadnej podstave posobia tlakové sily od okolitej kvapaliny:

E,(0) = p(0)2nrdr, E,() =p)2nrdr
a na plastoch viskozne sily od okolitej kvapaliny:
dF, (r)
dr

Stcet tychto Styroch sil, s patricnymi znamienkami podl'a Obr. 5.2.9.1, sa musi rovnat’
nule:

dr

dv
E,() = anﬂla , BE,(r+dr)=E@)+

0 =2nr[p(0) — p(D]dr +

BT 4 = 2mrdvdr +n2 zd( dvm)d
4 dr = 2mrApdr +n2nl——(r———=)dr

takZe po uprave:

0=

Ap 7 d( dv(r))

1 rdr\ dr

Posledny vztah predstavuje diferencidlnu rovnicu pre rychlostné pole v(r). Tato

(5.2.9.1)

rovnica predstavuje Specidlny pripad Navierovej-Stokesovej rovnice (Dodatok D3),
pohybovej rovnice pre rychlostné pole kvapaliny, zjednoduSenej pre stacionarne
prudenie, malé rychlosti a cylindrickt geometriu.

Dvojnédsobnym integrovanim v rovnici (5.2.9.1) podl'a r ndjdeme:
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1A
v(r) = v(0) — ——prz
4n 1
kde v(0) predstavuje maximalnu rychlost’ pradenia v strede potrubia, a smerom k jeho
okrajom klesa kvadraticky. Hodnotu maximalnej rychlosti ndjdeme z podmienky, Ze na

stene potrubia musi byt’ rychlost’ pradenia nulova:

1A 1A
v(R) = v(0) = TR =0 - v(0) =~ R?.
an 1 an 1
Z toho vyplyva ze rychlostny profil ma tvar:
1 Ap
v(r) = ——(R2 r2). (5.2.9.2)

Celkovy objemovy tok kvapaliny méZeme vhodne vyjadrit’ pomocou priemerne;j
rychlosti kvapaliny v,, (5.2.5.2):

R 2 1 Ap (R ,
vav=ﬁ Zm‘v(r)dr:ﬁET r(R* —r4)dr,
0
t. ].
RZAp
Vyy = 877 - (5.2.9.3)

Porovnanim s rovnicou (5.2.9.2) vidime, Ze maximalna rychlost’ v strede je dvakrat
vicSia nez priemernd rychlost. V pripade lamindrneho prudenia teda nachadzame, ze
pokles tlaku v potrubi zapri¢ineny viskozitou je dany vzt'ahom:

8n 8n

Ap = 72 —lv,, = v L], (5.2.9.4)

t. j. je umerny diZke potrubia [, toku alebo priemernej rychlosti v, a prudko narastajuci
so zmenSujucim sa priemerom potrubia R. Z tychto dovodov je pri opise prudenia
viskoznej kvapaliny Bernoulliho rovnicou (5.2.7.7) potrebné pridat’ na jej prava stranu
vyraz (5.2.9.4), predstavujuci pokles tlaku zapricineny viskozitou.

Priklad 5.2.9.1 Najdeme pokles tlaku na vzdialenosti [ = 1 m v potrubi s priemerom d
=1 cm, pri celkovom toku vody zodpovedajicom priemernej rychlosti v,,, = 1m/s, za
predpokladu, ze pradenie ma laminarny charakter. Podl'a rovnice (5.2.9.4):

8n _ 8x1,3x 1073

m
Ap Rzl = 0,0052 leXT= 416 Pa
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¢o je podstatne menej ako uvadzany pokles tlaku v tomto pripade v priklade 5.2.8.1, Ap
= 1700 Pa! Predpoklad o laminarnom prudeni v tomto pripade nebol spravny, ako
uvidime v nasledujucej Casti.

Okrem uvéazenia viskdznych strat, je potrebné modifikovat aj tvar vztahu
vyjadrujiceho hustotu kinetickej energie:

1 2 1 2
Epvav - Zzpvav, (5.2.9.5)

ak sa pouZziva na jej vypocet priemerna rychlost’ prudenia v,,. Symbol { reprezentuje
koeficient kinetickej energie a suvisi s nekonStantnym rychlostnym profilom
(5.2.9.2). Ukéazeme si, ze pre laminarne pradenie plati { = 2.

Ak budeme uvazovat potrubie s prierezom S a dizkou I, tak na jeho vstupe doit
vteka za jednotku ¢asu kinetickd energia:

dEk1

ﬂ vl(r) pvl 2(r)dS

1 1A °
=5p f 2nr [ETP(RZ — rz)] dr
R
_ mp(Ap)® [—E(RZ _ r2)4]
128n313 1 4 0
_ np(Ap)°R® X
= Bl = pntv3,R (5.2.9.6)
Prepocitanim na jednotku plochy dostaneme priemernt hustotu toku kinetickej energie:
) 1 dE, 3
Jeav = W de = PVay,

a teda priemernt objemovu hustotu kinetickej energie:

j 1
e =2 =T pv,, =2 (5.2.9.7)

va v

tak ako sme uviedli.

Kontrolné otazky

1. Kde sa pri odvodeni vztahu (5.2.9.2) pre rychlostny profil pouzil predpoklad
o laminarnom prudeni?

2. Preco musime pocitat’ priemernu rychlost prudenia integrovanim?
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3. Kolko krat treba navysit' pretlak v potrubi, ak chceme zachovat' objemovy
prietok kvapaliny ak v dosledku poklesu teploty vzrastla jej viskozita na
dvojndasobok svojej povodnej hodnoty?

5.2.10 Turbulentné prudenie nestlacitel’nej kvapaliny

V praxi sa s lamindrnym pradenim stretdvame len madlokedy. Pri vysSich
rychlostiach pridenia prudnice prestavaji byt rovnobezné so stenami potrubia
a vytvaraju viry na malych a/alebo velkych priestorovych skéalach. Tieto viri nie st
stacionarne, mozu vznikat, zanikat’ a prestivat’ sa. Takyto rezim nazyvame prechodné
a neskor plne rozvinuté turbulentné prudenie.

Pri vypoctoch pouzZivame v Case ustrednené rychlostné pole, ktoré uz ma
stacionarny, t. j. od Casu nezavisly charakter. Pri stenach potrubia sa vytvara hraniéna
vrstva, v ktorej rychlost’ pradenia kvapaliny klesd na nulu. Celkom v blizkosti steny je
rychlost’ mald, a tu mé prudenie opét’ laminarny charakter — hovorime o laminarnej
podvrstve. Nakol'ko §irka hrani¢nej vrstvy nebyva vel’ka, profil ustrednenej rychlosti
prudenia ma podstatne mensi gradient ako pri laminarnom pradeni. Preto koeficient
kinetickej energie byva pri turbulentnom prideni mensi ako 2, typicky { = 1,4 .

Vzhl'adom na kvalitativne zmeny v pradeni je potrebné zmenit aj vztah
vyjadrujici pokles tlaku podmieneny viskéznym trenim, opisany v predchédzajucej
Casti. Na tento ucel sa zavadza koeficient trenia v potrubi A pomocou Darcyho-
Weisbachovho vztahu:

1
Ap = A—=pvZ, (5.2.10.1)

kde D je priemer potrubia. Porovnanim so vztahom (5.2.9.4) najdeme, ze pre laminar-
ne prudenie plati:

1= pe-ta? 5.2.10.2
“Re’ °T Ty (52.10.2)

kde Re je Reynoldsovo ¢islo a v = 7n/p je kinematicka viskozita kvapaliny.
Vyhodnost' zapisu poklesu tlaku pomocou Darcyho-Weisbachovho vztahu
spoc¢iva prave v tom, ze A, respektive Re st bezrozmerné ¢isla a preto nemoézu zavisiet’
I'ubovolne od rychlosti, rozmeru a viskozity, ale len v takej kombinacii, v akej tieto
veliCiny vystupuji v Reynoldsovom c¢isle. Pri charakterizacii pradenia kvapaliny
v potrubi, laminarneho, turbulentného alebo akéhokol'vek iné¢ho, potrebujeme poznat’
len zavislost’ koeficienta trenia od Reynoldsovho ¢isla A(Re), pri¢om tato zavislost’ je
univerzalna pre akékol'vek kvapaliny prudiace potrubim, ateda mozno ju urcit
experimentalne a tabelovat’. Jeden s ¢asto pouZivanych predpisov ma tvar:
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A(Re) = 64/Re pre Ree(0—3x10%) (laminarne)
~ 10,3164 -Re~"* pre Ree(3x 103 —1x105) (turbulentné)
(5.2.10.3)

Zmena tejto zavislosti pri Re ~ 2300 indikuje kvalitativnu zmenu pradenia
z laminarneho na turbulentné pri tejto hodnote Reynoldsovho ¢isla.

Priklad 5.2.10.1 N3ajdeme pokles tlaku na vzdialenosti [ = 1 m vo vodnom potrubi

s priemerom D = 1 cm, pri celkovom toku zodpovedajiicom priemernej rychlosti v,, =

1 m/s. Ide o ta istl situdciu, pri ktorej sme v priklade 5.2.8.1 pri experimentalne danom

poklese tlaku Ap = 1700 Pa odhadli Sirku hrani¢nej vrstvy na 0,3 mm, a v priklade

5.2.9.1 za predpokladu laminarneho prudenia nasli pokles tlaku len Ap ~ 400 Pa.

V prvom rade teda vyhodnotime Reynoldsovo cislo, aby sme urcili charakter prudenia:
D vayp

n

= 7700

Re =

a teda ide o turbulentny rezim. Predpoklad laminarneho priidenia nebol spravny, a preto
aj pokles tlaku vysiel ovel'a niz§i ako experimentalna hodnota.
Pouzitim koeficientu trenia pre tito hodnotu Reynoldsovho ¢isla ndjdeme:

A1 =0,3164 x 7700~*/* = 0,0338

11 11
Zpv2, = 0,0338——=x1000 x 12 = 1690 Pa

Ap =453 0,012

v sulade s prikladom 5.2.8.1.

Priklad 5.2.10.2 Pri cisteni kalu z dna akvéria
pouzijeme hadicu s dizkou 2,15 m a s priemerom /\

1 cm. Vyskovy rozdiel medzi vstupom vody do

hadice v akvariu (tesne nad dnom) a vystupom

vody nad kybl'om je 45 cm, hladina vody v akvariu

je 25 cm nad vstupom do hadice (Obr. 5.2.10.1).
Akou priemernou rychlostou bude voda vytekat hs

hadicou, ak (a) zanedbame  viskozitu,

(b) predpokladdme laminarne pradenie v hadici —

a (c) budeme predpokladat’ turbulentné prudenie \ /

v hadici? Rozhodnite, ku ktorému ztychto QObr. 5.2.10.1 Pri &isteni kalu

rezimov  dochadza na  zadklade hodnoty v akvariu pretekd voda do vedra

Reynoldsovho &isla. samospadom. Viskozny odpor
kvapaliny v hadici vyrazne
znizuje rychlost’, ktorou voda
z hadice vyteka.
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RieSenie: PouZzijeme modifikovani Bernoulliho rovnicu, uvazujicu aj koeficient
kinetickej energie aj Darcyho-Weisbachov vzt'ah pre pokles tlaku kvdli viskozite:
1 5 [T
hipg — (E Spv* — thg) = dpy =155 pv%
kde v je priemerna rychlost’ prudenia v hadici, h, vertikalna vzdialenost’ hladiny od

vstupu kvapaliny do hadice, h, vertikdlna vzdialenost medzi vstupom do hadice
a vystupom z nej, / dizka hadice a D jej vnitorny priemer. Upravou poslednej rovnice

najdeme vzt'ah:
v = 2(hy + hy)g
S+Al/D

Zavislost koeficientu trenia 4 od rychlosti nie je vel'mi vyrazna, a preto pre prvy odhad
pouzijeme priamo vytokovu rychlost’ idealnej kvapaliny. Pre idealnu kvapalinu (G =1,
n = 0) najdeme (a):

Vig =+/2(hy + hy)g =371 ms™t.

Ak z tejto hodnoty vypocitame Reynoldsovo ¢islo, ndjdeme:

Dvid
Re = " = 28500 > 2300

t. j. sme presvedéivo v turbulentnom rezime. Preto pouZijeme G = 1,4 a vztah pre
koeficient trenia pre turbulentny reZim s rychlostou odhadnutou podla idealneho
pradenia A = 0,3164 x 28500~1/4 = 0,02435 . Pre vytokovii rychlost’ tak najdeme:

2(hy + hy)g
- /— = 144msL,
vturb,O q + /'u/D ’ ms

Ak teraz znovu prepocitame Reynoldsovo C¢islo, a nasledne koeficient trenia,
a opakovali by sme tento proces v niekol’kych iterdcidch ndjdeme nakoniec vysledok:

Veurb = 1,29 ms™1,

c¢omu zodpoveda Reynoldsovo ¢islo Re = 9900 (c).

Pouzitim vzt'ahov pre laminarne pradenie (1 = 64/Re, § = 2) najdeme obdobnym
postupom vytokovi rychlost vy,,, = 2,01 ms™?! (b).

Experimentalna hodnota vytokovej rychlosti pre tto situaciu je 1,14 m s™1. Vidime,
ze pouzitie vzt'ahu pre turbulentné pradenie sa liSi od meranej hodnoty asi o 10 %. Na
druhej strane, pouzitie modelu idealnej kvapaliny alebo lamindrneho prudenia by viedlo
k podstatne vacsej chybe.
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Pre vel'mi tenké hrani¢né vrstvy, vstupuje do uvahy aj drsnost’ steny potrubia.
Na tento ucel je potrebné pouzit’ koeficient trenia A zodpovedajtci drsnosti vntitorného
povrchu, ktory mozno vyhladat’ v Specializovanej literature a tabul'kach.

V dynamike hmotnych bodov, pri pojedndvani o treni v €asti 3.2.4 sme sa stretli
so silou Stokesovho trenia, ktord bola umernd rychlosti telesa, a s aerodynamickym
odporom, kde bola sila umerna kvadratu rychlosti. Aj na rozhodnutie, ktory z tychto
modelov trenia pouzit, sluzi ako kritérium velkost’ urcitého Reynoldsovho (isla.
Napriklad, ak uvazujeme pohyb gul'dcky v tekutine, je geometricky parameter
vstupujuci do definicie Reynoldsovho Cisla priemer gul'6¢ky, a jej obtekanie tekutinou
prestava byt laminarnym uz pri jeho hodnotach Re = 10.

V sucasnosti sa stale viac vyuzivaji numerické metody, Specialne metody
kone¢nych prvkov a kone¢nych elementov pri vypoCte pradenia v realistickych
systémoch. Aj v tychto vypoctoch je ale potrebné modelovat’ hrani¢né vrstvy prudenia
okolo telies pomocou efektivnych modelov uvazujicich rézne rezimy turbulentného
charakteru prudenia v nich, ktoré su zaloZzené na doslednych meraniach alebo
Specialnych vypoctoch vo vel'mi zjednoduSenych geometriach.

Kontrolné otazky
1. Ako sa lisi turbulentné prudenie od laminarneho?

2. Aky vyznam mad Reynoldsovo cislo a aka je jeho kriticka hodnota pre prudenie
vo vodorovnom potrubi?

3. Plati tvrdenie, Ze s klesajucou viskozitou kvapaliny sa blizime k turbulentnému
rezimu?
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DODATKY

D1 Pascalov zakon

Ukazeme, ze Pascalov zakon vyplyva z nezdvislosti velkosti sily pdsobiacej na
plosku od orienticie tejto ploSky. Uvazujme maly objem V kvapaliny v tvare
trojbokého hranol¢eka. Hranol¢ek je ohraniCeny uzavretou plochou, poskladanou
z rovinnych plosok S; (Obr. 1).

Normalovu silu posobiacu na posku S; vyjadrujeme vzt'ahom:
Fy = —p;S5;
kde p; je konStanta iimernosti s rozmerom tlaku, urcujtiica velkost’ sily, ktora posobi

v mieste ploSky §i , amoze teda nadobudat rozne hodnoty pre rézne orientované
plosky. Daldim predpokladom je, Ze sily posobia vzdy kolmo na plosky, t. j. Ze
tangencialne sily v kvapaline st nulové. Okrem tlakovych sil pdsobiacich na plochy,
posobi na zvoleny objem kvapaliny aj tiaZova sila:
F,=pVg.
Ak je kvapalina v pokoji, potom stcet sil posobiacich na zvoleny objem musi
byt nulovy. V smere vektora T potom plati vzt'ah:

(_P1§1 - P2§2 - P3§3) U= —p1S; + p3Szsina = (—=p; +p3)S;,

lebo S; = S;sina a §2 7= 0. Pre kvapalinu v pokoji musi byt’ tento sticet nulovy
a preto musi platit’ p; = p5. Do suctu sil posobiacich na uvazovany element v smere
vektora j musime zahrnuat’ aj tiazov silu:

P2S2 —Pp3Szcosa —pVg = (p, —p3)S, —pVg =0. €))

Zvoleny objem, hoci maly, ma konecnu velkost, takze tlaky p, a p; sa mézu
lisit’ o prispevok od tiaze kvapaliny. Ak nés ale zaujima len fakt, ¢i prakticky v tom
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istom mieste, ale v roznom smere moze posobit’ rozna sila, potom mozno uvazovat
o postupnom az limitnom zmengovani zvoleného malého objemu. Dizku vietkych troch
rozmerov zvolené¢ho objemu zmensSime tak, Ze ich vynasobime malym ¢islom € — 0.
V takomto pripade sa velkosti plosok zmensia €2-krat a velkost’ objemu e3-krat. To
znamend, ze napriklad pri € = 1073 bude tiazova sila vystupujuca v rovnici (a) asi
1000-krat mensSia nez prispevok ploSnych sil a teda ju mézeme voci velkosti tlakove;j
sily zanedbat’.V smere vektora J bude potom platit’ rovnost’ tlakov: p, = ps.

Vo vSeobecnosti mézeme teda konStatovat, Ze ploSna hustota velkosti silového
posobenia v kvapaline v pokoji, €ize tlak, nezdvisi od orientacie plosky. Uvazujme
kvapalinu v pokoji, v nddobe s 'ubovolnym tvarom. Ak na vybrani plosku steny
nadoby zacneme poOsobit’ dodatocnou silou dF = —Apd§, potom o hodnotu Ap sa
navysi tlak vo vSetkych objemovych elementoch kvapaliny nachadzajucich sa za
ploskou ds , aby celkova sila nan posobiaca v tomto smere bola nulova, a teda aby boli
v pokoji. Kedze tlak posobi v kazdom smere rovnako, musi sa o ta isti hodnotu Ap
navysit’ aj vo vSetkych elementoch nad a pod vysSie uvaZzovanymi elementmi, a teda
v kone€nom doésledku v celom objeme kvapaliny. Tym sme dokézali platnost’
Pascalovho zdkona vychéadzajic z predpokladu absencie tangencialnych zloziek sil
poOsobiacich na plosky v kvapaline v pokoji.

D2 Rovnica spojitosti toku v integralnom a diferencialnom tvare

Pri odvodeni sa vychadza zo zakona zachovania hmotnosti, ktory sa v tomto
pripade formuluje s oh'adom na objem V ohranic¢eny uzavretou plochou S. Hmotnost’
tekutiny, ktora za jednotku Casu opusti tento objem (prejde cez uzavreta plochu), musi
sa rovnat’ ubytku hmotnosti tekutiny nachddzajicej sa v objeme — tiez za jednotku ¢asu.
S cielom vyjadrit’ tuto slovni formulaciu matematicky, najprv zapiSeme hmotnost’
tekutiny prostrednictvom integrélu jej hustoty p: m = [[[ pdV. Skalarny sucin J,, -
ds hustoty hmotnostného toku Jj,, s vektorom elementarnej plosky dS predstavuje
hmotnost’ tekutiny, ktord za jednotku &asu pretedie cez tato plogku (vektor dS je
orientovany z vnutra uzavretej plochy von). Cez cell uzavretu plochu S pretecie za
jednotku ¢asu tekutina s hmotnostou ¢p j,, .dS — a otolko sa zmensi hmotnost
tekutiny uzavretej v objeme V', takze musi platit’ rovnica:

R - dm
#]m’ds =1 (@)

¢o je rovnica spojitosti toku v integralnom tvare.
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Rovnicu (a) mozno d’alej upravit pomocou Gaussovej-Ostrogradského vety (—
kapitola o vektoroch, dodatok D4), ked’ sa plosny integral cez uzavreti plochu nahradi
objemovym integralom cez objem uzavrety plochou. Lava strana rovnice sa potom

zmeni takto:
#fm-d§ =fﬂdivjmdv=fﬂdiv(pﬁ)dv.

Hmotnost na pravej strane rovnice vyjadrime ako objemovy integral objemovej hustoty
tekutiny, takze prava strana nadobudne tvar:

= allf e =-[ 5
a ac))) P T ot

Zmena totalnej derivacie pred integralom na parcidlnu za integrdlom je zdovodnena
tym, Ze hustota tekutiny v uvaZovanom objeme sa modze od miesta k miestu menit’,
takze je funkciou viacerych premennych. Po Gprave oboch stran rovnice dostaneme:

[avimar-- [ 2o

odkial’ vyplyva — vzhl'adom na I'ubovolny vyber polohy a velkosti uzavretej plochy
a tym aj objemu — nasledujica rovnost’:

dp

=0,
Jt

div (pv) +

¢o je rovnica spojitosti toku v diferencidlnom tvare.

D3 Zakladna pohybova rovnica hydrodynamiky

Zakonitosti pohybu kvapalin, v ktorych sa neuvazuje s vnitornym trenim
(viskozitou) sa opisuju tzv. Eulerovou rovnicou, z ktorej sa d4a odvodit’ jednak
Bernoulliho rovnica, jednak zédkladnd rovnica hydrostatiky.

Pri odvodeni Eulerove; rovnice sa vychadza

z pohybovej rovnice platnej pre isty objem kvapaliny,
ohrani¢enej uzavretou plochou. Na vybrany objem

kvapaliny pOsobi gravitacna sila IEL a tlakové sily 1:“;,,

P ktoré naii posobia zo vSetkych stran. Gravitana sila posobi

P g , . N , ,

na kazdy objemovy element kvapaliny, pricom vysledné

l P sila I:; predstavuje vektorovy sucet sil pdsobiacich na
9
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jednotlivé hmotné elementy v elementarnych objemoch dV. Vysledna gravita¢na sila

i [ i

v ktorom g je gravitaéné zrychlenie, p hustota kvapaliny v danom mieste a dV
element objemu tekutiny. Aj vysledna tlakova sila sa poc¢ita pomocou integralu, pri¢om
treba integrovat’ cez celil uzavreta plochu ohranicujiucu zvoleny objem:

@=_#pﬁ.

Znamienko minus pred integralom suvisi s dohodou, Ze vektory ds smeruju vzdy
z uzavretej plochy von, ale tlakova sila v danom mieste uzavretej plochy posobi na

sa vypocita integralom:

tekutinu smerom dovntra.
Sucet sil pdsobiacich na objem kvapaliny sa podl’a druhého Newtonovho zékona
rovna sucinu hmotnosti kvapaliny a zrychlenia d jej t'aziska:

s fsa=affor. o

Hmotnost’ kvapaliny nachadzajlicej sa v objeme JV je v tomto vztahu zapisana ako
integral m = [[[ p dV .V rovnici (a) vystupuji dva objemové a jeden plosny integral,
ktory v zadujme d’alSieho postupu treba tiez premenit’ na objemovy. Postup premeny je
pre jeho zdihavost uvedeny je v dodatku D6, vysledkom premeny je vzt'ah:

#pdis’:ﬂfgradpdv (b)

Pri Gprave druhého integralu z l'avej strany rovnice (a) vyuZzijeme skutocnost, Ze
gravitacné zrychlenie je vlastne intenzitou gravitatného pola (pozri vzt'ah 5.1.5.5),

ktora sa rovna gradientu potencialu gravitatného pola: g = E=- grad ¢ (vztah

5.1.5.9), takze
JffpﬁdV=—jﬂpgrad<pdV. (©)

Po dosadeni rovnic (b) a (c) do rovnice (a) dostaneme vysledok:

[[feraavar - [[] pgacoar =a [ pav

ktory eSte upravime:

—ff (grad p + pgrad ¢)dV = d’fﬂpdV.
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Vo vSeobecnosti zrychlenie taziska kvapaliny d@ zavisi od volby objemu V, ktory
kvapalina zabera. Ak sa ale zameriame na dostato¢ne maly objem V, zrychlenie bude
nezavislé od tejto vol'by, a bude predstavovat’ zrychlenie t'aziska vybraného malého
elementu kvapaliny. Pre maly objemovy element } mdéZeme pomocou vety o strednej
hodnote upravit’ 'avl stranu poslednej rovnice, a po predeleni objemom V najst’:

gradp + pgradp = - dp , (d)
alebo v inom tvare

1 1
d=—;gradp—grad<p, resp. &=§—;gradp,

kde p, p a ¢ predstavuji podobne ako zrychlenie d lokalne hodnoty hustoty, tlaku
a gravitatného potencialu v mieste 7 , kde sa nachadza maly objemovy element
kvapaliny V.

D4 Eulerova a Navierova-Stokesova rovnica

Zrovnice (d) zpredchadzajuceho dodatku sa odvodzuje =zakladna
hydrodynamické rovnica, pomenovana po Svaj¢iarskom vedcovi Leonardovi Eulerovi.
Z nej sa potom odvodi aj Bernouliho rovnica. Ako vychodiskovy pouzijeme tvar
rovnice:

1
a=—grad ¢ — ;grad D, (a)

v ktorej zrychlenie d predstavuje zrychlenie t'aziska malého hmotnostného elementu
kvapaliny. Zmena rychlosti tohto elementu za ¢asovy okamzik d¢, z ktorej vypocitame
jeho zrychlenie, musi zahfiiat’ aj zmenu polohy elementu za tento €as. Preto zrychlenie
vyjadrime ako totalnu derivéciu rychlosti podla casu:

dv . vt +de), t+dt) — v(7F(t), t)
— = lim
dt dt—0 dt

Pouzitim pravidla o derivacii zloZenej funkcie viacerych premennych najdeme:

dv(x,y,z,t) 0dvdx 0dvdy odvdz v aJv S
—_— = - +—=—+v-gradv (b)

a= dt ~oxdt Toydr ozde T ot ot

lebo vyraz
ovdx o0dvdy advdz
Oxdt OJdydt oJzdt
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je skalarnym st¢inom vektora rychlosti

a gradientu rychlosti, ¢o je tenzorova veli¢ina, vyjadrend vzt'ahom:

43 aﬁ”r 613%+ 613E
radv=—Ii+—j+—
& ax' " ay! T oz
Po dosadeni zrychlenia vyjadreného vzt'ahom (b) do rovnice (a), dostaneme Eulerovu
rovnicu, platna pre virové aj nevirové prudenie:
ov

. . 1
E-I_ v-gradv = —grad ¢ —;gradp. )

Navierova—Stokesova rovnica zahfna aj vplyv sil viskdzneho trenia pre
nestlacite'né kvapaliny:
aﬁ - - 1 22
E+v-gradv=—grad<p—;gradp+ n Vv, (d)
kde 7 je dynamicka viskozita a V2 je Laplaceov operator. V cylindrickych suradniciach,
vhodnych pre popis pradenia v potrubi, nadobtida Laplaceov operator tvar:
10 o0 1 02 02

ror 6r+r_26_<pz 0z2"

Vi=
Pre rychlostné pole, ktoré zavisi len od vzdialenosti hmotného elementu kvapaliny od
osi potrubia, ¥(r), su derivacie podl'a premennych ¢ a z nulové. Pre ustalené priidenie
su nulové aj derivacie rychlosti podl'a ¢asu, takze Navierova-Stokesova rovnica pre
ustalené¢ prudenie vo vodorovnom cylindrickom potrubi nadobudne tvar:

S , 1 10 /( ov
v-gradv = —;gradp + 7 ;a<ra>
Vyraz na l'avej strane je umerny druhej mocnine amplitady rychlosti, a preto ho mozno
pri malych rychlostiach zanedbat. Vyslednd rovnica pre malé rychlosti, t. j. laminarne
pradenie, je zhodna s rovnicou pre rychlostny profil prudenia vo valcovom potrubi,
odvodenou elementarnejSim postupom v Casti 5.2.9.
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DS Bernoulliho rovnica

Formalne odvodenie tejto rovnice vychadza z Eulerovej rovnice pre pripad, Ze
ide o ustalené izentropické prudenie. Vyjdeme z integralu rovnice pozdlz prudnice
z miesta 7; na miesto 7:

'Fz FZ

1
j- v (grad v) - d7 = j- (—grad o — ;grad p) - d7 (a)
7 7

Vyuzijeme definiciu hmotnostnej hustoty entalpie:

d
di =T ds +—,
p
z ktorej pre 1zentropicky dej (ds = 0) vyplyva:
grad p

gradi = :
p

Prava strana rovnice (a) sa teda rovna rozdielu gravitatného potencidlu a hmotnostnej
hustoty entalpie medzi polohami 7 a 7: @(#) + i(7y) — [@(#,) + i(#,)]. Integral na
'avej strane rovnice (a) upravime v prvom kroku substitiiciou; pomocou rychlostného
pol'a kvapaliny prejdeme k integrovaniu podl'a ¢asu:

7y ty
f v+ (grad v) - dr = f ¥ - (grad v) - vdt.

Prepisanim do zloziek vieme integrant upravit’ nasledovne:

3 3

G 9 [o1 ] 1,
z Vi (a_XlV])V] = Evia_xi ZEV]V] =7D- grad <§U ),
j=

ij=1 i=1
Spétnou substiticiou k integrovaniu po pradnici najdeme:

1 , 1 1,
j grad (§v2> -d7 = Ev(rz)z — Ev(rl)z :

Pouzitim vysledkov ziskanych upravou lavej a pravej strany rovnice (a) nakoniec
nachadzame Bernoulltho rovnicu platni pre ustidlené izentropické pradenie
nestlacitel'nej aj stlacitelnej kvapaliny:

A (1, _ 0
11+2v1+<p1 12+2v2+g02 .
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D6 Premena plo§ného integralu ¢ p dS na objemovy

Na tato transformdciu sa pozije Gaussova - Ostrogradského integralna veta (—
kapitola o vektoroch, dodatok D4), ale vyzaduje si to komentar. PloSny integral (je to

vektorova veli¢ina!) vynasobime skaldrne konStantnym vektorom k (nezavisi od
priestorovych suradnic) a tento vektor priradime k tlaku p:

E-#pd§=#(pl?)-d§. (a)

Pod integralom teraz vystupuje vektorova funkcia, takze plosny integral po uzavrete;
ploche moézeme teraz na zaklade Gaussovej-Ostrogradského vety premenit’ na
objemovy:

#(pl?)-d§=wdiv(pl?)dv=wv-(m?)av:;?-ﬂjvpdv=
=E-jUgradpdV, (b)

lebo skalarny sucin sa uplatni len medzi operatorom nabla a vektorom k . Derivacie
podla priestorovych suradnic, ktoré predpisuje operdtor nabla, sa vSak vzt'ahuju na
skalarnu funkciu p(x,y, z), ¢o vedie na jej gradient. Porovnanim rovnic (a) a (b)
dostaneme vysledny vzt'ah:
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SUHRN VZTAHOV

Gravitacné pole

plosné rychlost’

treti Keplerov zakon
newtonov gravitaény zédkon
gravitacna potencidlna energia

definicia intenzity gravitatné¢ho pol'a

intenzita v okoli bodového telesa
definicia potencialu gravita¢ného pol'a

potencial v okoli bodového telesa

prva kozmicka rychlost’

druha kozmicka rychlost’

1
v, =E(r><v)

TZ a3
1 1
T? = ka3, resp. — = —
TZ 3

2 a3

F: _Gmlmzﬁr
mm
r
F
E=-2
m
m
E = —G—ST
Tr
w
_ "
¢= m
p=-G—
RZ
= 9% +h
vII= ZgR
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Hydromechanika

tlak p =

|

hydrostaticky tlak p = pgh

rovnica spojitosti toku nestlacitel'nej
. Sl 171 == SZ 172
kvapaliny

rovnica spojitosti toku stlacitelne; pSv = p.S,v,

tekutiny
. . 1 1,
Bernoulliho rovnica 5 PV + pgy, +pg = 3 pPV3 + pgy, + p,
zakladna rovnica hydrostatiky p=b+pgh
Torricelliho vzorec — rychlost’ v =,/2gh
vytekajucej kvapaliny
. ov

Eulerova rovnica s +v-gradv = —grad ¢ — ;grad p

. e : . dm
rovnica spojitosti toku, integralny tvar # J-ds =-— I
rovnica spojitosti toku, diferencialny _ dp
tvar div (pv) + Frin 0
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SLOVNIK

Gravitacné pole

druha kozmicka rychlost’ — rychlost’, ktoru treba udelit’ telesu na povrchu Zeme
vo zvislom smere, aby sa uz na Zem nevratilo, t. j. aby uniklo z jej gravitatného
poOsobenia (pri ur€ovani jej vel'kosti sa nerata s odporom vzduchu)

druhy Keplerov zakon — ,plochy opisané za jednotku ¢asu spojnicou Slnko —
planéta su stale rovnako velké, t.j. ploSna rychlost’ kazdej planéty je konStantna*

geostacionarna druZica — druZica obiehajica okolo Zeme v rovine rovnika v takej
vyske, ze jej obezna doba sa zhoduje s dobou otoc¢enia Zeme o 360° ; preto zotrvava
nad jednym bodom rovnika. Vyuziva sa na telekomunikacné ucely

gravitaéna hmotnost’ — miera gravitacnych vlastnosti telies; ziskava sa vazenim, t.
J. porovnavanim gravitacnych sil posobiacich na teleso a na zavazie

gravitatnid KkonStanta — konStanta G = 6,67x107!"! N-m?*kg?, vystupujica
v Newtonovom gravitatnom zakone. Jej velkost’ sa zhoduje s velkostou sily,
ktorou by na seba pdsobili telesa s hmotnostami 1 kg zo vzdialenosti 1 meter

gravitaéna potenciialna energia — vzdjomna potencidlna energia dvoch telies, ktoré
na seba pdsobia iba gravitatnymi silami. S rastiicou vzdialenost'ou medzi telesami
sa zvicsuje; jednotka — joule (J)

gravitaéna sila — sila posobiaca na fyzikadlny objekt, nachadzajuci sa
len v gravitatnom poli

gravitacné pole — fyzikalne pole sprostredkujiice gravitacné posobenie
medzi telesami

gravitacné zrychlenie — zrychlenie, ktoré telesu udel'uje gravitacna sila;
jednotka m/s? ; rovna sa intenzite gravitaéného pol'a

gravitaény potencial — potencial gravitatného pol'a

gravitaény zakon — Newtonov gravitaény zakon
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intenzita gravita¢ného pol’a — vektorova veli¢ina urcend podielom sily posobiace]
v danom bode pola na Casticu a hmotnosti tejto Castice; ma rozmer zrychlenia,
jednotka m/s?

kozmické rychlosti — prva, druha kozmicka rychlost’

Newtonov gravitaény zakon — zdkon vyjadrujuci zavislost’ vel'kosti gravitacnej
sily, ktorou na seba posobia dva hmotné body (dve malé telesd): sila je umerna
sucinu ich hmotnosti a nepriamo imerna druhej mocnine ich vzdialenosti

plosna rychlost’ planéty — podiel ploSného obsahu vytvoreného sprievodi¢om
planéty (spojnicou Slnko — planéta) a prislusného casového intervalu — ploSny obsah
vytvoreny za jednotku ¢asu

potencial gravitatného pola — skaldrna veli¢ina urend podielom gravitacnej
potencialnej energie Castice v danom bode pol'a a hmotnosti tejto Castice;
jednotka J/kg

potencialna energia — gravita¢na potencialna energia

princip ekvivalencie — princip, podla ktorého nedokdzeme rozliSit uc¢inok
gravitatného pola od zrychlenia neinercidlnej ststavy; pre kazdy bod priestoru
v danom okamihu mozno njst’ neinercidlnu ststavu, v ktorej ti¢inky gravitacného
pola vymiznu

prva kozmicka rychlost’ — rychlost’, ktoru treba udelit’ telesu tesne nad povrchom
Zeme v horizontdlnom smere, aby sa pohybovalo po kruznici okolo stredu Zeme
(pr1 urcovani jej vel'kosti sa nerata s odporom vzduchu)

prvy Keplerov zdkon — ,planéty sa okolo Slnka pohybuju po elipsach, malo sa
odliSujucich od kruznic, pricom Slnko leZi v ich spolocnom ohnisku*

tiaZové zrychlenie, zrychlenie volného padu — zrychlenie telesa, ktoré vo vakuu
vol'ne padd vzhl'adom na Zem; rovna sa vel'kosti vektorového sictu gravitatného
zrychlenia s inymi zrychleniami pozorovanymi v neinercialnej vzt'aznej ststave
viazanej na Zem, najmd s odstredivym zrychlenim

treti Keplerov zakon — ,,pomer druhych mocnin obeznych dob 'ubovol'nych dvoch
planét sa rovna pomeru tretich mocnin dizok hlavnych polosi ich obeznych drah*

unikova rychlost’ — druha kozmicka rychlost’

69



zotrvaéna hmotnost’ — miera zotrvacnych vlastnosti telies; prejavuje sa pri
zmenach ich pohybového stavu v inercidlnych vzt'aznych sustavach tym, Ze telesa
s vacSou hmotnost'ou dosahuji mensSie zrychlenie ako telesa s menSou hmotnost’ou,
pri posobeni rovnako velkej sily

zrychlenie vol’'ného padu— tiaZové zrychlenie
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Hydromechanika

Archimedov zakon — zdkon o nadl'ahcovani telies v tekutinach: ,,Teleso ponorené
do tekutiny je nadl'ahované silou, rovnajucou sa tiazi tekutiny nahradenej telesom*

bar — jednotka tlaku; 1 bar = 1x10° Pa (pascalov); = atmosféricky tlak

Bernoulliho rovnica — rovnica vyjadrujuca zakon zachovania mechanickej energie
v laminarne pradiacej kvapaline — ,,sucet kinetickej a potencidlnej energie jednotky
objemu kvapaliny a jej tlaku je v kazdom bode pradnice rovnaky

dokonala kvapalina = idedlna kvapalina — nestlacitelna kvapalina, bez prejavov
vnutorného trenia (viskozity) pri pradeni

dynamicka viskozita (77) —> viskozita

hmotnostny prietok (q,,) — podiel hmotnosti kvapaliny ktord pretiekla danou
plochou (prierezom) a prislusného ¢asového intervalu; jednotka kg/s

hustomer — pristroj na meranie hustoty kvapalin zaloZeny na merani vztlakove;j sily
poOsobiacej na ponoreny hustomer

hydrodynamicka sila — sila pdsobiaca na teleso v kvapaline pri ich vzajomnom
pohybe.

hydrodynamicky tlak — tlak v pradiace; kvapaline zmenSeny o staticky tlak;
vyjadruje sa kinetickou energiou jednotky objemu prudiacej kvapaliny

hydrodynamika — disciplina zaoberajuca sa dynamikou prudiacich kvapalin
a vyuzitim zékonitosti ich pradenia

hydromechanika — mechanika kvapalin, deliaca sa na hydrostatiku
a hydrodynamiku

hydrostaticky tlak — tlak pod hladinou nepohybujicej sa kvapaliny, vyvolany
tiaZzou kvapaliny

hydrostatika = statika kvapalin — nduka o kvapalindch v pokoji, zaoberajica sa
tlakom v kvapalinéach, vztlakovymi silami a pod.

idealna kvapalina — dokonal4 kvapalina
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kinematicka viskozita (v) — veliina zavedena ako podiel dynamickej viskozity
a hustoty (objemovej hmotnosti) kvapaliny; jednotka m?/s

koeficient viskozity — viskozita

kvapalina — latka v stave vyznacujucom sa vel'kou objemovou, ale takmer Ziadnou
tvarovou stalost'ou, prispdsobujuca sa tvaru nadoby

laminarne prudenie — prudenie, pri ktorom s prudnice Casovo stale, v malom
objeme prakticky rovnobezné

medzna vrstva — tenkd vrstva viskoznej kvapaliny nehybne spojena s povrchom
obtekaného telesa

nestacioniarne prudenie — prudenie, pri ktorom sa rychlost’ atlak v kvapaline
s Casom menia

objemovy prietok (q,,) — podiel objemu kvapaliny ktora pretiekla danou plochou
(prierezom) a prislusného ¢asového intervalu; jednotka m>/s

odpor prostredia — silové pdsobenie proti pohybu telesa v kvapalnom alebo
plynnom prostredi

odporova sila — sila (brzdiaca sila) posobiaca proti pohybu telesa v kvapaline alebo
plyne

pascal — jednotka tlaku; predstavuje tlak vytvoreny silou velkosti 1 newton,
rovnomerne rozdelenou po ploche s obsahom 1 m?; 1 Pa=1 N/m?

Pascalov zakon — zdkon o Sireni sa vonkajSieho tlaku v kvapaline: ,,zmena tlaku
v kvapaline nachadzajicej sa v uzavretej nadobe vyvolana vonkaj$im posobenim,
je vo vSetkych miestach kvapaliny rovnako vel'ka“

plyn — latka v stave, v ktorom nemd tvarovu, ani objemovu stdlost, l'ahko
stlacite'na

podtlak — rozdiel medzi vonkajSim tlakom atlakom v kvapaline, ked tlak
v kvapaline je mensi nez vonka;jsi tlak

pretlak — rozdiel medzi tlakom v kvapaline a vonkaj$im tlakom, ked’ je vonkajsi
tlak mensi
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prudnica = pradova Ciara — myslend Ciara v prudiacej kvapaline, ktorej dotycnice
st v kazdom jej bode rovnobezné so smerom pridenia kvapaliny

prudova trubica — myslend trubica v laminarne pradiacej kvapaline, tvorena
pradovymi ¢iarami. Castice kvapaliny neprechadzaju stenami trubice
realna kvapalina —kvapalina, v ktorej sa pri prudeni prejavuje vnutorné trenie

rovnica kontinuity — rovnica spojitosti toku

rovnica spojitosti toku = rovnica kontinuity — rovnica vyjadrujuca skuto€nost’, ze
hmotnostny prietok kazdym prierezom pruadovej trubice je rovnaky

staticky tlak v kvapaline — tlak v kvapaline na plochu, ktord je vzhl'adom na
kvapalinu v pokoji

tekutina — latka v plynnom alebo kvapalnom stave

tlak v tekutine — podiel velkosti sily posobiacej v tekutine kolmo na uvazovanu
plochu a obsahu tejto plochy

Torricelliho vzorec — vzt'ah vyjadrujuci zévislost’ rychlosti vytekajicej ideélnej
kvapaliny z otvoru v nadobe od vysky hladiny kvapaliny nad otvorom; plati, ked’
kvapalina vyteka len vplyvom svojej tiaze

turbulentné prudenie — pradenie, pri ktorom sa tvar pradnic rychlo a nepravidelne
meni

ustalené prudenie — pradenie, pri ktorom sa rychlost’ a tlak v 'ubovol'nom mieste
kvapaliny nemenia

Venturiho trubica — trubica vjednom mieste zuZena, sluziaca na meranie
objemového prietoku na zaklade rozdielu tlakov kvapaliny v miestach trubice
s rozliénymi prierezmi

viskozita — a) vlastnost’ kvapalin a plynov, prejavujlca sa ich vnutornym trenim
b) veli¢ina (znacka 7) definovana ako podiel tangencidlneho napétia medzi vrstvami
pradiacej kvapaliny a velkosti gradientu rychlosti v kolmom smere na smer
pradenia; jednotka Pa-s; pre tuto veliinu sa pouziva aj nazov dynamicka viskozita
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vnutorné trenie kvapaliny — vzajomné silové poOsobenie medzi susednymi,
vzajomne sa pohybujucimi vrstvami viskdznej kvapaliny; vedie k stratam
mechanickej energie prudiacej kvapaliny

vonkajsi tlak — cast’ statického tlaku v kvapaline (alebo plyne), spdsobena
vonkajs$imi silami, nie vlastnou tiazou kvapaliny

vztlakova sila — vyslednica tlakovych sil vyvolanych hydrostatickym tlakom na
povrch telesa ponoreného do kvapaliny
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ULOHY

Gravitacné pole

Udaje potrebné pri rieeni tiloh

gravitaéna konStanta G =6,67x10""" Nm? kg™
normalne gravitané zrychlenie g=9,806 m/s?
hmotnost’ Zeme my; = 5,98x10** kg
polomer Zeme R; =6,37x10°m
hmotnost’ Slnka mg = 1,99x10% kg
polomer Slnka Rg =6,96x10 m
hmotnost’ Mesiaca my = 7,36x10% kg
polomer Mesiaca Ry =1,74x10m
vzdialenost’ Zem - Mesiac 3,82x108 m
hmotnost’ Marsu 6,4x10% kg
hmotnost’ Venuse 4,87x10* kg

1. Porovnajte dostredivé zrychlenie Venuse, Zeme a Marsu na ich priblizne kruhovych
obeznych drahach, pri pohybe okolo Slnka. Pocitat’ mdzete jednak pomocou
gravitatného zakona, jednak pomocou parametrov obeznych drah.

Vysledok: a, = 1,13x102m/s?*, a; = 5,95x10°3m/s?, ay =2,56x10°3m/s> .

2. Vypocitajte, medzi ktorymi telesami pOsobi vicSia gravitatna sila — ¢i medzi
Slnkom a Zemou, alebo medzi Zemou a Mesiacom. Pocitajte a) na zéklade
gravitacného zakona, b) pomocou zékona sily a parametrov obeznych drah.

Vysledok: Fs_z = 3,6x102N, Fz_m = 2x10*°°N..

3. Dve rovnako velké homogénne telesa gulového tvaru sa dotykaju a pritahuji
gravita¢nou silou F; . a) Aka velka by bola pritazliva sila F, , keby sa hmotnost’
kazdej z gtil' zdvojnasobila, pri zachovani hustoty materidlu? b) Aka by bola
pritazliva sila F5 , keby sa pri zachovani hustoty zdvojnasobili polomery gal’?

Vysledok: F, = \[16F,, F; = 16F; .

4. Vypocitajte velkost’ gravitacnej sily medzi Gtvarom s tvarom kruznice (hmotnost’
M , polomer R) a ¢asticou s hmotnostou m, leziacou vo vzdialenosti a od roviny
kruznice na jej osi. Posud’te ako sa zmeni vysledny vzt'ah, ked’ polomer kruznice R
bude podstatne mensi ako vzdialenost’ a .

Vysledok: Fy = (GmMa)/(a* + R?)3/?
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5. Vypocitajte hmotnost Zeme z doby obehu (27,3 dna) apolomeru kruhovej
trajektorie Mesiaca okolo Zeme.
Vysledok: m, = 593x10* kg.

6. V §pickovom metrologickom laboratdriu maju rovnoramenné vahy, ktoré¢ dokazu
zaznamenat' rozdiel hmotnosti 1x10™ kg . Na ramena takychto vah zavesime
dokonale rovnaké zavazia s hmotnostami po 1 kg, priCom zavesy su rovnako t'azké,
ibaze jeden znich o1 m dlh$i. NizSie poloZzené zéavazie je k Zemi pritahované
véacSou silou. Dokézeme tymito vdhami rozlisit’ rozdiel tiazi zavazi?

Vysledok: Dokéazeme.

7. Aka by musela byt minimalna uhlova rychlost’ Zeme, aby sa telesd na rovniku
neudrZzali gravitacnou silou, ale zotrvacnost'ou by sa od Zeme odtrhli?
Vysledok: o = 1,24x1073 rad/s = 256°/h.

8. Vypocitajte velkost' gravitatnej sily F; medzi homogénnou tyCou (dizka L,
hmotnost’ M) a telieskom s hmotnostou m nachadzajiicim sa vo vzdialenosti a od
konca ty¢e na priamke, ktora je predizenim ty¢e. Posud'te ako sa zmeni vysledny
vzt'ah, ked’ vzdialenost a bude podstatne vi&sia neZ dizka tyde L .

Vysledok: . F; = GmM /[a(a + L)].

9. Medzi tyou (dizka L, hmotnost M,) a telieskom s hmotnostou m leZiacimi na
jednej priamke, posobi gravitacnd sila F; (Uloha 8). Teliesko lezi vo vzdialenosti
a od konca tyc€e. Ty¢ nahradime bodovym telesom s hmotnostou M, a umiestnime
ho na miesto, kde lezal stred tyce. Akd musi byt hmotnost” M,, aby sa gravitacna
sila posobiaca na teliesko s hmotnostou m nezmenila?

Vysledok: M, = M;(a + L/2)?/[a(a + L)].

10. Vypocitajte vel'kost’ vzajomnej potencidlnej energie homogénneho utvaru s tvarom
kruznice (hmotnost’” M , polomer R) a Castice s hmotnostou m , ktord lezi na osi
kruznice vo vzdialenosti a od roviny kruznice. Vysledok posud’te pre pripad, Zze R
je podstatne mensie nez a .

Vysledok: W, = —GmM /vVa? + R?.

11. Do akej vysky £ by vo vakuu vyletelo teleso vystrelené za¢iato¢nou rychlostou v,
= 1,2 km/s zvislo nahor? Pocitajte
a) pouzitim vzt'ahu gravita¢nej polohovej energie,
b) pouzitim zjednoduSen¢ho vztahu W, = mgh.

Vysledok: a) h = 759km, b) h = 73,4 km.
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12. Vypoditajte vzajomnu gravitaéna potencialnu energiu tyée (hmotnost’ M, dizka L)
a telieska s hmotnost'ou m , ktoré sa nachadza vo vzdialenosti a od konca tycCe na
priamke, ktora je jej predizenim.

Vysledok: . W, = —G[mM/L]In[(a + L)/a] .

13. Vypocitajte vel'kost” energie £ , ktora by bolo potrebné dodat’ Mesiacu, aby sa
odputal od Zeme (vzdialil do nekonec¢na).
Vysledok: E= 7,76x10?% J =2,16x10?> kWh.

14. Porovnajte absolitne hodnoty kinetickej Wy a potencidlnej W, energie druzice

obiehajucej vo vyske £ nad zemskym povrchom po kruhovej trajektorii.
Vysledok: W) = (1/2)|W,].

15.Aka velkd praca W je potrebnd na umiestnenie geostacionarnej druzice
s hmotnostou m = 1000 kg na obezni drdhu? S odporom vzduchu pri Starte
neuvazujte. Pracu vypocitajte ako rozdiel prislusnych energii druZice.

Vysledok: W =17 MWh.

16.V akej vzdialenosti x od stredu Zeme leZi bod na spojnici Zem — Mesiac, v ktorom
sa gravitacné posobenie tychto telies navzdjom rusi?
Vysledok: x = (9/10) d.

17. Aké velké je gravitacné zrychlenie na povrchu planéty Mars, ktorej hmotnost’ je iba
0,107 hmotnosti Zeme a mé polomer R = 3400 km?
Vysledok: g =3,7 m/s?.

18.V akej vzdialenosti d od stredu Zeme je gravitacné zrychlenie rovnaké ako na
povrchu Mesiaca?
Vysledok: d = 2,45R, R =6370 km.

19. Aka vel’ké je unikova rychlost’ z povrchu planéty Mars? (potrebné udaje st uvedené
v ulohe 17).
Vysledok: v, =35 km/s.

20. Vo vyske zodpovedajuce;j trajektorii geostacionarnej druZzice je inikova rychlost’ v,
mensia nez na povrchu Zeme. Aky je pomer tejto rychlosti v, a obeznej rychlosti
v, geostaciondrnej druzice?

Vysledok: v, /v, = 2.

21.Vypocitajte obezni dobu stanice ISS (International Space Station) lietajicej po
kruhovej trajektorii vo vySke 345 km nad povrchom Zeme.
Vysledok: T = 91,4 min.
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Hydromechanika

Udaje potrebné pri rieSeni tiloh

normalny atmosféricky tlak 1,013 25x10° Pa
normalne gravitaéné zrychlenie g=9,806 m/s?
hustota vody 1000 kg/m?
hustota 'adu 917,6 kg/m?
hustota ortuti 13 546 kg/m?
hustota suchého vzduchu pri 0 °C 1,293 2 kg/m?

22. Akou tiazovou silou F pdsobi vzduch na podlahu miestnosti, ktord ma rozmery
Bm x 4m x 2,4m)?
Vysledok: F = 12x10° N.

23.Pod hladinou vody, vplyvom jej tiaZe, stiipa tlak s rasticou hibkou. V akej hibke #
dosiahne tlak dvojnésobok atmosférického tlaku?
Vysledok: h = 10 m.

24.Trubica s tvarom pismena U (spodna cast’ je vodorovnd) je CiastoCne naplnend
dvomi nemieSajicimi sa kvapalinami s hustotami p, a p,, priCom kazda z nich

zaplia rovnaku diZku v trubici (oznadme ju ¢/2). Aky velky je rozdiel vy$ok hladin

medzi ramenami trubice, ak spodna — vodorovna ¢ast’ trubice — ma dizku d < ¢/2

?
Visledok: hy - hy = (/ = d)(p, = p,)/ (0, + p,).

25.V ortutovom barometri mal stipec dizku 741 mm, teplotu —5 °C. Aky bol
atmosféricky tlak v mieste barometra, ak je tam lokalne tiazové zrychlenie g=9,790
m/s a hustota ortuti pri uvedenej teplote je 0= 13,608x10° kg/m? ?

Vysledok: p = 0,9872 bar.

26. Hustota morskej vody s teplotou tesne nad 0 °C je p, = 1024 kg/m?, hustota 'adu
ktory na nej plava p, = 917 kg/m’. Aka Cast’ V; celkového objemu V T'adove;j kryhy
vy¢nieva nad vodu?

Vysledok: V,/V = 0,1045.
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27.Vyjadrite polomer prudovej trubice vody vytekajicej z vodovodu, ako funkciu
vzdialenosti y od tstia vodovodu (polomer tstia vodovodu 7, , rychlost’ vody v usti

Vo)

Vysledok: . v} = (17v,) [\ VE + 2gy.

28.Do valcovej nadoby sme naliali liter vody (hustota p, = 1000 kg/m?) a liter &istého
lichu (p, = 780 kg/m?). Akym hydrostatickym tlakom p, pOsobi zmes tychto

kvapalin na dno nadoby, ktorého plosny obsah je 100 cm??
Vysledok: p, 21617 Pa.

29.Tlak krvi sa udava v jednotkdch mmHg a u zdravého jedinca dosahuje hodnotu p,
=120 mmHg . Vyjadrite tento tlak v jednotkach pascal a bar.
Vysledok: = 15998 Pa =0,15998 bar.

30. Vypocitajte vel'kost’ sily F; , ktora by zacala pdsobit’ na okno vykladu s rozmermi
2m x 3 m, pri nahlom zvacSeni atmosférického tlaku z vonkajSej strany o 1 %.
Akl hmotnost” m; by muselo mat’ teleso, aby sa jeho tiaz vyrovnala sile F;?

Vysledok: F; = 6-10°N, m; = 611 kg.

31. Vypoditajte rozdiel tlakov Ap vo vodnom stipci medzi dvomi miestami vertikalne
navzajom vzdialenymi o 175 cm (vySka Cloveka) a porovnajte so systolickym
tlakom krvi zdravého Cloveka (120 mmHg).

Vysledok: Ap =2-10*Pa = 150 mmHg.

32.V roku 2005 uviazla v hibke 150 m pod hladinou mora experimentalna ponorka.
Akou silou F; by musela posadka ponorky tlacit’ na inikovy poklop s rozmermi 40
cm x 50 cm, aby ho dokazala v tejto hibke otvorit? Akt hmotnost m; ma teleso,
ktorého tiaz sa rovna sile F;?

Vysledok: F; = 2,94x10° N , m; = 30 ton.

33.Kvapalina s hustotou p zaplia nadobu do vysky A. Akym tlakom p; posobi
kvapalina na dno nddoby, ak sa tato pohybuje zrychlenim a zvislo nahor?
Vysledok: p, = p(g + a)h .

34.Dve rovnaké nadoby stoja na stole a v dolnej Casti su prepojené rarkou s ventilom.
Obsah zdkladne kazdej z nich je S. Jedna nadoba je naplnena vodou do vysky 4,
druha do vysky A/3 . Aku pracu W vykonaju gravitacné sily od otvorenia ventilu az
po vyrovnanie hladin? Hustota vody je p.

Vysledok: W= (1/9)Spgh?.
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35. Aky podtlak Ap musite pl'icami vyvinat’ na hornom konci 15 cm dlhej slamky, aby
ste cez iu mohli z hrnéeka pit’ ¢aj? Podtlak vyjadrite ako zlomok atmosférického
tlaku p, .

Vysledok: Ap =0,0147 p,.

36.Plny dreveny hranol plava na vode, pri€om nad vodou je 30 % jeho objemu. Kolko
percent objemu bude vyc¢nievat, ak ho poloZime na ortut™?
Vysledok: pribl. 95 %.

37.Duté gul’a s vonkaj§im polomerom r; = 10 cm a vnutornym polomerom r, = 9,7 cm
plava na vode tak, Ze je ponorena do polovice. Aka je hustota p =~ materialu,

z ktorého je gul'a zhotovena? Hustotu vyjadrite ako nasobok hustoty vody p .

Vysledok: p, =5,73 p,.

38.SkuSobné teliesko s hustotou p, na vzduchu pdsobilo na pruzinove vahy silou F;.
Ponorené do kvapaliny posobilo na ne silou F,. Vypocitajte hustotu p, kvapaliny.

Pocitajte aj so vztlakovou silou vzduchu, ktory ma hustotu p, .
Vysledok:. p, = p, — (FZ/F1)(/?t — pv) :

39. Vodorovnym potrubim, ktorého vnttorny prierez S; = 1 m?, te¢ie voda rychlo-stou
v, = 50 cm/s, pricom v istom mieste sa potrubie zuZuje na prierez S, = 0,2 m?.
Aky vykon P musi mat Cerpadlo, aby dokédzalo vodu pretlacat’ do uzsieho prierezu?

Vysledok: P= 1500 W .

40.V suteréne obytného domu je horizontalne potrubie na rozvod vody, pri¢om rira ma
vnutorny polomer r; =10 cm, v potrubi je tlak p; =5 bar. Na poschodi o 9 metrov
vysSie otvorime kohutik vodovodu, ktorym zacne tiect voda s objemovym
prietokom g, = 3 I/min. Vnutorny polomer vertikalnej rary k vodovodu je r, =
1,5 cm. Vypocitajte rychlost’ v; prudenia vody v horizontalnom rozvode, ako aj tlak
p, vody vo vodovodnom kohttiku pred jeho otvorenim, a tlak p; po otvoreni, ak
predpokladame, ze sa pritom tlak vo vodorovnom potrubi nezmenil.

Vysledok: v, =0,16 cm/s, p, =4,12 bar, p; =p, (pokles tlaku je zanedbatel'ny).

41.Vo velkej uzavretej cisterne s vodou, na jej bo¢nej stene v hibke 4 =2 m pod
hladinou vody, je ventil s prierezom S; = 6 cm?. Nad hladinou je eSte volny priestor
naplneny vzduchom, v ktorom je tlak p; = 3x10° Pa. Aky bude objemovy prietok
q,, vody ventilom hned’ po jeho otvoreni?

Vysledok: q,=12,61/s .

42.Vypocitajte, akou silou F pdsobi vichrica s rychlost'ou vetra v; = 108 km/h na stenu
domu s rozmermi 10 m x 6 m. Predpokladajme, Ze pri ndpore na stenu vzduch straca
celt svoju kineticka energiu.
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Vysledok: F =3x10* N.

43.Do zvislej bo¢nej steny velkej nddoby polozene;j
na stole navitame dva otvory vo vyskach y;,y, * =
nad dnom nadoby, pricom hladina vody je vo V2
vyske £ . Aky musi byt vztah medzi vyskami y, h L
a y, , aby voda striekajtica z otvorov dopadla na y IT i

stol v rovnakej vzdialenosti od steny nddoby?
Vysledok: y, +y, = h.

44.V akej vyske y; nad dnom nadoby treba navftat’ otvor do jej zvislej bo¢nej steny,
aby voda striekajica z otvoru dopadla v najvacSej vzdialenosti na stol, na ktorom je
nadoba postavena. Hladina vody je vo vyske 4 nad dnom nadoby.

Vysledok: y, = h/2.

45.Popri jednej zo Zeleznic bol v XIX. storo¢i vytvoreny kanal naplneny vodou,
z ktorého sa do parnych lokomotiv mohla za jazdy Cerpat’ voda ponorenim rury,
ktord bola na dolnom konci zahnut4 v smere jazdy, takze do nej prudila voda. Vodu
bolo treba dopravit’ do vySky /4 =5 m rlrou, ktora mala vnitorny priemer 20 cm.
Akou rychlostou v; sa musel vlak pohybovat, aby sa pri prejdeni vzdialenosti d =
1 km podarilo naderpat’ objem ¥ =3 m? vody?

Vysledok: v; = 36 km/h.

46.Na voziku je umiestnena nadoba naplnend vodou do vysky % =50 cm nad dnom.
Tesne nad dnom v bo¢nej stene je umiestneny ventil s prierezom S = 25 cm?.
Hmotnost” vozika spolu s naplnenou nadobou m = 20 kg. Akym zrychlenim a; sa
zacne vozik pohybovat, ak ventil otvorime a za¢ne z neho vodorovnym smerom
striekat’ voda?

Vysledok: a; = 1,25 m/s>.

47.Akou rychlostou wv; bude vytekat’ voda znasosky
nakreslenej na obrdzku? Hladina vody sa nachadza vo
vzdialenosti y; nad rovinou zvolenou za zaklad
od¢itavania vySky, horné ustie ndsosky vo vyske y,,
dno nadoby vo vyske y;, horny ohyb nasosky — y,.
Spodné ustie ndsosky je nizSie ako dno nadoby vo
vyske ys. Aky je objemovy prietok g, nasoskou, ak jej
prierez je S?

Vysledok: v, =+/29(y; —¥s), q, = Sv; .
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