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13 Kvantové javy

Ku koncu 19. storocia sa dostali do pozornosti fyzikov javy, ktorych vysvetlenie
vyzadovalo akceptovat’ predpoklad, Ze prislusné fyzikalne veli¢iny nem6Zzu nadobudat’
Iubovolné, ale len urcité diskrétne hodnoty. ISlo napriklad o elektromagneticku
energiu vyzarovanu zohriatymi telesami, alebo o energiu prindsant svetlom, Ukazalo
sa, ze v tychto pripadoch energia moze byt vyzarovana alebo prijimana len v urcitych
kone¢nych mnozstvach, tzv. kvantach. Bol to fenomén, s akym sa dovtedajsia fyzika
nestretla. NavysSe sa zistilo, ze frekvencie ziarenia vysielaného izolovanymi atdbmami
maju len ur€ité presné hodnoty. S nespojitou mnozinou hodnét veli¢in sa dovtedy
neuvazovalo, 1 ked’ bolo zndme, Ze struna ¢i pistalka vydavaju tony iba diskrétnych
frekvencii. Moderna fyzika vSak priniesla vysledky, podla ktorych sa nespojito meni
napriklad aj elektricky naboj, ¢i magneticky moment telies. Pozoruhodné je, Ze takato
vlastnost’ — kvantovanie — sa tyka nielen telies, ale aj elektromagnetického pola.

O svetle, ako sucasti elektromagnetického Ziarenia, sa viac nez storoCie viedli
spory, ¢i mé charakter vlnenia, alebo ide o prud Castic, ako si to predstavoval Isaac
Newton. V prospech vlnového charakteru svetla svedCi jeho interferencia, ohyb
a polarizicia, javy zname uz z minulosti, ale javy svedCiace v prospech Casticovych
(korpuskularnych) vlastnosti svetla sa dostali do pozornosti az ku koncu 19. storocia.

Prvym javom, ktory bol vysvetleny hypotézou o jeho kvantovom charaktere,
bolo ziarenie absolutne Cierneho telesa. V roku 1900 Max Planck publikoval précu,
v ktorej vysvetlil zavislost’ intenzity vyZarovania' takéhoto telesa od jeho teploty a od
vlnovej dizky ziarenia. Vyslovil hypotézu, podla ktorej zmeny energie AE elektro-
magnetick€ého pola nemézu byt 'ubovolne mal€, Ze sa mézu diat’ iba po konecnych
mnozstvach, vyjadrenych sa¢inom frekvencie f elektromagnetickej viny a konstanty,
ktorti oznacil pismenom h: E = hf, ktord bola neskdr po fiom pomenovana.
Predstavy o spojitych (P'ubovolne malych) zmenidch nie iba energie
elektromagnetického pola, ale aj inych fyzikdlnych veli¢in zacali stracat’ na
opodstatneni a zacalo sa obdobie, v ktorom ziskavala stale silnejSiu poziciu tzv.
,kvantova fyzika®.

Ako druhy bol v roku 1905 Albertom Einsteinom vysvetleny fotoelektricky jav,
predpokladom o kvantach svetelnej energie. Podla Einsteina sa pri dopade svetla na
kov Cast’ energie kvanta vyuZije na uvolnenie elektronu z kovu, zvySok na kineticka
energiu uvolneného elektronu.

Planckova hypotéza, aj Einsteinovo vysvetlenie boli zaviSenim dlhotrvajuce;j
prace, na ktorej sa podiel’ali mnohi vyznamni vedci, odmeneni aj Nobelovymi cenami.

1 Pod intenzitou vyZzarovania sa rozumie energia vyziarena za jednotku ¢asu z plochy s
jednotkovou velkostou.



V roku 1913 Niels Bohr vyslovil predpoklad, Ze elektron v atome vodika
obiehajuci okolo jeho jadra sa moéze nachddzat len na urCitych hladindch energie.
V stlade s Planckovou hypotézou, pri preskoku na niZSiu energiu sa vyziari rozdiel
tychto energii vo forme kvanta, ktorému chapajic ho ako vlnu, zodpovedd presne
uréena vlnova dizka, resp. frekvencia; tym sa koneéne podarilo vysvetlit' diskrétny
charakter spektra atomu vodika, ¢o metédami klasickej fyziky nebolo mozné.

Chapanie elektromagnetického Ziarenia ako prudu fotonov, teda Ze ide o prad
Castic, znamenalo akceptovat’ dvojaky charakter elektromagnetického ziarenia — vinovy
aj Casticovy. Tato skutoCnost priviedla franctizskeho fyzika Louis de Broglieho
k mySlienke, Ze naopak, Castice by mohli prejavovat’ aj vinové vlastnosti. Tuto
mysSlienku vyslovil v roku 1924, a jeho hypotéza vinovo-casticovej duality bola v roku
1927 experimentalne overenda, ked” Davisson a Germer pozorovali difrakciu zvazku
elektronov na povrchu krystalu niklu

Vysvetlenie experimentalnych skutoCnosti predpokladom o nespojitom
charaktere moznych hodnot energie, ako aj predpoklad o vinovych vlastnostiach Castic,
viedli v 20-tych rokoch 20. storocia k vzniku kvantovej mechaniky. Je to vyznamna
teoretickd disciplina, pomocou ktorej sa dodnes podarilo vysvetlit' cely rad javov
tykajtcich sa atomarneho a subatomarneho sveta, vratene tedrii elementarnych Castic.
Zasluhu na vzniku tejto tedrie maji Werner Heisenberg (maticova formulécia tedrie,
1925) a Erwin Schrodinger (1926), ktory sformuloval diferencidlnu rovnicu
poskytujicu matematicky zaklad na vysvetl'ovanie kvantovych javov.

Nasledujtce casti textu st venované opisu spomenutych javov; budi opisané
nielen kvalitativne, ale opis bude podlozeny matematicky.

Potrebné vedomosti

Kapitola nadvizuje na predchadzajice kapitoly suboru Fyzika po kapitoldch, to
znamena, ze treba poznat’ zdkladné pojmy z mechaniky, kmitavého pohybu, vinenia,
ale aj elektriny a magnetizmu. Kapitola nie je matematicky vel'mi ndro¢na, ale zéklady
matematickej analyzy su potrebné.



13.1 Casticové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia

Kruacové slova

Foton, kvantum energie, Planckova konStanta, fotoelektricky jav, vystupna praca,
prahova frekvencia, Ziarenie ¢ierneho telesa, intenzita vyzarovania, spektralna intenzita
vyzarovania, Stefanov-Boltzmannov zékon, Wienov zdkon, Planckov zékon Zziarenia

13.1.1 Foton

Experimentéalne vysledky pozorované pri Ziareni zohriatych telies, pri foto-
elektrickom jave, 1 pri inych javoch, moZzno vysvetlit predstavou o minimalnom
energetickom kvante prendSanom elektromagnetickym ziarenim, pre ktoré sa zauzivalo
pomenovanie foton. Foton ma cely rad vlastnosti typickych pre elementarne Castice,
preto je povaZzovany za jednu z nich.

Fotonu stuvisiacemu s elektromagnetickou vlnou, ktord ma frekvenciu f, sa
pripisuje energia

E =hf (= %an — hw), (13.1.1.1)

kde h = 6,625 x 1073*J.s je Planckova konstanta, # Planckova konstanta delena
Cislom 2m a  uhlova frekvencia elektromagnetickej viny. Podl'a klasickej tedrie je
energia elektromagnetickych vin v oblasti priestoru s objemom ¥ uréen4 vztahom

BZ
Eemklas = w (—SOEZ +_H_o> dv, (13.1.1.1b)

kde E je intenzita elektrického pol'a a B indukcia magnetického pol'a. Pretoze tieto dve

veli¢iny sa m6zu podl'a klasickej teorie spojite menit’, nadobtida aj energia pol'a v danej
oblasti V' Tubovolnu spojiti hodnotu. V ramci kvantovej tedérie posledné tvrdenie
neplati, energia viny je dana celoCiselnym nasobkom poctu kvant foténov,

Eem,kvant = z ng hf ’ (13.1.1.1C)
f
Kde nf je pocet pritomnych fotonov danej frekvencie a pri vypocte energie spocitavame

cez vSetky pripustné frekvencie.
Podrla Specialnej tedrie relativity, plati pre vol'nu ¢asticu vztah

= [m2c* + c?p?, 13.1.1.2a
0 p

kde m, je pokojova hmotnost’ Castice a p jej hybnost’. Foton sa nemo6Ze zastavit', vzdy
sa pohybuje rychlostou svetla. Na druhej strane, v rdmci Specidlnej teorie relativity sa



ukazuje, Ze Castice s nenulovou pokojovou hmotnostou rychlost’ svetla nemdzu
dosiahnut’. Preto musi mat’ foton nulovi pokojovli hmotnost. Porovnanim rovnic
(13.1.1.1) a (13.1.1.2a) dostaneme pre hybnost’ fotonu vztah:

_E _hf h

13.1.1.4
== ( )

p

kde A je vlnova dizka prislusnej svetelnej viny, pre ktorG plati ¢ = f - 4.

Pozorovania ukazuji (napr. zakonitosti optickych spektier), Ze fotonu treba
pripisat’ aj moment hybnosti, ktorého velkost’ L¢ sa rovna

J— h J—
Li = o= . (13.1.1.6)

Vo vsetkych uvedenych veli¢inach vystupuje Planckova konStanta, ktord ma vel'mi
malil hodnotu. Preto zmena energie sustavy (a dalSich veli¢in) pri vyziareni alebo
pohlteni jedné¢ho fotonu je z makroskopického hladiska nepatrna, priam nepo-
zorovatel'na. To je dovod, preCo sa zmeny energie bezne javia ako spojité a nie ako
diskrétne.

Priklad 13.1.1.1 Aka je energia fotonu zodpovedajucemu Cervenej farbe a fotonu
zodpovedajicemu fialovej farbe viditelného spektra? VInova dizka svetla ¢ervenej
farby je 750 nm, fialovej 400 nm, Planckova konstanta ma hodnotu 6,625 x 10734 Js.
Energie vyjadrite v jouloch a v elektronvoltoch.

Riesenie: Foton zodpovedajici Cervenej farbe prenaSa energiu:

Es = hf = hc/A = 6,625 x1073*Js X 3x10®ms™ /(750 X 10" m) =
= 2,65 x1071?] = 1,654 eV .
Foton zodpovedajci fialovej farbe ma energiu Ef = 3,1 eV.

Kontrolné otazky

Akym vztahom sa vyjadruje energia fotonu?

Akym vztahom sa vyjadruje hybnost fotonu?

Aky vztah vyjadruje suvis energie a hybnosti fotonu?

Aku velku energiu, vyjadrenu v elektronvoltoch, maju fotony viditelného svetla?

N e

Ma foton moment hybnosti?



13.1.2 Fotoelektricky jav

Ide o uvol'novanie elektronov z povrchu kovu, ked’ na kov dopada svetlo, alebo
ultrafialové Ziarenie. Tymto javom sa zaoberali viaceri vedci uz koncom 19. storocia,
dokonca este pred objavenim elektronu (Hertz, Halwachs, Stoletov, 1 bratislavsky rodak
P. Lenard, ktory za tieto prace dostal Nobelovu cenu). Ked’ze elektrony pri tomto jave
kov opustaju, pouziva sa aj nazov vonkajsi fotoelektricky jav.

Experimentélne usporiadanie je na obrazku 13.1.2.1. V sklenej banke, z ktorej je
vycerpany vzduch, si umiestnené dve kovové elektrédy. Ked' na jednu z nich, ktora
nazveme katoda zane dopadat’ svetlo (l'ava Cast’ obrazku), za¢nl sa z nej uvolfiovat
elektrony (fotoelektrony) a galvanometer zaregistruje, ze elektrickym obvodom
prechadza elektricky prad (fotoprud).

Obr. 13.1.2.1 Qﬂ
D
@ HHH—

Fotoprid moZzno zmenSit, alebo zastavit’ vloZenim elektrického napitia medzi

\

elektrody, pricom na katddu, z ktorej sa elektrony uvoliiuju, treba prilozit’ kladny pol
a na druht elektrédu zadporny pdl vonkajSieho zdroja elektrického napétia. Meranim
velkosti fotoprudu v zavislosti od velkosti priloZzeného napitia dostaneme krivku, ktora
pri istom napdti (brzdné napitie) dosahuje nulovi hodnotu (Obr. 13.1.2.2).
Mnohonasobnym meranim, pri osvetlovani kovu svetlom roznych vinovych dizok
a roznej intenzity, bolo zistenych niekol’ko skuto¢nosti, ktoré su pre fotoelektricky jav
typické:

a) fotoprud vznika okamzite po osvetleni kovu,

b) brzdné napitie zavisi od frekvencie (vinovej dizky) pouzitého svetla; &im vyssia je
frekvencia, tym je brzdné napétie vicsie (I'ava Cast’ Obr. 13.1.2.2),

c) aby bol fotoprud pozorovatel'ny, frekvencia svetla musi dosiahnut’ isti minimalnu
hodnotu,

d) od intenzity osvetlenia kovu zavisi velkost’ fotoprudu, ale nie brzdné napétie (prava
cast’ Obr. 13.1.2.2),

e) brzdné napitie pri danej frekvencii svetla zavisi od konkrétneho kovu.

8
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Ziskané zavislosti nebolo mozné vysvetlit’ na zaklade klasickych predstav o svetle
ako o elektromagnetickom vilneni. Meratel'ny fotoprid vznika uZ pri prikone pribliZne.
107® W/m?. Pri typickej vzdialenosti medzi atdomami kovu 3 X 107*° m, na §tvorcovy
meter povrchu pripadd rddovo 10° atémov. To znamena prikon svetelnej energie
radovo 1072° W na atém, alebo vo vhodnejsich jednotkdch 1076 eV/s na kazdy atom.
Na uvolnenie elektronu z atébmu treba dodat’ energiu priblizne 1 eV (=1,6 X 10719]).
To znamena, Ze na nahromadenie postacujicej energie by bolo potrebnych az  10°
sekund, ¢o je priblizne 100 dni. Ale fotoprid sa pozoruje ihned’ po osvetleni. To
znamena, ze svetelnd energia sa nerozdel'uje na atdmy rovnomerne, vo vel'mi malych
mnozstvach, ale absorbuje sa len niektorymi atbmami a to v mnoZstvach (kvantach),
ktoré postacuju na uvolnenie elektronu z atomu. V priklade 13.1.1.1 je vypocitana
energia fotonov vidite'nej Casti spektra elektromagnetického Ziarenia. Z vysledku
vidno, Ze ak atdom absorbuje €o len jeden foton, ziska tym energiu postaujucu na
uvolnenie elektronu. Tato skutoCnost’ jednoznac¢ne podporuje Planckovu hypotézu
o minimalnych kvantidch energie, ktoré elektromagnetické pole moze prijimat’ alebo
odovzdavat’.

Vysvetlenie fotoelektrického javu pochédza z roku 1905 od Alberta Einsteina
(dostal zan Nobelovu cenu). Z dopadajucej svetelnej viny kov absorbuje energiu po
kvantéch (jednotlivych foténoch), pricom sa predpoklada, ze fotoén pri dopade na atom
zanikne. Energia fotobnu hf sa spotrebuje Ciasto¢ne na vytrhnutie elektronu z atomu,
molekuly ¢i tuhej latky, na tzv. vystupna pracu W, pricom zvySok sa premeni na
kineticki energiu uvolnené¢ho elektrénu. Tuto energeticku bilanciu vyjadruje
Einsteinova rovnica:

1
hf =W + Emv2 , (13.1.2.1)

kde m je hmotnost’ a v rychlost’ uvol'neného elektronu. Rovnica vysvetl'uje vSetky
pozorované skutocnosti uvedené vyssie pod bodmi a) az e). Cim vysSia je frekvencia
dopadajuceho Ziarenia, tym vécSia Cast’ energie fotdnu sa premeni na kinetickll energiu
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uvol'nen¢ho elektronu, lebo vystupnd praca zavisi iba od druhu osvetl'ovaného kovu.
Cim vigsia je kineticka energia uvolneného elektronu, tym silnejsie musi byt elektrické
pole, ktorym ho treba brzdit,, aby nedoletel az na druhu elektrodu. To znamena, Ze treba
zvacsit brzdné napitie (bod b). Ked’ frekvencia Ziarenia je natol’ko mala, Ze energia
fotonov nepostacuje ani na odtrhnutie elektronu od atému, t. j. na prekonanie vystupne;j
prace, fotoelektricky jav nenastane (bod c). ZvySenie intenzity osvetlenia predstavuje
zvacSenie poctu foténov dopadajucich na kov za sekundu, ¢im sa zvysi pocet
fotoelektronov a tym aj fotoprad. Energia jednotlivych fotonov sa zvySenim osvetlenia
nezmeni, preto sa nezmeni ani brzdné¢ napétie (bod d). Zavislost’ brzdné¢ho napitia od
druhu kovu je dosledkom velkosti vystupnej prace, zavisiacej od pevnosti vidzby
elektronov v konkrétnom kove (bod e).

Einstein pri vysvetleni fotoelektrického javu vyuzil Planckovu hypotézu
a vyznamne ju tym podporil. Nebola totiz medzi fyzikmi prijimand jednoznacne,
dokonca aj Max Planck ju spociatku povazoval iba za ispesSny matematicky obrat, ale
nie za fyzikéalnu realitu.

Priklad 13.1.2.1 Akym brzdnym napitim dokaZzeme zastavit’ fotoelektrony uvolnené
zo sodika (vystupnd praca W = 1,5eV), ked tento alkalicky kov osvetlujeme
modrym svetlom (vinova dizka 4 = 400 nm).

RieSenie: Brzdné napitie U, vynasobené nabojom elektronu e  predstavuje
potencialnu energiu, ktortt dokaze prekonat’ (vyrovnat’) elektron ziskanou kinetickou
energiou pri fotoelektrickom jave. Ziskana kinetické energia sa rovna rozdielu energie
fotonu hf = hc/A avystupnejprace W : U, = (hf —W)/e = 0,998 V.

Kontrolné otazky

a) Co je to fotoelektricky jav?

b) Co rozumieme pod fotoelektrénmi a fotopridom?

c) Co rozumieme pod brzdnym napditim?

d) Ako zavisi brzdné napitie od vinovej dizky svetla?

e) Co rozumieme pod vystupnou pracou?

f) Zavisi brzdné napdtie od intenzity osvetlenia?

g) Viete napisat’ Einsteinovu rovnicu opisujucu fotoelektricky jav?

h) Preco sa fotoelektricky jav musi vysvetlovat kvantovou hypotézou a nie klasicky?

10



13.1.3 Ziarenie absolitne Cierneho telesa

Je to historicky prvy jav vysvetleny na zaklade kvantovej hypotézy. Zohriate
telesd vyzaruju elektromagnetické ziarenie, ktoré bolo predmetom zaujmu vedcov
koncom XIX. storoCia. Zistili, Ze spektrum tohto Ziarenia zavisi predovsetkym od
teploty telesa, ale aj od jeho zloZenia, Gpravy povrchu a pod. VyZarované spektrum je
ovplyvnené schopnostou telesa absorbovat’ konkrétne vlnové dizky Ziarenia. Tito
vlastnost’ sformuloval Kirchhoff uz v 19. storo¢i a zistil, Ze v tepelnej rovnovahe (ked’
sa teplota telesa uz nemeni) ¢im viac energie pri istej vlnovej dizke teleso pohlcuje, tym
viac na tejto vlnovej dizke aj vyzaruje. Aby sa vysledky experimentov réznych
laboratorii dali objektivizovat’ a navzajom porovnavat, bolo potrebné zvolit’ Standardné
teleso, nazvané absolitne ¢ierne teleso. M4 vynimocnu vlastnost’ dokonale absorbovat’
vietky vinové dizky elektromagnetického Ziarenia, o znamena, Ze mé aj maximalne
moznu schopnost’ ich vyZarovat. Redlne telesd su viac-menej sivé, Co znamena, Ze
nedokazu absorbovat’ vSetku dopadajucu elektromagneticku energiu. Model absolutne
¢ierneho telesa sa v metrologickych laboratériach konStruuje v tvare dutiny s malym
otvorom, cez ktory ked’ vnikne elektromagnetickd vina, uz sa fakticky nedostane von.
Preto otvor takéhoto telesa predstavuje absolttne Cierne teleso. Zohrievanim telesa
s dutinou a meranim parametrov Ziarenia vychadzajiceho cez otvor, mozno ziskat
informécie o spektre Ziarenia (absolutne Cierneho telesa) zodpovedajuceho prislusne;j
teplote.

Na kvantitativny opis takéhoto Ziarenia treba zaviest’ niektoré nové veliCiny.
Treba predovsetkym zaviest’ veli¢inu vyjadrujiacu kol'ko Ziarivej energie AE vychadza
z plosky s jednotkovym obsahom za jednotku ¢asu. Je to intenzita vyZarovania (M),
ktord je definovana vztahom

AE

ameria sa v jednotkach J/(m?s) = (J/s)/m?=W/m? . Touto veli¢inou sa vyjadruje thrnna
vyzarovana energia na vsetkych vlnovych dizkach (frekvenciach). Na opis
vyzarovaného spektra treba zaviest’ d’alSiu veli¢inu, ktora je definovana podielom

 AM  dM
M, = lim — =

Jim AF = (13.1.3.2)

a nazveme ju spektralna intenzita vyZarovania. Jednotkou tejto vyznamnej veliiny
je Ws/m?. Na zaklade vzt'ahu (13.1.3.2) mdézeme medzi veli¢inami M a M; napisat’
aj opacny vzt'ah

M = fo M, df. (13.1.3.3)

11



Mnohé experimenty vykonane eSte v 19. storoci viedli k ziskaniu zavislosti veli¢iny M
jednak od frekvencie (vlnovej diZzky), jednak od teploty. Schematicky st tieto krivky
znazornené pre tri teploty T; < T, < T3, nalavej Casti nasledujuceho obrazku.

M My

T3 Obr. 13.1.3.1

i)

Ti

f fmax f

Okrem nameranych kriviek boli ku koncu 19. storofia zname aj ich dve
vyznamné vlastnosti. W. Wien objavil v roku 1893 vzt'ah medzi termodynamickou
teplotou T absolutne &ierneho telesa a vinovou dizkou zodpovedajucou maximu
kriviek vyzarovania. Casto sa namerané zavislosti vynasaji ako funkcie vlnovej dizky,
pricom sa spektralna intenzita vyzarovania prepocitava na jednotkovy interval vinovej
dizky a nie frekvencie. Vtedy mozno priamo napisat’ vzt'ah

T A = b, (13.1.3.4)

¢o je Wienov zdkon a b = 2,898 x 103 K'm je Wienova konStanta.

Jednoduchym vypoctom ziskame z Wienovho zdkona informaciu o vinovej
dizke zodpovedajicej maximu vyzarovania pri roznych teplotach. Pri teplote 5000 K
(priblizne teplota povrchu Slnka) absolutne Cierne teleso najviac energie vyzaruje
v okoli vinovej dizky 577 nm, ¢o zodpoveda Zltozelenej farbe. Na tieto vinové dizky je
ludské oko najcitlivejsie. Pri teplote nad 7000 K maximum leZi v ultrafialovej oblasti.
Pri teplote 3000 K, ktort dosahuje wolframové vldkno ziarovky, maximum lezi pri 960
nm, &o je v infradervene;j oblasti. Ziarovka s wolframovym vldknom viac zohrieva nez
svieti, lebo do vidite'nej oblasti vyzaruje menej nez 10 % z dodavanej elektricke;
energie. Dnes st zname udaje aj o reliktovom Zziareni (pozostatku po zaciatocnej faze
Vesmiru,) ktoré mé vlnova dizku priblizne 1 mm, &o patri do oblasti mikrovin (Ziarenie
objavili Penzias a Wilson v roku 1965, Nobelova cena). Tomu zodpoveda teplota
2,7 K, teda teplota blizko absolutnej nuly.

Viedensky vedec J. Stefan v roku 1879 empiricky zistil d’alSiu zadkonitost’, ktora
L. Boltzmann neskor teoreticky zdovodnil. Zistili, Ze velkosti ploch pod krivkami
spektralnej intenzity vyzarovania st umern¢ Stvrtej mocnine termodynamickej teploty.
Tato zavislost je zndma ako Stefanov — Boltzmannov zikon a vyjadruje sa vzt'ahom
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M= ["M;df =oT*. (13.1.3.5)

Vo vzt'ahu vystupujuca Stefanova — Boltzmannova konStanta, ma experimentalne
uréent hodnotu o = 5,67 X 1078 J/(m?-s-K*#). Pomocou tohto zdkona mozno napriklad

vypocitat, ze Slnko zjedného Stvorcového centimetra vyzaruje 7 kW, wolframové
vlakno pri 2450 K iba 50 W.

Priklad 13.1.3.1 Pri ktorej vinovej dizke by maximalne vyzarovalo absolitne &ierne
teleso, keby malo teplotu I'udského tela?

RieSenie: Teplotu l'udského tela 37 °C treba najprv vyjadrit’ v termodynamicke;j
teplotnej stupnici, t. j. 7= 310 K. Dosadenim do Wienovho zikona pre vinovua dizku
maxima dostaneme A4, = b/T = 2,898 x 103 /310 = 9,35%x10°m. To je
hlboko v infracervenej oblasti.

Priklad 13.1.3.2 Kolko energie by vyziarilo 'udské telo za hodinu, keby sme ho mohli

povazovat’ za absolutne ¢ierne teleso? Povrch tela ma asi 2 m?.

Rie§enie: Podla Stefanovho-Boltzmannovho zikona energia vyZiarend za jednu
sekundu z jedného Stvorcového metra, t. j. vyZarovany vykon je

M = oT* = 5,67x108x (310)* = 524 W. Za jednu hodinu z plochy 2 m? sa vyziari
energia E = 524x2x3600 = 3,8 MJ = 1,05 kWh.

Poznamka: Telo prijima energiu aj z okolia, je chranené odevom, a nie je absolutne
¢iernym telesom, takZe skuto¢na strata energie je ovel'a mensSia.

Kontrolné otazky

Co rozumieme pod absoliitne ciernym telesom?

Ako sa laboratdrne realizuje absolutne Cierne teleso?
Definujte velicinu intenzita vyZarovania.

Definujte spektralnu intenzitu vyzarovania.

Napiste Wienov zdkon.

Napiste a slovne vyjadrite Stefanov-Boltzmannov zdkon.
V ktorej oblasti vinovych dizok vyZaruje Sinko najviac?

NS R W~

V ktorej oblasti je taZisko vyzarovania wolframového vidkna ziarovky?

13



13.1.4 Planckov zakon Ziarenia

Laboratorny model ¢ierneho telesa — dutina s malym otvorom — bol pouzity aj
pri overovani teoretickych navrhov vysvetlit' zavislost’ kriviek spektralnej intenzity
vyZarovania od teploty. Z dutiny méze vychadzat iba to o v nej je, preto jestvuje tizka
suvislost’ medzi energiou pripadajucou na jednotku objemu w v dutine a intenzitou
vyzarovania M cez otvor. D4 sa dokazat’ (pozri dodatok D1), ze medzi nimi plati vzt'ah
(c jerychlost svetla):

M=_w. (13.1.4.1)

Vypocty sa potom tykali energie nahromadenej v dutine pri teplote T. Vypocty —
klasické i Planckov — sa opierali o mySlienku, Ze v dutine absolitne ¢ierneho telesa sa
nachadzaju stojaté elektromagnetické viny, ktoré na jej elektricky vodivych stenich
musia mat uzly. Preto v dutine mozu existovat’ iba niektoré frekvencie a ich celociselné
nasobky. Stojatd vina neprenaSa energiu, moze sa chapat’ ako harmonicky oscilator
(podobne ako kmitajtca struna), ktory ma svoju energiu a frekvenciu. ISlo v podstate
o urcenie poctu takychto hypotetickych oscilatorov v dutine, ale hlavne o ich strednu
energiu. Pre pocet oscilatorov kmitajucich s frekvenciami z intervalu f az f + df
a ktoré sa nachadzaju v dutine s objemom V, bol este v ramci klasickej fyziky odvodeny
vztah (pozri dodatok D2)

8mf?
T
c

Vdf, (13.1.4.2)

v ktorom ¢ je rychlost svetla. Na jednotku objemu v dutine tak pripadd pocet
oscilatorov
_dN _ 8mf?

dn=—>=—— df . (13.1.4.3)

Tento vztah pouZil aj Planck. Rozdiel medzi Planckovym a klasickym pristupom
vznikol pri vypoéte strednej energie (E) oscilatorov, ktoré sa pri termodynamickej
teplote T nachadzaju v tepelnej rovnovahe s okolim. Podrl'a klasickej teorie plati vzt'ah

(E) = kT, (13.1.4.4)

kde k je Boltzmannova kons$tanta. Vztahy (13.1.4.3) a (13.1.4.4) pouzijeme na
vypocet energie v jednotke objemu dutiny, pripadajicej na interval frekvencii f az
f+df:

8nf?

C3

wy df = (E)dn = kT af, (13.1.4.5)
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kde wy je energia pripadajuca na jednotkovy interval frekvencie, t. j. spektralna

objemova hustota energie. Pre spektralnu intenzitu vyZzarovania pomocou vztahu
(13.1.4.1) ziskame vysledok

2nf?

cz

My = kT (13.1.4.6)
Integraciou cez vSetky frekvencie by sme mali dostat’ celkovl intenzitu vyZarovania.
Integral vSak diverguje, ¢o by znamenalo, Ze Cierne teleso by malo vyZarovat
nekonecne vel'a energie. Tento netspesny postup pochadza od Rayleigha a Jeansa.
Zavislost’ ktoru ziskali, sa zhoduje s experimentalnymi krivkami spektralnej intenzity
vyzarovania iba pri nizkych frekvencidch, zodpovedajicich infraCervenému Ziareniu.
Ich funkcia M rastie s druhou mocninou frekvencie, a pri frekvenciach ultrafialového
Ziarenia sa prejavuje uz znacny nesulad s experimentalnymi krivkami. Z tohto dévodu
sa v suvislosti s Rayleighovym a Jeansovym pokusom vysvetlit’ experimentalne krivky
hovori o ultrafialovej katastrofe.

Max Planck predpokladal, ze oscilatory s frekvenciou f mozu mat iba
diskrétne energie E, = 0,E; = hf, E, = 2hf, E5; = 3hf,... kde h je Planckova
konStanta. Z mnoZstva oscilatorov v dutine, kmitajtcich touto frekvenciou, sa najviac
nachadza v stave s najnizSou energiou E;, pri¢om oscilatorov s nasobkami tejto energie
s rasticou energiou ubuda. Relativne zastipenie oscilatorov srdznymi energiami
Planck vyjadril pomocou vztahu pochadzajuceho od L. Boltzmanna, podl'a ktorého
pokles poctu oscilatorov s rasticou energiou ma exponencialny charakter:

N, exp(—E,/kT)

V= e CE/RD (13.1.4.7)

Pre strednt energiu oscildtorov kmitajtcich s frekvenciou f takouto cestou ziskal
vztah (pozri dodatok D3)

_ hf
~exp(hf/kT)—1"
Ked tymto vysledkom nahradime vo vztahu (13.1.4.6) klasicku stredni hodnotu
energie oscilatora kT, tak pre spektralnu intenzitu vyzarovania dostaneme vysledok:

V. — hf 2nf?  2m hf3
= exp(hf/kT) =1 ¢z c? exp(hf/kT)— 1"

(E)

(13.1.4.8)

(13.1.4.9)
¢o je Planckov zakon Ziarenia.
Zavislost’ spektralnej intenzity vyzarovania od frekvencie a teploty, vyjadrena

vzt'ahom (13.1.4.9), je v dokonalej zhode s experimentalne ziskanymi krivkami. To
bola prvd vyznamnéd skutoCnost’ podporujiica opravnenost Planckovej hypotézy.
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Extrém tejto funkcie zodpoveda maximu vyZarovania, ¢o znamena ze ho mozno najst’
pomocou prvej derivacie podla frekvencie. Tak mozno ziskat’ Wienov zakon o posune
maxima vyzarovania. Integraciou vztahu (13.1.4.9) cez vSetky mozné frekvencie, t. j.
od nuly aZ po nekonecno, dostaneme celkovl intenzitu vyZarovania, pre ktoru
z vypoctu vyplyva, Ze je imerna Stvrtej mocnine termodynamicke;j teploty T4. Preto aj
Stefanov — Boltzmannov zdkon mozno odvodit' z Planckovho zakona ziarenia. To
znamena, ze Planckova hypotéza o existencii minimalnych energetickych kvant pri
vyzarovani a absorpcii elektromagnetickej energie bola plne opravnena.

Na zéaver je dolezité uviest, ze limita strednej energie (13.1.4.8) pre 27 — 0 sa
rovna klasickej hodnote strednej energie oscilatora kT, t. j.

i hf B
hoo exp(hf /kT) — 1

kT, (13.1.4.10)

o ¢com sa mozno presvedc¢it’ pouzitim L "Hospitalovho pravidla. To znamena, Ze klasicky
vzt'ah vyjadrujici strednt energiu oscildtora je limitnym pripadom kvantového vztahu.
Poukazuje to aj na stivis medzi kvantovou a klasickou fyzikou.

Kontrolné otazky

1. Z akych predpokladov vychddza vypocet objemovej hustoty elektromagnetickej
energie v dutine?
2. K akému vysledku viedol Rayleighov a Jeansov vypocet intenzity vyzarovania?

“w

Aku hypotézu vyuzil Planck pri vypocte spektralnej intenzity vyZarovania?
4. Aky je vztah medzi strednou energiou oscildtora vypocitanou klasicky a podla
Planckovej hypotézy?
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13.1.5 Bohrov model atomu vodika

Bohrov model poskytol vysvetlenie ¢iarového charakteru spektier izolovanych
atomov. Aj v tomto pripade posluzila Planckova kvantova hypotéza.

Experimentéalne skutoc¢nosti, ktoré viedli k vzniku kvantovej mechaniky, mali
v podstate svoj povod v skumani optickych spektier. Tie sa zacali dokladne Studovat
v prvej polovici 19. storocia, lebo vtedy sa uz prislo na to, ako priradit’ jednotlivym
farbam viditelného spektra prislusné vinové dizky, resp. frekvencie. Takto boli
opisané spektra Zziarenia Slnka, rozzeravenych telies, pricom spektrd Ziarenia
vysielaného atdmami sa skiimali pri elektrickych vybojoch v zriedenych plynoch. Tam
sa atomy nachadzaju prakticky v izolovanom stave, a pri vyboji sa vzdjomnymi
zraZkami dostdvaji do vzbudeného (excitovaného ) stavu. Pri prechode do stavu
s nizSou energiou vyZzaruju svoje charakteristické elektromagnetické Ziarenie s pri-
slusnymi frekvenciami, resp. vinovymi dizkami.

Optické spektra izolovanych atdémov sa vyznacuji tym, Ze na rozdiel od spektra
slnecného svetla sa v nich vyskytuje svetlo len s niekol’kymi presne vymedzenymi
vinovymi diZkami. Slne¢né spektrum je spojité, obsahuje zlozky s P'ubovolnou vinovou
dizkou, ale o spektrach atdmov sa hovori, Ze su &iarové, pricom kazdej objavenej sa
spektralnej Giare? je priradend urita konkrétna vinovéa dizka (frekvencia). Napriklad
spektrum atomu vodika, ktoré zohralo vyznamnu tulohu pri vzniku kvantovej
mechaniky, obsahuje vo viditelnej Gasti 4 spektralne &iary, ktorych vlnové dizky
(v nanometroch) su uvedené v nasledujticej tabul’ke.

Farba cervena zelena modra fialova
Vinova dizka 656 486 434 410
(nm)

Uvedené Styri spektralne Ciary patria do tzv. Balmerovej série (objavena 1885), patri
vSak do nej aj niekol’ko Ciar z ultrafialovej oblasti. Neskor boli pozorované aj d’alSie
spektralne série vodika, v ultrafialovej oblasti Lymanova (1906 — 1914)
a v infraCervenej oblasti Paschenova (1908), Bracketova (1922) aj Pfundova (1924).
Na vypoéet vinovych dizok A spektralnych ¢iar Balmerovej série nasiel R. Rydberg
v roku 1888 formulu, pomocou ktorej sa daji vel'mi presne ur¢it’. Formula ma tvar:

2 Termin spektralna ¢iara pochadza z optickej spektroskopie, pri ktorej sa na matnicu spektroskopu
premieta obraz Uzkej Strbiny, cez ktoru do spektroskopu vstupuje skimané svetlo. V spektroskope
sa svetlo rozklada hranolom na zloZky podra ich vinovej dizky, takZze zlozky s rozliénymi vinovymi
dizkami sa premietaju na rézne miesta matnice vo forme Usediek.
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1 1 1

kde R je Rydbergova konsStanta a n < m st prirodzené ¢isla. Hodnota kons$tanty R
= 1,09677x10” m™' bola uréena na zaklade vinovych diZok ziskanych pri merani
spektier. Formula plati aj pre ostatné série spektralnych ¢iar vodika. Pri Lymanove;j
sérii n=1, pri Balmerovej n =2, pri Pashenovej n =3, Bracketovej n=4, Pfundove;j
n=15. PriStyroch vysSie uvedenych ¢iarach Balmerovej série za Cislo m treba dosadit’
hodnoty uvedené v nasledujtcej tabulke:

Farba éervena zelena modra fialova
Vinova dizka 656 486 434 410
(nm)

Cislo m 3 4 5 6

Rydbergova formula vystihuje nespojitost’ (diskrétnost’) vodikového spektra, ale
neobjasiiuje pricinu tohto javu. Klasicka ,,spojitd fyzika pri¢inu nedokdzala urcit. Na
kvantovu podstatu javu poukazal v roku 1913 Niels Bohr, ked” v ¢asopise Philosophical
Magazine uverejnil poloklasicky model atdbmu vodika. Predpokladal, Ze elektron obieha
okolo jadra, pricom v snahe vysvetlit’ ¢iarovy charakter spektra sa opieral o nasledujice
predpoklady.

1. Energia pri pohybe elektronu nie je vyZarovand permanentne, ako predpoklada
elektrodynamika, ale len pocas prechodu sustavy medzi dvoma ,,staciondrnymi‘ stavmi.

2. Dynamické rovnovaha sustavy v stacionarnych stavoch vyhovuje normalnym
zdkonom mechaniky, ale tieto zakony neplatia pri prechode sustavy medzi tymito
stavmi.

3. Ziarenie emitované pri prechodoch stistavy medzi stavmi je homogénne, pri¢om
medzi frekvenciou f a vyziarenou energiou E plati vztah E = hf, kde /4 je Planckova
konstanta.

4. Rozdielne staciondrne stavy jednoduchej sustavy skladajucej sa z elektrénu
obiehajuceho okolo kladné€ho jadra st ur¢ené podmienkou, Zze pomer medzi celkovou
energiou emitovanou pocas formovania konfiguracie a frekvenciou obiehania elektronu
je celoCiselnym ndsobkom hodnoty 4/2. Za predpokladu, Ze elektron obieha po
kruznici, je tento predpoklad zhodny s predpokladom, Ze moment hybnosti elektronu
obiehajticeho okolo jadra je celo¢iselnym ndsobkom hodnoty 4/2mw .
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V piatom bode Bohr vyslovil predpoklad o momente hybnosti elektronov
v sustavach s viacerymi elektronmi, ¢o sa vSak netyka atomu vodika.

Bohrove predpoklady, tzv. Bohrove postulaty, m6zeme stru¢nejsie vyjadrit’ takto:

e clektron sa moZze pohybovat’ po kruhovych drahach len s uréitym polomerom,
pricom — v protiklade s klasickou fyzikou — nestraca (nevyzaruje) pritom
energiu,

e pri takomto pohybe mdze moment hybnosti elektronu nadobudat’ len celociselné
nasobky Planckovej konStanty vydelenej ¢islom 27, teda je kvantovany,

e clektréon tak moze nadobudat’ len ur€ité hodnoty energie, priCom pri prechode na
hladinu s niZSou energiou sa rozdiel energii AE vyZiari vo forme kvanta, ktorému
podla Planckovej hypotézy prislucha frekvencia f= AE/h, kde & je Planckova
konStanta.

Na zdklade uvedenych predpokladov mozZzno vypocitat dovolené¢ hodnoty
polomerov r dréh, ale aj rychlosti v aenergii E na tychto drahach. Dostrediva sila
pOsobiaca na obiehajuci elektron s hmotnostou m a nabojom e je realizovana
elektrostatickou pritazlivou silou, takze plati rovnost’

N

172

mrw? = m— = k—, (13.1.5.2)

ﬁlm
N

kde k je konstanta z Coulombovho zékona; v stistave SI ma tvar k = 1/(4me,).

Potencidlna energia ststavy elektron — jadro vodika je vyjadrena vztahom

82
E,=~k—, (13.1.5.3)

a kineticka energia elektronu, ako vyplyva zo vztahu (13.1.5.2)

E, = tmyt = L& 13.1.5.4
k=omrt=ck—. (13.1.5.4)

Celkova energia sustavy je tak vyjadrena vztahom:

E=-— (%) ke;—z =— (%) mv2. (13.1.5.5)

Podl'a Bohrovho postulatu pre moment hybnosti plati vztah

L= mvr = mriw = n(h/2n),
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a vyuzitim vztahu (13.1.5.2) dostaneme
mriw? = ke?,
odkial’ pre rychlost’ elektronu na n-tej kvantovej drahe vychadza

27'[32_ e? 1
nh  2g,hn’

v=rw=k (13.1.5.6)

Pre energiu sustavy s elektronom na n-tej kvantovej dréhe, teda pre n-ty kvantovy stav,
po kratkej uprave dostavame vysledok:

e‘m 1
Bn=—s53 ) (13.1.5.7)

Pre energiu vyziarenu pri prechode sustavy z m-t€ho do n-t¢ho kvantového stavu
plati vztah hf = —(E, — E;,), t.].

N E _E = etm 1 N etm 1\ [e*m (1 1) 13158
[ = Em = B = 8e2h? m? 8e2h2n2)  \8e2h?)\n2 m2) (13.1.5.8)
Tento vzt'ah upravime tak, Ze vyuzijeme rovnost hf = hc/A, kde c je rychlost svetla

a A vInova dizka vyZiarenej viny. Na I'avej strane ponechame len 1/4 , a tak ziskame
vzt'ah zhodny s Rydbergovou formulou:

1 e*m 1 1
21 \8e2h3c (ﬁ B W) ' (13.1.5.8)

z ktoré¢ho vidiet’ suvislost’ Rydbergovej konStanty s inymi vyznamnymi konStantami.

Takto vypocitand Rydbergova konstanta ma hodnotu:
R = (e*m)/(8¢*h’c) =10973 7312 m™!,

¢o sa len malo 1i8i od hodnoty 1,09677x10” m™! vypocitanej zo spektralnych udajov.
Pre polomery dovolenych kruznic v atdme vodika vychddza vzt'ah
eh?

T, = nezmnz' (13.1.5.9)

a z neho pre prvll kvantova drahu hodnota 7; = 0,529x1071° m. Pre frekvenciu
obiehania na tejto drahe vychadza 1/T = 6,58x10" s7!.

Obiehajuci elektron vytvara elektricky prud v uzavretej slucke a tym vznika
magneticky moment, pricom pre n-ti kvantova drahu plati vztah:

_ eh
"~ 4mm

my
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Kvantovanie energie atdbmov bolo experimentdlne overené¢ v roku 1914
J. Franckom a G. Hertzom, teda len rok po Bohrovom uverejneni kvantového modelu
atomu. V ich pokuse elektrony letiace cez riedke ortut'ové pary stracali pri nepruznych
zrazkach s atbmami ortuti vZdy len urciti hodnotu kinetickej energie — taka, ktora bola
potrebna na prechod atému do vysSieho kvantového stavu.

V Bohrovom modeli vystupuje jediné kvantové Ccislo, nazyvané hlavné.
A. Sommerfeld zaviedol pri opise atomu vodika d’alSie dve — orbitdlne, ktorym sa
kvantuje moment hybnosti a magnetické¢, v stvislosti so sklonom roviny drahy
vzhl'adom na vonkajsie magnetické pole. Stvrté kvantové &islo pribudlo po objaveni
spinu, t.j. vlastného momentu hybnosti elektronu, ktoré nesuvisi s obehom okolo jadra,
ale s vlastnym magnetickym momentom elektrénu.

Bohrovym modelom sa situacia s opisom kvantovych stavov atdmov nedoriesila,
lebo Bohr kvantovanie postuloval, ale neodvodil z hlbsieho fyzikédlneho principu. Tento
problém vyriesil o desat’ rokov neskdr E. Schrodinger, Comu je venovana tretia Cast’
tohto zoSitka. Bohrov model atomu nedokazal vysvetlit’ ani intenzitu spektralnych Ciar,
¢o tiez zvladla az kvantovd mechanika, vypoctom pravdepodobnosti kvantovych
prechodov elektronov medzi diskrétnymi hladinami energie.
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13.1.5 TIlak vyvolany svetlom

Ide o jav, ktory sa d& vysvetlit' vlnovymi, aj korpuskularnymi (kvantovymi)
vlastnost’ami svetla. Je vS§eobecne zndme, Ze chvosty komét nelezia v trajektérii ktora
kométa presla, ale ze su Ciastocne odchylené tym smerom, ktorym sa slne¢né luce
vzdal'uju od kométy. Vysvetl'uje sa to tlakom slnecného svetla, pésobiacim na malé
prachové castice, ktoré sa uvolfiuji z kométy pri jej prechode v relativnej blizkosti
Slnka. Tlak je zjavne velmi maly, lebo v rddovo rovnakej vzdialenosti od Slnka sa
nachédza aj naSa planéta Zem, ale na svojom tele tlak slne¢nych lucov nepocitujeme.
Navys$e Clovek ma v porovnani s malymi prachovymi Casticami celkom iny pomer
plosného obsahu povrchu a objemu (teda v podstate hmotnosti). Tento pomer sa
zvacsuje so zmenSovanim rozmeru objektu. Ak by iSlo o teleso s tvarom gule, potom
pomer jeho plo§ného obsahu povrchu S a objemu V' sa vypocita jednoducho:

S 4mR? 3

vV~ (4/3)nR® R’

Z vysledku jednoznacne vyplyva, Ze pri zmenSovani polomeru gule, sa povrch
zmensSuje pomalSie nez objem. Pri posobeni svetla na malé Castice sa preto jeho tlakovy
ucinok prejavi vyraznejSim sposobom, menSie cCastice v porovnani s vACSimi
nadobudaju vacsie zrychlenie.

Pdsobenie svetla na Castice sa da vysvetlit’ jednak pomocou predstav o svetle ako
o elektromagnetickom vineni, jednak pomocou predstavy o prude fotonov
prendsajucich nie iba energiu, ale aj hybnost’.

Castice sa skladaju z atdomov a teda z elektronov nesucich zaporny elektricky
naboj a kladne nabitych atomovych jadier. Elektricka zlozka elektromagnetickej viny,
teda intenzita elektrického pol'a E, pdsobi na nabité Castice silou, udel’'uje im zrychlenie,
pricom l'ahké elektrony nadobudaji podstatne vicsie zrychlenie, nez tazké atdbmové
jadra, ktoré si v d’al§ich uvahach nebudeme vS§imat. Svetelna elektromagnetickd vina
ma vysoku frekvenciu, pricom pocas jednej periddy sa vystriedaji zrychlenia opacnymi
smermi. Vysledkom su oscildcie elektronov. Urychleny elektron ziskava aj hybnost’,
ktora vzhl'adom na viazany stav elektronu v atome predstavuje narast hybnosti celého
atomu a s nim aj celej prachovej Castice. Rychle striedanie smeru zrychlenia elektronov,
a teda aj zrychlenia prachovej Castice vplyvom elektrickej zlozky viny, mé za nasledok,
7ze Casova strednd hodnota zrychlenia prachove; Ccastice je nulovd. Ale
elektromagnetickd vlna ma aj magneticki zlozku, reprezentovani vektorom
magnetickej indukcie B. Vzijomny smer vektorov E,B ajednotkového vektora i,
ktory ma smer $irenia (rovinnej) elektromagnetickej vilny, je zndzorneny na obrazku.
Intenzita elektrického pol'a tejto viny urychl'uje elektrony v smere — E , ¢im ziskavaja
rychlost’ v tom istom smere. Vtedy v dosledku pritomnosti magnetickej zlozky viny
zacne poOsobit’ na pohybujuci sa elektron magneticka sila
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F,=evXB,

ktora ma smer vektora i, lebo naboj elektronu je zaporny. Preto elektron ziskava zlozku
hybnosti v smere Sirenia elektromagnetickej viny, ktora pri naraze na atom

E E

i i Obr. 13.1.5.1

odovzdd prachovej Castici. Rozdiel pdsobenia magnetickej sily v porovnani
s elektrickou silou je v tom, Ze v nasledujtcej polperidde, ked’ sa zmeni smer vektora
E, smer magnetickej sily sa nezmeni, lebo smer zmenia obidva vektory — vektor E, aj
B. Takto vznikd stala sila pdOsobiaca na prachovu cCasticu, ktora sa preto zacne
pohybovat’ v smere Sirenia svetelnej viny. Hybnost’ odovzdanu Castici za jednotku ¢asu
by bolo mozné touto cestou vyjadrit’ aj kvantitativne, na to by vSak bolo potrebné
poznat — okrem intenzity elektromagnetickej viny — aj hodnoty parametrov
charakterizujucich samotnt €asticu, napriklad jej konduktivitu.

Svetelny tlak sa d& vysvetlit’ aj pomocou predstavy o svetle ako o prade fotonov,
ktoré prenasaji energiu a hybnost’. V ¢lanku 13.1.1 su uvedené zdkladne¢ fyzikalne
charakteristiky fotonu elektromagnetickej viny s frekvenciou f, a to energia

W; = hf ahybnost p;, = h/A=W,;/c.

Velkost sily, ktorou svetlo posobi na ter¢ik (na ktory dopada), zavisi aj od toho,
¢1 sa svetlo v ter¢iku absorbuje, alebo sa od neho odraza. Ak sa foton v terc¢iku pohlti,
odovzda ter¢iku celu svoju energiu W, ale aj cell hybnost” p; . Potom » — fotonov
odovzda energiu W =nW, ahybnost p = np; = (1/c)nW; =W /c . Ak fotén
dopadne kolmo na povrch terc¢ika a odrazi sa od neho smerom nazad (bez straty
energie), odovzda ter¢iku hybnost’” 2p; . Pri n foténoch to predstavuje odovzdanu
hybnost’ p* = 2W /c,kde W je energia ktoru fotony priniesli k terciku.

V obidvoch pripadoch sa sila posobiaca na ter¢ik rovna derivacii hybnosti podl'a
¢asu, inymi slovami, podielu odovzdanej hybnosti a prislusného ¢asového intervalu. Pri
pohlteni fotonov:

dp 1dW
pri dokonalom odraze foténov
2dw
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kde dW/dt vyjadruje energiu prindSant elektromagnetickou vlnou na ter¢ik za
jednotku Casu.

Tlak svetla v laboratornych podmienkach overil v roku 1899 P. N. Lebedev.
Na zaver mozno konStatovat’, Ze hoci sa tlak svetla d& vysvetlit pomocou

elektromagnetickej tedrie, vysvetlenie pomocou narazov foténov je jednoduchsie
a priamociarejSie.

Priklad 13.1.5.1 Na absorbujuci ter¢ik dopadd kolmo svetelnd vlna vyzarovana
laserom, pricom intenzita elektrického pol'a v tejto vine ma amplitadu E,= 200 V/m.
Vypocitajte intenzitu tejto svetelnej viny [ a tlak pg, ktorym pdsobi na tercik.

Riesenie: Intenzita svetelnej viny, t. j. energia ktora za sekundu prenaSa plochou
s jednotkovym plosnym obsahom, sa poé&ita podl'a vztahu (11.3.5.4): (1/2)(&,c)EZ,
z ktorého po dosadeni zadanych hodnot dostaneme I = 13,3 W/m?. Sila pdsobiaca
na ter¢ik sa vypocita na zaklade vztahu (13.1.5.1), pricom si uvedomime, ze ak
namiesto dopadajucej energie za jednotku Casu dosadime intenzitu viny, dostaneme
priamo tlak svetelnej viny:

ps = (1/c) (dW/dt)/S = (1/c)] = 4,41078 Pa

Kontrolné otazky

1. Vysvetlite tlak svetla pomocou viastnosti elektromagnetickej viny.
2. Vysvetlite tlak svetla na zaklade predstavy, Ze svetlo je prud fotonov.
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13.2 VlInové vlastnosti Castic

Kruacové slova
de Broglieho hypotéza, vinova funkcia, vinovy balik, Heisenbergov princip neurcitosti

13.2.1 Hypotéza de Broglicho

Skuto¢nosti uvedené v podkapitole 13.1 svedcia o tom, Ze elektromagnetické
ziarenie sa v istych situdcidch prejavuje tak, ako by iSlo o zvédzok (prud) cCastic. Ide
najméi o vyzZarovanie a absorpciu ziarenia (fotoelektricky jav, ziarenie ¢ierneho telesa).
V inych situaciach sa elektromagnetické Ziarenie prejavuje vinovymi vlastnostami
(interferencia, ohyb, polarizicia). To znamend, Ze elektromagnetické ziarenie sa
prejavuje jednak vlnovymi vlastnost’ami, jednak vlastnostami typickymi pre Castice.

Na druhej strane typickée Castice — elektron, €1 proton — ako keby takuto symetriu
vlastnosti neprejavovali. Vnimame ich ako Castice, ale s takymi ich prejavmi, ktorym
treba pripisat’ vinovy charakter, sa (bezne) nestretavame. Tuto nesymetriu prirody sa
pokusil odstranit’ v roku 1923 franctzsky fyzik Louis de Broglie. Vyslovil hypotézu,
podl’a ktorej pohybujticej sa Castici, ktord ma isti hmotnost’ a rychlost’, mézeme priradit’
vlnovii diZku a frekvenciu. V podstate oto¢il Planckovu hypotézu. Max Planck priradil
fotonu elektromagnetickej viny s frekvenciou f a vinovou dizkou A

energiu E =hf a hybnost p=h/A.

L. de Broglie priradil pohybujucej sa Castici s energiou E a hybnostou p = mv
frekvenciu

_E_1mv2 13.2.1.1
| f—h—2 . (13.2.1.1)
a vlnovu dlzku
h h
A=—=—. (13.2.1.2)
p mv

Z posledného vztahu vyplyva, Ze s rastucou rychlost'ou Castice sa zmensuje vinova
dizka priradena &astici.

Sucin vinovej dizky s frekvenciou v pripade harmonickych vin poskytuje ich
fazova rychlost. V tomto pripade vSak pouzitim vztahov (13.2.1.1) a (13.2.1.2)
dostaneme vysledok

(13.2.1.3)
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ktory nas nemoézZe uspokojit’, lebo poskytuje poloviénti hodnotu rychlosti, ktorou sa
Castica skuto¢ne pohybuje.

Zhoda s realnou hodnotou rychlosti sa vSak dosiahne, ak pocitame nie fazovu,
ale grupovu rychlost’. Podl'a vzt'ahu (6.2.5.6) z kapitoly o vineni, na vypocet grupove;j
rychlosti sluzi vztah

_do (13.2.1.4)
e Tk’ o
v ktorom @=2nf je uhlova frekvenciaa k=2n/A uhlové vlnové ¢islo, pri¢om uhlova
frekvencia @ musi byt’ vyjadrena ako funkcia uhlového vlnového ¢isla. To vyuzijeme
v d’alSich avahéch, ked’ tieto veli¢iny vyjadrime pomocou de Broglieho vztahov.

Prv nezZ vypocitame grupovu rychlost’ (13.2.1.4), upravime niektoré vztahy, aby

vypocet bol zrozumitel'nejsi:
E=hf =—onf =1 AR 13.2.1.5
=W =gt =he,  p=o=op S he (13215
Dalej si uvedomime, Ze spojenim klasickych vztahov vyjadrujucich kineticku energiu
E = (1/2) mv? a hybnost’ p = mv &astice dostaneme vztah E = p?/(2m). Potom uz
mozno vypocitat’ grupovu rychlost’ priradent Castici:

_do d(hw) dE d<p2> p_mv _

=—=—=9

T4k T d(hk) dp _dp\2m) _m_ m

To znamena, Ze grupova rychlost’ poc¢itana na zéklade de Broglieho vztahov, sa zhoduje
s rychlost’'ou Castice.

V case uverejnenia de Broglieho hypotézy iSlo iba o Spekulativne uvahy.
Priblizne o tri roky neskor (1925) Davisson a Germer urobili vyznamny experiment
(difrakciu zvazku elektronov na krystali niklu), jednoznacne potvrdzujici nielen vinové
prejavy letiacich elektronov. Experiment potvrdil aj zhodu nameranej vinovej dizky so
vztahom (13.2.1.2), ktory navrhol L. de Broglie. V stc¢asnosti sa vinové prejavy
elektronov, ale aj inych castic (protonov, neutréonov...) nielen pozoruji, ale aj
laboratérne vyuzivaju na skimanie Struktiry réznych materidlov. Vinové prejavy
zvizku elektronov sa pouzivaju v elektronovych mikroskopoch, difrakcia neutrénov na
uréovanie usporiadania atbmov v masivnych materidloch. To znamend, Ze nie iba
elektromagnetické Ziarenie preukazuje dvojaké vlastnosti — vinové a korpuskularne, ale
ze takyto dualizmus je vlastny aj ¢asticiam.
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Priklad 13.2.1.1 Vypocitajte vinovii dizku priradenti elektronu, ktory bol urychleny
napitim U = 3 V. (ndboj e = 1,6x107° A+s, hmotnost m, = 9,1x1073! kg)

RieSenie: Najprv treba vypocitat’ rychlost’ elektronu po jeho urychleni pomocou
rovnice eU = (1/2)mv?, potom rychlost dosadit’ do de Broglieho vzt'ahu na vypodet

vlnovej dizky. Tak dostaneme vysledok A= (h/\/2m,eU) = 7,1x107°m.

Priklad 13.2.1.2 Vypoéitajte vinova dizku priradenti lopte s hmotnostou m = 0,1 kg,
letiacej rychlostou v =20 m/s.

RieSenie: 'V tomto pripade méZzeme zadané hodnoty dosadit’ priamo do vztahu:
A=h/(mv)= 3,3x1073* m.

Z uvedenych prikladov vyplyva, Ze vlnova dizka priradena urychlenému
elektronu (rychlost’ elektronu v priklade ma velkost’ priblizne 10° m/s) je na Grovni
medziatomovych vzdialenosti v tuhych latkach a preto ju experimentalne mozno overit’
napriklad difrakciou zvézku elektronov na krystaloch, ako to urobili Davisson
a Germer. Takato vinova dizka suvisi predovietkym s malou hmotnostou elektronu,
ktora vystupuje v menovateli de Broglicho vztahu. VInova dizka priradend letiacej
lopte, alebo inému telesu makroskopickej velkosti je vSak taka mald, ze ju nedokédzeme
vnimat’, a to nielen priamo zmyslami, ale ani pristrojmi. Preto vlnové vlastnosti Castic
dlho unikali naSej pozornosti. Umoziiuju to az moderné experi-mentalne zariadenia, aj
to len v pripade mikrocastic, nie pri makrotelesach. (Na porovnanie — viditeInému
svetlu zodpovedaju vlnové dizky okolo 0,5x107°m.)

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah, ktorym de Broglie priradil vinovii diZku pohybujiicej sa castici.
Comu sa rovnd fazova rychlost castice vypocitand na zdklade de Broglieho
vztahov?

3. Comu sa rovnd grupova rychlost castice vypocitand na zdaklade de Broglieho
vztahov?

4. Preco sa vlnové viastnosti castic nepozorovali skor?

5. Aké sii velkosti vinovych dizok priradovanych elementdrnym casticiam a aké
makroskopickym telesam?
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13.2.2VIna de Broglieho

V predoSlom ¢lanku boli uvedené vztahy, ktorymi sa Castici s hmotnost'ou
m a pohybujiicou sa rychlostou v prirad’uje vinovéa dizka a frekvencia. Otvorenou
pritom zostava otazka, ako vyzera funkcia opisujuca cCasticu s takymito vlastnost'ami
ako vlnu, teda tzv. de Broglieho vlna (vlnova funkcia). Nie je zatial’ jasné ani to, aky
vyznam, ¢i fyzikalny rozmer by mala amplitida takejto viny. Pri konStruovani takejto
funkcie si pomodzeme vlnovou funkciou harmonickej viny, postupujicej pozdiz osi x
(kap. o vlneni vztah 4.2.1.7)

u(x,t) = Asin(wt — kx) .

Tuato rovnicu zapiSeme v Casto pouzivanom exponencidlnom tvare (pozri dodatok D4):

u(x, t) = A exp[—i(wt — kx)]. (13.2.2.1)

Tato funkciu pomocou de Broglieho vzt'ahov upravime tak, aby v nej vystupovali
parametre typickeé pre pohybujicu sa Casticu, teda kinetickd energia E a hybnost’ p.
Vyuzijeme pritom vztahy (13.2.1.5), pricom namiesto u(x,t) pouZijeme symbol
@(x,t) a namiesto amplitidy A symbol @, , so zatial neznamym fyzikalnym
vyznamom:

D(x,t) = @, exp[—i(wt — kx)] = Dy exp [—%(hwt — hkx)] =
= @ exp [—%(Et — 'px)] : (13.2.2.2)

Posledny vyraz je de Broglieho vlna. Takato funkcia méa vSak nenulové hodnoty
v 'ubovol'nom mieste na osi x, navyse
v 'ubovolnom ¢asovom okamihu. Od

. A : vina
vlny priradenej Castici, teda od vlnovej -/\-
funkcie ocakavame, ze bude mat

Y

. : . O X
nenulové hodnoty iba v mieste v ktorom astica
sa Castica nachadza, nanajvy$S v jeho
Obr. 13.2.2.1

blizkom okoli. Nasa intuitivna predstava
sa da zobrazit’ asi tak, ako je na obrazku.
Monofrekvencnd vina v tvare (13.2.2.2) takuto vlastnost’ nema. Vychodiskom z tejto
situdcie je opis Castice tzv. vinovym balikom, €o je sucet, presnejSie integral celej
skupiny vin, ktorych frekvencie, resp. vinové dizky pokryvaju isty kone¢ny interval:
ko+Ak
D(x,t) = f A(k)exp{—i[w(k)t — kx]} dk. (13.2.2.3)

ko—Ak

Pri tomto zapise sa predpoklada, Ze pozname zavislost' w(k), t. j. zavislost’ uhlovej
frekvencie priradenej Castici de Broglieho vztahom, od uhlového vinového Cisla, teda
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v podstate od vinovej dizky (v pripade volnej ¢astice platia vzt'ahy (13.2.1.5)). Integruje
sa okolo hodnoty k, uhlového vlnového ¢isla, ktoré zodpoveda de Broglieho vztahom
pre casticu s kinetickou energiou E a hybnostou p. V porovnani s velkostou k,
volime interval Ak maly, t. j. Ak <<k, . Pre uhlovu frekvenciu moézeme pouzit
Taylorov rozvoj w(k) = wy + vg(k — ko), ak budeme uvazovat’ as t « (vgAk)~",
kde vg Je grupova rychlost’ (13.2.1.4). Integraciu si zjednodusime predpokladom
A(k) = A, , teda ze amplitada jednotlivych skladanych vin j je rovnaka. Potom:

ko+Ak

D(x,t) = J Ayexpli(kx — w(k)t)} dk
ko—Ak

+Ak

= Ayexp(i(kox — wot) X j exp{ik'x,} dk’
—Ak
kde sme zaviedli oznaCenie x; = x — vzt. Po d’alSej uprave dostaneme vysledok
sm(xtAk)

D(x,t) = 2A,Akexp{i(kox — wot)} ———— Ak

V kvantovej te6rii ma vyznam komplexny tvar vlnove;j funkc1e, no pre jednoduchost’ sa
zameriame len na realnu zlozku vysledného vzt'ahu:
sin(x,Ak)
Re{d(x,t)} = 2A,Ak cos(k,x — wot) ———— . (13.2.2.4)
x.Ak

Takato vlnova funkcia, reprezentujuca vinovy balik, uz vystihuje umiestnenie Castice
v priestore, na pozicii x = Vgt. Grupova rychlost teda naozaj zodpoveda rychlosti
posuvania vinového baliku v ¢ase, ako bolo uvedené pri jej zavedeni v Casti 13.2.1.
Lokalizéciu vlnového balika dokumentuje aj obrazok 13.2.2.2, na ktorom je vSak
zachytena len funkcia +(sin xAk)/(xAk) tvoriaca obalku funkcie cos(kyx) .

Obr. 13.2.2.2

Funkcia cos(k,x) ma podstatne vysSiu frekvenciu, je na osi x podstatne hustejsia,
lebo Ak << k, , a preto nie je na obrazku zachytena. Utvar zobrazeny na obrazku sa
posuva pozdiZ osi x grupovou rychlostou, teda rovnakou ako &astica, ale postupne sa
rozplyva. Pri vypocte (13.2.2.4) sme uvazovali len €as ohraniCeny podmienkou t «
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(ngk)_l, alen preto mal balik nemennt Sirku. Rozplyvanie vinového balika je

podmienené tym, ze skladajicim sa vinam z intervalu uhlovych vlnovych cisel (k, —

Ak k. + Ak) zodpovedaju podla vztahu (13.2.1.2) rozne hybnosti a tym aj rozne
rychlosti. Cim va&si interval Ak pri integracii zvolime, tym rychlejsie sa vinovy balik
rozplynie, ale na druhej strane spociatku lepSie lokalizuje Casticu na osi x . Podstatné
na vlnovom baliku vSak je, Ze jeho grupova rychlost’ sa rovna rychlosti Castice, ako to
vyplyva zo vztahu (13.2.1.4).

Kontrolné otazky

Vyjadrite de Broglieho vinu opisujuicu volne sa pohybujucu casticu.
Preco monofrekvencna vina nie je vhodna na opis pohybujucej sa castice?
Co rozumieme pod vinovym balikom?

AN bh o~

Comu sa rovnd grupova rychlost vinového balika?
13.2.3 Heisenbergov princip neurcitosti

Zo vztahu (13.2.2.4) vyplyvaji vyznamné dosledky. Sirka hlavného maxima
vlnového balika na osi x (na obrazku 13.2.2.2 oznafend ako Ax) zavisi od intervalu
Ak zvoleného pri integracii v rovnici (13.2.2.3). Vo vysledku integracie (13.2.2.4)
vystupuje funkcia g(x) = (sin xAk)/(xAk), ktorej limita pre x — 0 sa rovna ¢islu 1.

Hlavné maximum na osi x je ohrani¢ené bodmi x; a x,, pre ktoré plati x;Ak = —rx,
x,Ak = + 7. Sirka maxima sa rovna rozdielu tychto stradnic, &ize
21
Ax =x, —x1 = Ak = Ax-Ak=2m. (13.2.3.1)

Z vysledku vyplyva, ze ¢im S$ir$i interval Ak pri integracii vinového balika zvolime,
tym mensi je interval Ax, ktorym je Castica v priestore (na osi x) lokalizovana. Funkcia
g(x) sa rozprestiera aj za prvé nulové body, za hlavnhym maximom vytvéara dalSie
maximd, 1 ked’ podstatne slabsie. Preto ak hovorime o lokalizacii Castice, a pod Ax
chapeme nie vzdialenost’ nulovych bodov hlavného maxima, ale interval v ktorom sa
mozZe nachadzat Castica, treba vo vztahu (13.2.3.1) nahradit’ znamienko rovnosti
znamienkom nerovnosti a pisat’:

Ax Ak > 21 .

Ak tento vztah vyndsobime konStantou % = h/2n, dostaneme Ax-iAk > h,akedZe

sucin hk sa rovna hybnosti Castice p, nakoniec dostaneme

Ax -Ap > h, (13.2.3.2)
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¢o je Heisenbergov vzt’ah neurditosti. Slovné vyjadrenie tohto vzt'ahu je zndme ako
Heisenbergov princip neurditosti a vyjadruje skutoCnost’, Ze sucasné urcenie polohy
Castice a jej hybnosti nemozno vykonat’ s neobmedzenou presnost’ou. Nemecky fyzik
Werner Heisenberg ho sformuloval v roku 1927.

Tento princip ma pomerne jednoduché vysvetlenie. Ak chceme presne urcit
polohu castice, musime na to pouzit’ asponl jeden foton, ktory sa od Castice odrazi.
Naraz fotonu do &astice nepredvidatelne zmeni jej polohu. Cim presnejsie chceme
lokalizovat’ &asticu, tym krat$iu vinova dizku musime pouzit. Krat$ia vlnova dizka
zodpovedajuca fotonu vSak znamend jeho vacsiu hybnost, a teda aj viacsi vplyv na
polohu &astice pri zrazke s iou. Naopak, vi¢§ia vinova dizka znamena mensi vplyv na
Casticu pri zrazke, ale stiCasne vacSiu neurcitost’ v stanoveni jej polohy.

Priklad 13.2.3.1 Vypocitajte, s akou neurcitostou treba pocitat’ pri stanoveni rychlosti
elektronu v atome vodika? (Planckova konstanta 2 = 6,6 x 103* Js, hmotnost’ elektronu
me=9,1 x 103! kg).

Riesenie: Atom vodika ma velkost radovo 107'° m, ¢o pouZijeme ako vstupny udaj
do vztahu neurcitosti. Ten upravime: Ax - Ap>h = Ax - A(mv) > h = Av > h/(mAx),
a po dosadeni ¢iselnych hodndt Av > 6,6 x 10°m/s , ¢o sa rddovo zhoduje s vel'kostou
obeznej rychlosti elektronu v Bohrovom modeli atomu vodika.

Priklad 13.2.3.2 Vypocitajte neurcitost’ pri stanoveni polohy telesa s hmotnostou m
= 1 kg, ked’ sa pohybuje rychlostou v= 10 m/s.

RieSenie: Ax > h/(mv), &iselne Ax > 6,6 x 107 m.

Uvedene¢ priklady naznacuji, Ze pri makroskopickych telesach st neurcitosti pri
sucasnom stanoveni polohy a hybnosti extrémne malé. Princip neurcitosti ma vSak
vyznamnu ulohu v oblasti mikrocastic, kde podstatnym sposobom ovplyviiuje merania.

Kontrolné otazky

Ktoreé veliciny vystupuju vo vztahoch neurcitosti?
Slovne vyjadrite Heisenbergov princip neurcitosti.
Ako ovplyvni polohu castice dopad jedného fotonu?
Vhodnym prikladom objasnite vztah neurcitosti.

R W N~

Zdovodnite, preco sa vztah neurcitosti neuplatiuje pri makroskopickych telesach.
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13.3 Schrodingerova rovnica a niektoré jej aplikacie

Kracové slova
Vlnova funkcia, Schrodingerova rovnica, kvantovanie energie, tunelovy jav, Pauliho
princip

13.3.1 VlInova funkcia

V ¢lanku 13.2.2 bol uvedeny vzt'ah, ktorym L. de Broglie priradil vinu castici
s energiou E a hybnostou p , pohybujtcej sa pozdiZ osi x (vztah 13.2.2.2):

D(x,t) = @, exp[—i(wt —kx)] = D(x,t) = Dyexp [— % (Et — px)] .

(13.3.1.1)
Tato formula je znama pod menom de Brogliecho vlna, alebo vlnova funkcia.
Reprezentuje vlnu priradent Castici, ale jej fyzikdlny vyznam nie je na prvy pohlad
zrejmy. Pri vinach Siriacich sa povrchom vody, alebo pri akustickej vine, zapis v tvare
u = A sin(wt - kx) vyjadruje okamziti vychylku u (a jej amplitidu A), priCom dobre
vieme, e vychylka sa meria v jednotkach dizky. Podobne pri elektromagnetickych
vlnach vyjadrujeme takymto zapisom intenzitu elektrického pol'a, alebo magneticku
indukciu, teda dobre definované veli¢iny so znamymi jednotkami. Pri vlnovej funkcii
@ vsak nevieme o aku veli€inu ide, aka vlastnost’ Castice predstavuje. Interpretacia
vyznamu vinovej funkcie sa pripisuje Maxovi Bornovi (1926). Za vychodisko pri
interpretacii vezmeme vysledky pokusu, ktory je usporiadany podobne ako Youngov
pokus s dvoma Strbinami (pozri zoSitok Optika), ale namiesto svetla nechame na Strbiny
dopadat’ zviazok rovnobeZne sa pohybujtcich elektrénov. Za Strbinami dochéadza k ich
interferencii, podobne ako pri svetle, Cize elektrony sa spravaju ako viny. Do
detektorov, resp. na iné registratné zariadenie, vSak dopadaju vzdy len celé elektrony,
¢im sa prejavuju aj ich Casticove vlastnosti. O Ziadnom z elektronov nevieme vopred
povedat, na ktoré miesto tienidla dopadne. Je vSak ocividné, ze s najvacSou
pravdepodobnostou dopadne do miesta predstavujiceho niektoré interferenéné
maximum. Pritom polohy interferenénych maxim vypocitame podla vztahu (12.2.3.6)
platného pri Youngovom pokuse, do ktorého dosadime de Broglieho vlnovu dizku
priradenu elektronom. Pravdepodobnost’ dopadu elektronu na dané miesto tienidla je
umernd intenzite vlny, teda druhej mocnine jej amplitidy — v tomto pripade modulu
komplexného c¢isla. Preto fyzikdlny vyznam vlnovej funkcie (de Brogliecho viny)
spoc¢iva v tom, ze druhej mocnine jej amplitidy je imerna pravdepodobnost’ vyskytu
elektronu, v tomto pripade v mieste dopadu. Tento spdsob interpretacie sa akceptuje
vSeobecne, takze druhda mocnina amplitudy vinovej funkcie predstavuje
pravdepodobnost’ vyskytu Castice v danom mieste priestoru, pripadajucu na jednotku

32



objemu. Inymi slovami — predstavuje objemovu hustotu pravdepodobnosti vyskytu
Castice ako funkciu priestorovych suradnic.

To znamena, ze elementarna pravdepodobnost’ dP toho, Ze Casticu nijdeme
v elementdrnom objeme dr, je tmerna su¢inu dP = k @* dr, kde k je konstanta
umernosti. Ak chceme vypocitat’ pravdepodobnost’ s ktorou ndjdeme casticu vo
vacSom objeme V priestoru, treba cez tento objem integrovat’:

AP = fk @ dr, (13.3.1.2)

14

Takéto chapanie vinovej funkcie — ako funkcie s vyznamom pravdepodobnosti vSak
znamena, Ze integral jej druhej mocniny cez cely priestor v ktorom sa Castica moze
potencidlne vyskytovat’, sa musi rovnat’ jednotke:

fk & (x,y,z,t)dr=1. (13.3.1.3)

O vlnovej funkcii, ktora spiiia tiito podmienku sa hovori, Ze je normovand.

Ak je vlnova funkcia vyjadrena v komplexnom tvare, ako funkcia (13.3.1.1),
potom sa druhd mocnina v integrali nahradi sa¢inom vlnovej funkcie a jej komplexne
zdruzenej hodnoty:

P > O .

Priklad 13.3.1.1 Castica je viazana na iise¢ku s dizkou L, leZiacou na osi x, a jej vinova
funkcia ma tvar ¥ = Asin[(7/L) x]. Aka podmienku musi spinat’ veli¢ina A, aby
funkcia bola spravne normovana?

RieSenie: Podl'a podmienky normovania musi platit’

L L L
f Pdx=1 = j- A%sin?[(z/L) x]dx =1 = AZE =1 = A=,2/L.
0 0

Priklad 13.3.1.2 Vypocitajte pravdepodobnost’ P, ze Casticu z prikladu 13.3.1.1
najdete v intervale (0,L/4).

RieSenie: PouZijeme vztah (13.3.1.2), pricom integrovat’ budeme v zadanom intervale.
Aby sme ziskali spravny vysledok, treba pri integracii pouzit’ normovant funkciu:

L/49 2 (L4 2 (1 1
P= JO Zsinz[(ﬂ/L) x]dx = Zjo sin?[(z/L) x]dx = ZL (§ — E) = 0,0908.
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Poznamka: Vypocitajte pravdepodobnosti v ostatnych Stvrtindch usecky, spocitajte
a overte, ¢i dostanete cislo 1.

Kontrolné otazky
1. Ako sa interpretuje fyzikalny vyznam vinovej funkcie?
2. Co znamend, ked' je vinova funkcia normovand?
3. Dda sa normovat vinova funkcia, ak je vyjadrenad ako komplexna funkcia?

11.3.2 Schrodingerova rovnica

Akékol'vek elektromagnetickd ¢i mechanicka vlna, zapisand v podobe (13.3.1.1),
je rieSenim parcialnej diferencidlnej rovnice, nazyvanej vinovd rovmica. Preto sa
prirodzene vynara otdzka o existencii diferencidlnej rovnice, ktorej rieSenim by boli
rozne druhy vinovych funkcii priradenych na zéklade de Brogliecho hypotézy
pohybujucim sa Casticiam. Rovnicu naSiel E. Schrédinger, a o procese jej vzniku
uverejnil v roku 1926 Styri na seba nadvizujice ¢lanky v Casopise Annalen der Physik.
Rovnica sa neda ziskat’ doslednym deduktivnym odvodenim z vyS$Sich principov, treba
ju skonstruovat’. Uvedieme postup, ktorym sa podari dospiet’ k jej tvaru v pripade
vol'nej Castice, t. . ked’ sa Castica nenachadza v silovych poliach, takZze ma len kineticku

. , . .y . . “ .. .. . 1
energiu, nema energiu potencialnu. Pri takejto Castici, medzi jej energiou E = Emv2

a hybnostou p = mv plati vztah E = p?/2m.
Napiseme vIlnovu funkciu v tvare podl'a (13.3.1.1):

D(x,t) = Dy exp [— % (Et — px)]

Jej derivéaciou podla ¢asu ziskame vztah

0D iE(D _hO(D_E@ _had?_ p? o
ot~ a0 T M T T T M Tom
Dvojnasobnou derivaciou podl'a priestorovej stradnice ziskame d’alsi vztah
0’ p? R/
——=—75@ 29=—-h?—.
axz w2t TP o2

Spojenim vztahov ziskame rovnicu
0D h? 0*®
ih—=————-—,
ot 2m 0x?
ktora je hladanou diferencialnou rovnicou. Lahko sa da overit’, Ze vlnova funkcia typu

(13.3.1.1) je jej rieSenim.
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Ak sa Castica nachadza v silovom poli, mé aj potencidlnu energiu U, takze vzt'ah
medzi celkovou energiou E a hybnost'ou p matvar E - U = p?/2m . Vyuzitim tohto
vzt'ahu ziskame roz$irent diferencidlnu rovnicu platnti aj pre vinové funkcie priradené
Casticiam nachadzajucim sa v silovych poliach, ktord sa uz zhoduje s rovnicou, ktorti
uviedol Schrodinger:

0D h? 0*@

—— b4 UD. 13.3.2.1
at  2m 0x? T ( )

Vinova funkcia @ je vo vSeobecnosti funkciou vSetkych troch priestorovych suradnic,
takZze v Schrodingerovej rovnici popri druhej derivacii podla premennej x musia
vystupovat derivacie aj podl'a premennych y a z:

0D h? <62@ 0°d 0D

= " am\a Tt 622> +U®. (13.3.2.2)

Tato rovnica je zékladnym pohybovym zédkonom v kvantovej mechanike, teda vo svete
mikrocastic, je analogiou Newtonovych pohybovych rovnic klasickej mechaniky.

VInovu funkciu (13.3.1.1) vyjadrent v komplexnom tvare moZeme napisat’ ako
sucCin Casti zavisiacej len od Casu a Casti zavisiacej len od priestorovej suradnice

D(x, t) = D exp [——(Et - px)] = exp (—%Et) @D, exp (%px) =

ofx,t) = exp (~ 3 Et ) (o),

kde Y(x) = @,exp (% px) naozaj zavisi len od premennej x . Takto upravenu vlnova

funkciu derivujeme najprv podl'a ¢asu, potom dvojnasobne podl'a premennej x:

0D iE ( iEt) ) ach_ ( .Et>
gt = pEe(TpE)v), s =exp(myEt)a

Ziskané vztahy dosadime do Schroédingerovej rovnice:

ih (—%)E exp (—%Et) Y(x) = Zh;exp (—EEt)ZZ—lp+ Uexp (—gEt)t,b(x)

a d’alSou upravou ziskame rovnicu nazyvani bezéasova Schrodingerova rovnica,
alebo stacionarny tvar Schrodingerovej rovnice:

h2 921 _
— o= U () = EY(0). (13.3.2.3)

Ziskana bezCasova rovnica nachadza vyznamné vyuzitie v roznych oblastiach opisu
stacionarnych stavov mikroCastic v atobmoch, molekulach, ale aj v tuhych latkach,
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vratane polovodicov, dielektrik ¢i kovov. Po dosadeni prisluSnej zavislosti potencidlne;
energie U od priestorovych sturadnic do bez€asovej Schrédingerovej rovnice, jej
rieSenie poskytne tzv. vlastné hodnoty energie E,, ako aj im prislusné vlastné vinové
funkcie 1,. Takto sa daju ziskat' jednak dovolené¢ hodnoty energie Castic (napr.
elektronov v polovodicoch), jednak priestorové rozdelenie hustoty pravdepodobnosti
ich vyskytu pomocou prislusnych vlastnych vinovych funkeii. Tieto vysledky sa potom
vyuzivaju pri vysvetlovani elektrickej vodivosti, magnetickych, optickych aj tepelnych
vlastnosti kovov, polovodicov aj dielektrik.

Priklad 13.3.2.1 Overte si, ze vinova funkcia i = A exp(ikx) je rieSenim bezfasovej
Schrédingerovej rovnice (13.3.2.3), ze je rieSenim opisujucim volnu casticu, teda
Casticu pohybujucu sa v priestore s nulovou potencidlnou energiou, pre ktort platia
vztahy — pre hybnost’ p = Ak , pre energiu E = p?/2m.

Rie§enie: Vypocitame druht derivaciu vlnovej funkcie a dosadime do rovnice

(13.3.2.3):
72 27,2
_ . . 2 . — . —
_ZmA exp(ikx)(ik)* + U A exp(ikx) = E A exp(ikx) = . +U=E =
p?
= —+U=E.
2m

Posledna rovnica sa splni len vtedy, ked U = 0.

Kontrolné otazky

Napiste Schrodingerovu rovnicu.

Ktoré fyzikalne veliciny vystupuju v Schrédingerovej rovnici?

Aky je rozdiel medzi Schrodingerovou rovnicou a jej stacionarnym tvarom?
Na co sluzi bezcasova Schrodingerova rovnica?

AN wbh o~
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13.3.3 Castica v jednorozmernej potencialovej jame

Najjednoduchsim prikladom pouzitia bezCasovej
Us Schrodingerovej rovnice (13.3.2.3) je  pripad
Castice (napr. elektronu) uvédznenej v potencid-
lovej jame, t. j. ked’” Castica nemé dostatok energie
na unik z jamy. Mozno to povazovat za velmi
“«— X —> zjednoduseny model elektronu v atome, t. j.
elektronu viazaného na oblast v okoli jadra.
Uvazime idealizovany pripad nekonecne hlboke;j
jamy, v ktorej na Casticu nepoOsobia silové polia,
takze ide o vol'nu Casticu s nulovou potencidlnou energiou (v okoli jamy by castica
mala nekonec¢ne velku potencialnu energiu). Na obrazku je znazornend jednorozmerna
potencialova jama s asticou, ktora sa moZe pohybovat’ len pozdiZ osi x, v intervale (0,
L), takze ma len jeden stupen vol'nosti. Ma len kineticku energiu, preto v bez€asovej
Schrédingerovej rovnici polozime U = 0. Ked’Ze ide o volnu cCasticu, tak rieSenie
Schrodingerovej rovnice — vinovu funkciu — navrhneme v tvare doprava alebo dol'ava
Siriacej sa rovinnej viny (pozri priklad 13.3.2.1):

0 L Y
Obr. 13.3.3.1

Y(x) = C exp(ikx) + D exp(—ikx)
= (C + D) cos(kx) + i(C — D) sin(kx) . (13.3.3.1)

Na okrajoch jamy v miestach x =0 a x =L, kde je uz potencidlna energia nekone¢ne
velka, sa CcCastica nemdze vyskytovat, Co sa zohladiuje dvoma okrajovymi
podmienkami rieSenia diferencialnej rovnice:

Y(0) =0, Pp(L)=0.

Z prvej okrajove] podmienky vyplyva, Ze vinova funkcia nemdéze mat’ realnu zlozku
obsahujicu funkciu kosinus, lebo cos(kx) pri x =0 sa nemdze rovnat’ nule. Preto
z prvej okrajovej podmienky vyplyva, Ze C + D = 0 a vlnova funkcia (13.3.3.1) musi
mat’ tvar

Y(x) =i2C sin(kx) . (13.3.3.2)
Z druhej okrajovej podmienky vyplyva d’alSie obmedzenie vinovej funkcie:
Y(L) =i2Csin(kl) =0 = kL =nm,

¢o je podmienka obmedzujica hodnotu vlnového &isla’ &, ktoré moze nadobudat’ len
diskrétne hodnoty (n je celé ¢islo)

3Vinové ¢islo k = 2m/A
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/[
k, = ny - (13.3.3.3)
Vlnové &islo je teda kvantované, takze kvantovana je aj vinova dizka de Broglieho viny

priradene;j &astici v jame, lebo k = 21/A. Z toho pre vlnova dizku vyplyva podmienka
27 s 2L

ﬂ,n = le = ﬂ'n = 7

Je to rovnaka podmienka ako pri strune s dizkou L, ktora je na obidvoch koncoch

upevnend (— vztah 4.2.6.7). Nie je to teda prekvapujici vysledok. V pripade Castice
v jame je vSak dolezité uviest, Ze kvantovana je jej vel'kost’ hybnosti aj energia:

hm h pZ h?

=hk =Nn—=n—, E = =
Pn n =N =nor nT om T 8ml?

n?.  (13.3.3.4)

Castica v potencidlovej jame modze teda nadobudat len isté dovolené energie
(avelkosti  hybnosti), pricom kazdému takémuto kvantovému stavu,
charakterizovanému kvantovym ¢islom n , zodpoveda prislusna vinova funkcia ,, (x)

o (T ] |2 .
Y, (x) = iC sin (nzx) , poznormovani Y,(x) = \/; sin (nzx). (13.3.3.5)

(O normovani vlnovej funkcie pozri priklad 13.3.1.1). Hodnoty E,, st tzv. vlastné
hodnoty hybnosti, resp. energie Castice v potencialovej jame a funkcie Y, prislusné.
vlastné funkcie.

Dolezitou vlastnostou vlastnych funkcii zodpovedajucim odlisSnym vlastnym
hodnotam je ich ortogonalita,

T

L L
JO Yy ()Y, (x)dx = %jo sin (nzx) sin (m%x) dx =0,n#m. (13.3.3.6)

Pojem ortogonality je zndmy aj z vektorovej algebry: dva vektory nazyvame
ortogondlne, ak ich skaldrny siin je nulovy. V  ramci funkciondlnej analyzy
uvedeny integral naozaj zodpoveda skalarnemu sucinu dvoch funkecii ¥, (x) a ¥, (x)
a ortogonalita vlastnych funkecii pre $irSiu triedu diferencidlnych rovnic sa dokazuje
vramci tzv. Sturm-Liouvilleovej tlohy.

Minimalna energia Castice v jame nemdze byt nulova, lebo keby n =0, bola by
nulova aj prislusnd vlnové funkcia ¢, , ¢o by znamenalo nulovi pravdepodobnost’
vyskytu ¢astice na l'ubovolnom mieste v jame. Castica by teda v jame nemohla byt'.

Nenulova hodnota minimélnej energie vyplyva aj z Heisenbergovho vztahu
neurcitosti (13.2.3.2), podla ktorého Ax-Ap > h, teda sucin neurcitosti polohy
s neurcitostou hybnosti nemoze byt mensi nez Planckova konStanta. V tomto pripade
neurcitost’ polohy castice Ax sa zhoduje srozmerom jamy, takze pre neurcitost
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hybnosti dostdavame Ap > h/L . Hybnost' teda nemdze byt nulova a tym ani energia,
lebo
2 hZ
= p > — ,
2m =~ 8ml?

¢o je v zhode so vzt'ahom (13.3.3.4).

Poznamka:

Ak by sme uvazovali o dvojrozmernej jame, v ktorej ma Castice moznost’ pohybovat’ sa
v dvoch smeroch (napr. x, y), ma teda dva stupne vol'nosti, potom stav Castice (hybnost’,
energia) je uréeny dvoma kvantovymi Cislami. Ak je pohyb Castice obmedzeny na
oblast’ trojrozmerného priestoru, ako napriklad elektron v atéme, tak kvantovy stav
Castice sa vyjadruje pomocou troch kvantovych cisiel.

Priklad 13.3.3.1 Porovnajte rozdiely energii elektronu medzi druhou a prvou hladinou
energie v potencialovych jamach s rozmermi a) L; = 102 m (makroskopicka jama)
b) L, = 1071 m (rozmer atomu).

RiesSenie:
h? (6,63 - 10~3%)2
E,—E, = (22 —12 = ’ =0,5-10733
Q) By — B = ( emz = 38x91 10310 = J
~ 10 eV,
b) E,—E, = 10717] = 10%eV.

Vysledok prikladu poukazuje na skuto€nost’, Ze kvantovanie energie elektronu
sa experimentalne d4 pozorovat’ pri ststavach s atomarnymi rozmermi, nie vSak pri
makroskopickych ststavach. Pri zmenSovani rozmerov a hmotnosti objektov sa od istej
hranice zaCinaju vyznamne prejavovat’ ich kvantové vlastnosti, pricom tento prechod
nie je nahly. Hranicu, pri ktorej by dochadzalo k prechodu od kvantového
k makroskopickému opisu javov, nemozno jednoznacéne urcit’

Ak by i8lo o klasicky pripad gulky pohybujicej sa od jednej steny jamy ku
druhej, potom pravdepodobnost’ najst gulku nezdvisi od polohy v jame (Cize od
suradnice x). V pripade sustavy s atomarnymi rozmermi je pravdepodobnost’ vyskytu
Castice v jame opisana druhou mocninou vinovej funkcie:

Y, (x) = \/% sin (n%x) = Z—i =Y, (x)- P (x) = %sin2 (n%x). (13.3.3.6)
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Vyraz dP/dx vyjadruje pravdepodobnost’ vyskytu Castice v danom mieste jamy
(so suradnicou x) pripadajucu na jednotku diZky, t. j. hustotu pravdepodobnosti jej
vyskytu. Na nasledujicom obrazku 13.3.3.1 je nakreslena zavislost’ funkcie dP/dx pre
niekol'ko kvantovych stavov Castice v nekone¢ne hlbokej jame.

A
| M L\/\NJ
v L ¥,? Y2 ¥,2

Obr. 13.3.3.1

Zo vzt'ahu (13.3.3.6), ako aj z obrazku vidno, Ze pri vel'mi vysokej hodnote kvantového
Cisla n su uz jednotlivé maxima tak blizko pri sebe, Ze ich uz prakticky nemozno
rozlisit’. S rasticim kvantovym ¢islom #n sa pravdepodobnost’ vyskytu castice
priblizuje klasickému rozdeleniu pravdepodobnosti — teda nezavislému od polohy
castice. Ukazuje sa, Ze aj iné kvantové javy pri zvacSovani prislusnych kvantovych
Cisiel maju limity, ktoré sa zhoduju s klasickym opisom javov. Na tito skuto¢nost’
upozornil uz zaciatkom XX. storo¢ia Niels Bohr, ked’ vyslovil svoj kereSpondenény
princip, podla ktorého kvantova mechanika ma svoje klasické limity, v ktorych sa jej
opis javov zhoduje s opisom prostrednictvom klasickej mechaniky.

Priklad 13.3.3.2 Vypocitajte strednl hodnotu suradnice Castice v potencidlovej jame,
ked’ sa nachddza v prvom kvantovom stave .

RieSenie: Pri pocitani strednej hodnoty suradnice cCastice v jame treba zvazit
pravdepodobnosti, s ktorymi sa ¢astica na jednotlivych miestach vyskytuje. Distribuciu
hustoty pravdepodobnosti dP/dx udéava vztah (13.3.3.6), takze stredni hodnotu
vypocitame integralom

L L dp L L2 T L
(x)=f0de(x)=foxadx:Lxlllz dx=foxzsin2 (nzx) dx = =—.

Vysledok prikladu je logicky, lebo v symetrickej jame ndjdeme Casticu s rovnakou
pravdepodobnost'ou od stredu vlavo, ako od stredu vpravo. Treba vSak upozornit, ze
takymto ,.klasickym sposobom® sa v kvantovej mechanike nepocitaju stredné hodnoty
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inych fyzikalnych veli¢in, napriklad hybnosti. Pouziva sa na to metdoda vyplyvajica
z formalizmu kvantovej mechaniky, ktory vSak nie je predmetom tohto textu.

Elektron v nekone¢ne hlbokej jame, aj ked je hrubym modelom atomu,
poskytuje zdkladnt informéciu o kvantovani energie. Aj vo viacelektronovych atbmoch
existuje sustava hladin energie, pri¢om na tychto hladinach st rozmiestnené elektrony.
Treba uviest, ze elektrony sa nerozmiestiiuju ndhodne, ale v sulade s Pauliho
vylu€ovacim principom, ktory vyslovil na zaklade podrobného Stadia zékonitosti
v spektrach Ziarenia vysielaného atdmami. Podla tohto principu na kazdej hladine
energie sa mozu nachadzat’ nanajvys dva elektrony, pricom aj tie sa musia navzajom
odliSovat’ smerom vlastného magnetického, resp. spinového momentu. Ak sa atom
nachadza v stave s minimalnou energiou, nie su vSetky elektrony sustredené na
najnizSej hladine energie, ale su porozdelované po dvojiciach po jednotlivych
hladinach, za¢inajic najnizSou hladinou.

Kontrolné otazky

1. Aka je podobnost medzi elektronom v potencialovej jame a atomom?

2. Kedy su v potencidalovej jame ako rieSenia Schrodingerovej rovnice vhodné
funkcie typicke pre volné castice?

3. Aké okrajové podmienky sa kladu na rieSenia Schrodingerovej rovnice

v potencialovej jame?

Akeé obmedzenia rieseni vznikaju pouZitim okrajovych podmienok?

Vyjadrite zavislost energie Castice v potencidlovej jame od jej Sirky.

Je spektrum energii Castice v jame spojité, alebo diskrétne?

Moze byt minimalna energia Castice v jame nulovad?

Vyslovte Bohrov korespondencny princip.

O % N L A

Ako sa vyuziva vinova funkcia pri vypocte strednej hodnoty suradnice castice?
1 0 Vyslovte Pauliho vylucovaci princip.
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13.3.4 Princip superpozicie

V predchéadzajucej stati sme nasli, Ze Castica v nekone¢ne hlbokej potencialove;j
jame sa mdze nachadzat’ vo vlastnych stacionarnych stavoch,

= 2 s z =0,1,2 13.3.4.1

2
h —n?. Na zéklade state 13.3.2
8mL

potom rieSenim ¢asovej Schréodingerovej rovnice bude vinova funkcia

pricom v takomto stave ma vlastnu energiu E, =

i
d,(x,t) = exp (—£Ent) ¥ (x) (13.3.4.2)
Superpoziciou takychto vinovych funkcii nazyvame novu vinova funkciu v tvare
»(x, t) = Z ¢, &, (%, 0) (13.3.4.3)
n=1

kde c,, su l'ubovol'né komplexné ¢isla. Dosadenim vlnovej funkcie ¥ (x, t) do 13.3.2.1
sa mozno presvedCit, Ze aj superpozicia vlastnych stavov spifia Schrodingerovu
rovnicu, a to pre l'ubovolné ¢isla c¢,. Kazda konkrétna volba tychto koeficientov
zodpoveda urcitej Specifickej pociatocnej situacii Castice v potencidlovej jame. Kym
v klasickej fyzike by sme v pociatoénom okamihu zadadvali pociatocnu polohu
a rychlost’ Castice, v kvantove] mechanike Specifikujeme pociato¢nu situaciu zadanim
koeficientov c,. D4 sa ukazat’ ze vhodna vol'ba koeficientov dokadze superpoziciou
vyskladat’ prakticky T'ubovolni vlnovu funkciu, ktord z matematického pohladu
predstavuje tzv. pociatocni podmienku pre Casovu Schrodingerovu rovnicu. Aj
superpozicia musi byt normalizovand v zmysle interpretacie vlnovej funkcie ako
amplitady hustoty pravdepodobnosti ndjdenia Castice na pozicii x. Jej normu upravime
nasledovne,

L o) 1) L
| WeeoRde=Y" " N o enexploitEn ~ EDEI/R | 90 Ynle i

n=1

kde v druhom kroku sme vyuZili normovanie a ortogonalitu vlastnych funkecii

L
* _ 1 n=m
fo Y DY dx = o0 (13.3.4.4)
Podmienka normalizacie predstavuje teda pre koeficienty podmienku
z leal? =1 (13.3.4.5)
n=1

42



Najjednoduchsia netrividlna superpozicia pozostava len z dvoch funkcii, napr. zo
zékladného stavu n = 1, a prvého excitovaného stavu n = 2,

Y(x, t) = ¢y exp(—iEt/h) P, (x) + c, exp(—iE,t/h) P,(x)  (13.3.4.6)
pricom ostatné koeficienty su nulové, c, = 0pren = 3,4,5.--. Castica je teda
Ciastocne v zékladnom a Ciastocne v prvom excitovanom stave. Vysledok rovnice
(13.3.4.5) v tomto pripade nadobudne tvar |¢;|? + |c,|? = 1, ktorého vyznam je v tom,
ze pravdepodobnost’ pozorovania Castice kdekol'vek v priestore (t.j. = 1) je dana sictom
dvoch kladnych ¢&isiel |c,|?
tvoriacich stav (x,t). Na zaklade tohto mdézeme intuitivne prijat’ nasledovné
vSeobecne platné tvrdenie:

a |c,|? charakterizujicich vahu dvoch vlastnych funkcii

Kvadrat modulu koeficienta |c,|?> ma vyznam pravdepodobnosti, ze Casticu
v stave Y (x) = Yo ¢, Y, (x) by sme namerali v stave opisanom z-tou vinovou
funkciou ¥, (x).

Pomocou zdpisu zndmeho z matematickej tedrie pravdepodobnosti pre
podmienent pravdepodobnost’ moéZeme uvedené tvrdenie napisat’ v jednoduchom tvare

P(ulp) = lcul®.

Princip superpozicie moze viest’ na vel'mi neintuitivne aZz absurdné predstavy.
DemonsStruje to zndmy provokativny myslienkovy experiment od E. Schrdédingera.
V krabici, dokonale izolovanej od vonkajSieho sveta, sa nachddza macka, nadoba
z jedovatym plynom a radioaktivny atom. Ak dojde k rozpadu atomu, uvol'nené Ziarenie
otvori nadobu a plyn macku zabije. Kvantovy opis rozpadu atomového jadra vedie na
superpoziciu jeho dvoch stavov: rozpadnutého a nerozpadnutého. Tieto dve alternativy
su nasledne previazané so superpoziciou nddoby s jedom v stave otvorenom
a zatvorenom, ktoré su nakoniec previazané so superpoziciou stavu macky v stave
mftvom a ZzZivom. Pre upokojenie Citatela treba uviest, Ze existencia takychto
superpozicii pre makroskopické sustavy je velmi problematickd. Naro¢nost
zabezpecenia prvého predpokladu — dokonalej izolacie sustavy od okolitého sveta —
prudko narasta s po¢tom jej Castic.

Priklad 13.3.4.1 Uvazujte Casticu v stave Y (x, t) = \/izlpl (x) + \Elpz (x), kde ¢, (x)

a Y,(x) opisuju zakladny aprvy excitovany stav Castice v nekone¢ne hlbokej
potencidlovej jame. Overte, ze takato superpozi¢nd vlnova funkcia je normovana
a vypocitajte prislusnu stredntl energiu Castice.
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Riesenie:

a)
(=) +( B -1
val T\y&) T
a teda vinova funkcia je naozaj normovana.
b) Vzhl'adom na vyznam kvadraitu modulu koeficientu ako pravdepodobnosti

namerania ¢astice s n-tou vlastnou funkciou a faktu, ze v stave s touto vlastnou funkciou
ma Castica vlastna energiu E,, bude pre strednu energiu v superpozi¢nom stave platit’

2 2
(E) = |c1|*E; + |, |*E =1h—12+§ h 22 = (13.3.4.7)
N 4 8ml2 o
h? 5
=37 (13.3.4.8)

Priklad 13.3.4.2 Zhodne ako v predchadzajucom priklade uvaZzujte Casticu v stave

Y(x, t) = \/izll)l(x) + \/%l/)z(X), kde Y;(x) a P,(x) opisuju zakladny a prvy

excitovany stav castice v nekonecne hlbokej potencidlovej jame. Vypocitajte
pravdepodobnost, ze pre t = 0 Ccasticu nameriame v lavej polovici jamy,
Zovseobecnite tento vysledok aj pre ¢ > 0.

RieSenie:

a)
L/2

p(o<x<%>=fo W(x, £)]? dx =

Y212  m L232 q2m
=f ——sin (—x)dx+f ——sin (—x)dx+
0 L 0 L

4] 4]
L/2\[32 T 21
+2]0 Tzsin (Zx) sin (Tx) dx =
11 31 V32L 1 2

R A A A
V uvedenom superpozi¢nom stave je teda vécsia pravdepodobnost’, Ze Casticu ndjdeme
v l'avej polovici ako v pravej polovici jamy.
b)
L/2

P(O<x<L/2,¢t) =j [ (x, t)]|?dx =

0
_.[L/le _ z(” )d +jL/232 _ 2<2n )d 4
—0 4Lsm Lx X ) 4Lsm Lx X
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L/Z\/§2

+2 cos[(E, — E;)t/h] f I sin (%x) sin (%Tx) dx =
0

1 2 3h
=3 + ﬁ cos(wt), kde w = Temmiz
Pravdepodobnost’ vyskytu cCastice v l'avej (a teda aj v pravej) polovici periodicky
osciluje okolo hodnoty 1/2 s periddou T = 2m/w. Toto spravanie ¢iasto¢ne pripomina
klasicky pohyb, pri ktorom by sa Castica s nenulovou kinetickou energiou periodicky
odrazala od l'avej a pravej steny potencialovej jamy.

13.3.5 Meranie v kvantovej mechanike

LIC20 ] T )P

P o =

Obr. 13.3.5.1 Ak ¥(x) je vlnova funkcia Castice pred zmeranim jej stradnice, a [ (x;)]? je
hustota pravdepodobnosti, ze ¢asticu ndjdeme na intervale (x4, x; + dx), potom okamzite po
namerani jej suradnice v tomto intervale sa hustota pravdepodobnosti musi zmenit’ na vyrazne
lokalizovant funkciu |®(x)|?. Takato okamzitd zmena vlnovej funkcie ¥P(x) - @(x), ako
dosledok uskutocneného merania, sa nazyva kolaps vinovej funkcie.

V predchadzajucej Casti sme videli, Ze strednd energia Castice v kvantovom stave

Y(x, t) = ¢y exp(—iEst/h) P, (x) + c; exp(—iEzt/h) P (x) (13.3.5.1)
ma velkost’
(E) = |c1|2E; + |3 |*E, (13.3.5.2)
Kedze koeficienty ¢; a c, mdzu byt lubovolné komplexné ¢&isla spliajice
normaliza¢ni podmienku (13.3.4.5), tak aj strednd energia Castice mo6ze nadobudat’
Pubovol'nt hodnotu medzi E; a E, . Ako potom mame rozumiet’ tvrdeniu, Ze energia je
kvantovana?
Odpoved’ou je interpretacia vinovej funkcie a s tym stvisiaci opis merania na
fyzikalnej sustave. Najprv si pripomeiime Statistickll interpretaciu z hl'adiska merania
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polohy. Ak sa &astica nachadza v kvantovom stave ¥ (x,t), potom |¥ (x;,t)|%dx je
pravdepodobnost’, Ze ju nameriame na pozicii z intervalu (x4, x; + dx), (Obr. 13.3.5.1).
Tato pravdepodobnost’ je typicky ¢islo menSie nez 1, no v okamihu ked’ meranie
prebehlo, a na danom mieste sme Casticu zaregistrovali, tak aspon nasledujuci kratky
okamih sa na tom istom mieste bude Castica nachadzat’ takmer s urcitostou. Vlnova
funkcia sa teda musi po detegovani Castice na pozicii (xq, x; + dx), diametralne zmenit’
z Y (x,t) na ina, povedzme ®(x), pre ktort bude platit’ |®(x;)|*?dx =~ 1 pre x €
(x1,%; +dx) ainde |@(x)| % ~ 0.Takato okamziti zmenu vlnovej funkcie po merani
nazyvame jej kolaps.

Situdcia je podobna aj pri merani energie Castice. Hoci pravdepodobnost’, Ze
Castici nameriame energiu E; je ¢islo |¢;|? s velkostou medzi 0 a 1, v pripade Ze jej
tuto energiu zmeriame v konkrétnom okamihu, Castica sa uz nebude nachadzat’ v stave
Y(x,t) ale v stave Y, (x). Nasledovné meranie by uz len potvrdilo tito hodnotu jej
energie. Aj v tomto pripade zmenu vilnovej funkcie z ¥ (x, t) na ¥, (x) nazyvame jej
kolaps a tdto zmena je spdsobend zrealizovanym meranim jej energie.

Kym vysSie sme diskutovali o jedinom merani na cCastici v predpisanom
kvantovo-mechanickom stave, vypocitana strednd energia (13.3.5.2) nadobuda zmysel
az potom, ako ¢asticu mnohokrat pripravime v identickom stave ¥ (x, t) a mnohokrat
budeme realizovat’ meranie jej energie. Ak pocet takychto opakovani bude N, potom
|c;|? - N-krat nameriame energiu £astice E; a |c,|? - N-krat nameriame energiu Castice
E,.

Problém merania v kvantovej mechanike je oblastou mnohych zaujimavych
otazok a hladania filozofického porozumenia vztahu medzi kvantovym opisom
fyzikalneho sveta a jeho vnimanim vedomym pozorovatelom. Zaroven ale mnohé
prekvapivé a zdanlivo rozumu odporujuce prejavy kvantovej fyziky nachadzaja svoje
vyuzitie pri technologickom pokroku ako napr. v polovodicovych technoldgiach
v mikroelektronike, pri objave a vyuziti lasera a supravodicov alebo aktudlne aj pri
navrhoch algoritmov pre kvantové pocitace budicnosti alebo v kvantovej kryptografii.

13.3.6 Qubit

Kvantovd informatika je pomerne nova rozvijajuca sa vedecka disciplina.
V tradi¢nej informatike bit predstavuje zdkladni jednotku informdacie a to obsah
premenne] s odpoved’ou na otazku typu dno/nie alebo ,,0° ¢i ,,1% Bit mdéze byt
realizovany ako klasické4 dvojstavova ststava: tranzistor v priepustnom alebo zdvernom
stave alebo napitie na irovni 5 V alebo 0 V.

Qubit predstavuje zakladnt jednotku kvantovej informécie a mozno ho taktiez
realizovat’ viacerymi spdsobmi. V tejto stati si qubit zavedieme pomocou kvantovych
stavov Castice v nekone¢ne hlbokej potencialovej jame, o ktorych uz méame urcita
predstavu.
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Nech stav ,,0“ zodpoveda situacii, ked’ sa Castica nachddza v zdkladnom stave
P, (x) a stav ,,1“ situdcii Castice v excitovanom stave 1, (x). Na rozdiel od klasického
bitu, qubit moéze byt aj v 'ubovolnej superpozicii tychto stavov:

P(x,t=0) = c1P,(x) + c ¥, (x). (13.3.6.1)

Koeficienty ¢; a ¢, mdZeme povazovat’ za prvky (suradnice) stipcového vektora
c

c= (C;) (13.3.6.2)

Pri takomto zapise zodpovedaju logicka nula a logicka jednotka ,,jednotkovym
vektorom*

Co = ((1)) ey = ((1’) (13.3.6.3)

Superpozicia umoziuje uvazovat’ s dvomi alternativami sucasne, ako je to

napriklad v stave
c= <1/\/§> , (13.3.6.4)
1/V2

v ktorom je 50% pravdepodobnost’, ze Casticu nameriame v stave Y, (x) alebo aj
v stave Y, (x), ako sa presvedéime jednoduchym vypoétom

1 1
P(l+) = |C1|2 = Pk P(,|+) = |C2|2 = PR (13.3.6.5)

Vyuzivanim takychto stavov v kvantovych algoritmoch dochddza k dramatickému
znizeniu vypoctove] naroc¢nosti niektorych uloh oproti ich klasickym implementaciam.

Podobne ako klasicky pocitac, aj kvantovy pocita¢ sa musi skladat’ z viacerych
qubitov, nad ktorymi sa uskutociiuju algebrické operacie. Viacero qubitov moZno
realizovat’ viacerymi interagujicimi Casticami, nachadzajicimi sa v blizkych
potencialovych jamach, no opis takychto tloh ide za rdmec tohto tivodného kurzu.
V nasledujucej Casti ukazeme ako mozno fyzikalne realizovat’ aspon najjednoduchsie
kvantové operacie na jedinom qubite.

13.3.7 Casovy vyvoj dvojhladinovej ststavy

Uvazujme casticu v potencialovej jame, na ktoru urita dobu t € (t,, t;)
pdsobi dodatocna sila prostrednictvom zmeny potencidlnej energie V (x, t). Fyzikalne
st mOzeme predstavit’, ze v Case od t = t, po Cas t = t;, bude na Casticu v jame posobit’

elektrické pole E (x, t)T. Jemu zodpovedajicu potencidlnu energiu zapiSeme v tvare
X

V(x,t)=—q j E(x,t)dx, (13.3.7.1)
0
kde g je elektricky naboj Castice. Schrodingerova rovnica pre takato llohu ma tvar
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2 2

) h
ih a Y(x,t) = — % W‘P(x, )+ V(x,t)¥(x,t) (13.3.7.2)

Rovnicu nebudeme riesit’ presne ale budeme predpokladat’ ze vysledok mozno napisat’
v tvare superpozicie (13.3.4.6) dvoch stavov 1;(x) a P, (x) s Casovo-premennymi
koeficientmi ¢, (t) a c,(t). Dosadenim do rovnice (13.3.7.2) nachadzame

ih[e11(x) + Co(0)] = Ercpy (%) + Excop,(x) + V(x, O (x) + o9, (x)],

(13.3.7.3)
kde bodka nad koeficientmi znamena ¢asova derivaciu ¢ = (dc/0t) a vyuzili sme, Ze
stavu ¥, (x) prislucha vlastna energia E; a stavu ¥, (x) vlastna energia E,. Ak nasledne
vynasobime ndjdenu rovnicu vlnovou funkciou ¥j(x), preintegrujeme ju od 0 po L
a vyuzijeme vzt'ahy ortogonality a normovania, tak ndjdeme prva rovnicu

lflCl = E1C1 + V11C1 + V12C2, (13374)
kde

L
Vij = —_[0 Y1) Vix, t)y;(x) dx, j=1,2 (13.3.7.5)

Podobne, ak rovnicu (13.3.7.3) vyndsobime 15 (x), a preintegrujeme, najdeme rovnicu
aj pre ¢asovy vyvoj druhého koeficientu

lhéz = E2C2 + V21C1 + V22C2, (13376)

N4jdené dve rovnice predstavuju sustavu dvoch obycajnych linedrnych diferencialnych
rovnic, ktor¢ mozno zapisat’ aj v maticovom tvare

iz (c,) = ( Voy  Ep+ sz) (c) (13.3.7.7)

Na jej rieSenie su z matematiky zname analytické, alebo v pripade od ¢asu zavislych
potencidlov numerické metody, ktorych vysledkom je unitarna matica propagatora

s oznacenim U(ty, t,). Pomocou propagatora mozno vyjadrit’ koeficienty v koncovom
case t;, pomocou ich hodndét v za¢iato¢nom cCase t;:

(Cl(tb)) _ (Ull(tb' ta) Upa(ty, ta)) (Cl(ta))
c2(tp) Up1(tp, ta)  Upa(tp, ta)/ \ca(ts)
V pripade, ze potencidl V (x, t) je nulovy, je aj V;; = 0, a vtedy priamym integrovanim
rovnic (13.3.7.8) moZno n4jst’ propagator v tvare

(13.3.7.8)

exp{—iE; (t, — to)/N} 0
0 exp{—iE,(t, —t,)/h}

v stihlase so vzt'ahom (13.3.5.1). Takyto propagator urcuje zmenu koeficientov c; , ak
na sustave nebol aplikovany ziaden dodato¢ny potencial, len sme pockali kone¢nu dobu
t, — tq. N4jst’ vysledny propagator pre nenulovy potencidl je narocnejSie a pre Casovo-
zavisly potencial je to Casto aj analyticky nemozné. Podstatné ale je, Ze pre zvoleny
potencial existuje ur¢ita matica propagatora, pomocou ktorej moézeme Studovat’ jeho

U(ty, t,) = ( ) ) (13.3.7.9)
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pOsobenie na stav qubitu, teda na zmenu koeficientov ¢; a c¢,. Takéto postupné
posobenie réznych propagatorov na qubit predstavuje jednoduchy kvantovy algoritmus.

Priklad 13.3.7.3
Ukazte, ze propagator NOT

Uy = ((1) (1)) (13.3.7.10)
zmeni stav Y(x) = P(x) (c; =1, ¢, =0) na¥(x) = Y,(x) (c; = 0; ¢, = 1).

RieSenie: Maticovym nasobenim povodnych stavov propagatorom ndjdeme

G )G=Q) ¢ Q=0 (1337.11)

NOT teda podobne, ako pri klasickych pocitacoch, zmeni stav reprezentujuci logicku
jednotku ,,1* na stav ,,0° a naopak, robi teda jeho logicku negaciu.

Priklad 13.3.7.4
Pri vytvéarani kvantovych algoritmov je vel'mi uzito¢ny propagator, ktory sa nazyva
Hadamardovo hradlo

U, = i(i _11) (13.3.7.12)

Ukazte, ze jeho posobenim, na vlastny stav Castice P, (x) vytvori sa stav ,,+“ , pri
ktorom existuje 50% pravdepodobnost’, Ze by sme Casticu namerali v stave 1, (x)
a 50% pravdepodobnost’, Ze by sme ju namerali v stave Y, (x).

Riesenie: Opit sa presvedCime jednoduchym vypoctom:

% (i _11) ((1)) - (1;@) = ¢ (13.3.7.13)

Prirodzene, Hadamardovo hradlo nemé analogiu pri klasickych pocitacoch, klasicky bit
nemoze byt zaroven v stave logickej jednotky aj nuly.
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13.4 Dalsie aplikacie Schrodingerovej rovnice

Podrobny opis rieSenia Schrédingerovej rovnice v pripade Castice v nekonecne
hlbokej potencidlovej jame bol ukazkou jej pouzitia. Nie je ciel'om tohto textu podrobne
uvadzat rieSenia dalSich aplikacii tejto rovnice, lebo matematicky st pomerne
naroéné. Mozno ich najst v $pecializovanych udebniciach kvantovej mechaniky?.
V nasledujucom texte len poukdZzeme na niektoré zaujimavé pripady, napiSeme
prisluSni Schrédingerovu rovnicu a uvedieme vysledok jej rieSenia.

13.4.1 Tunelovy jav

V predoslom ¢lanku 13.3.3 bol opisany pripad Castice uvdznenej v nekone¢ne
hlbokej potencidlovej jame. Cez nekonecne vysoké steny sa Castica nemohla dostat’ do
priestoru mimo jamy. Ak by jama mala koneénti hibku (U,), potom z riesenia
Schrédingerovej rovnice vyplyva pozoruhodny vysledok — Castica by mala isti mala
pravdepodobnost’ preniknit’ mimo jamy aj v pripade, keby jej energia E bola menSia
neZ energia U, potrebna na Uinik z jamy (Obr. 13.3.4.1). Podobna situdcia nastava, ked’
Castica prilieta k potencialovej bariére (schodu) s kinetickou energiou nepostacujicou
na jej prekonanie, t. j. ked’ (1/2)mv? < U, , kde U, je ,,vy$ka* schodu. Z klasického
pohladu Castica neméze preniknut’ do oblasti za schodom, kde je potencialna energia
vysSia nez jej kinetickd energia, musi sa od potencidlového schodu odrazit. Ale

U— o
] [ AN
i N
? ? ! (l/z)mv2 < U,
EUO it ——> :U

Obr. 13.3.4.1

v mikrosvete, kde sa vyrazne prejavuju vinové vlastnosti Castic, to vyzera inak. Jestvuje
istd nenulova pravdepodobnost, Ze casticu ndjdeme aj za schodom, pricom téato
pravdepodobnost’ rastie, ked’ sa velkost’ energie Castice priblizuje k vyske schodu U,,.

Tento vyznamny vysledok sa dé ziskat’ rieSenim bez€asovej Schrodingerove;j
rovnice, ktory uvedieme bez uvadzania detailov rieSenia. Pravdepodobnost’, ze Castica
prenikne do vzdialenosti x za schod, je vyjadrena vztahom

P ~exp {—%\/Zm(UO - E)} : (13.3.4.1)

4 Napriklad skripta P. Markos: Moderna fyzika, Spektrum STU 2012
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Ak ku schodu prichddza nie jedna, ale mnoho Castic s rovnakou kinetickou
energiou, potom Cast’ z nich sa od schodu odrazi, ale ¢ast’ prenikne kiisok do oblasti
s vysSou potencidlnou energiou.

Ak schod ma kone¢nu dizku d, ide o potencialovi1 bariéru. Dosadenim dizky
(hribky) bariéry do tohto vzt'ahu, ziskame pravdepodobnost’ prechodu castice cez
bariéru — ide o tunelovy jav. Tunelovy preto, lebo Castica nema dostatok energie na
,preskoCenie* bariéry, ale prechadza cez fiu akoby tunelom. RieSenie Schrédingerove;j
rovnice, po zohl'adneni normovania vlnovych funkcii, poskytuje pre pravdepodobnost’
prechodu cCastice potencidlovou bariérou vzt'ah:

P * exp {— %w/ 2m(U, — E)} , (13.3.4.2)

1+ [(U, - E)/2E]?

podl'a ktorého pravdepodobnost’ exponencidlne klesa s rastiicou hribkou bariéry.

Tunelovy jav sa uplatiiuje vo viacerych prirodnych procesoch, napriklad pri
radioaktivnych premendch jadier atomov, ked’ z jadra unikd cCastica alfa, alebo v tzv.
tunelovych diddach.

Priklad 13.4.1.1 Vypocitajte s akou pravdepodobnost’ou prenikne elektron (hmotnost’
m =1073% kg) cez potencidlovu bariéru, ktorej hriibka sa rovna beznej medziatomove;j
vzdialenosti 3 X 10719 m, ked’ jeho energia je o 1 eV mensia nez vyska bariéry.

Vysledok: P=0,1.

Poznamka: Ide teda o jav s pomerne velkou hodnotou pravdepodobnosti realizacie.

Kontrolné otazky

1. Co rozumieme pod ndzvom tunelovy jav?

2. Aké veliciny vstupuju do vztahu vyjadrujuceho pravdepodobnost prechodu
Castice cez potencidlovu bariéru?

3. Uvedte priklad vyskytu tunelového javu v prirode.

4. Moze sa tunelovy jav uplatnit pri makroskopickych telesach?
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14.4.2 Harmonicky oscilator

Kmitanie atdmov v tuhych latkach sa da v istom priblizeni opisat’ akoby iSlo
o kmitanie harmonickych oscilatorov. Tie podl'a kvantovej mechaniky m6zu nadobtudat’
len urcité frekvencie, ktoré sa daju ziskat’ rieSenim Schrodingerovej rovnice. Energia
kmitania oscilatorov v tuhych latkach je suCastou ich vnitornej energie a kvantova
mechanika vyuzitim tohto modelu dokézala spravne vysvetlit' zavislost’ ich tepelne;
kapacity od teploty.

V pripade cCastice v potencidlovej jame sme vychadzali zpredpokladu, ze
potencialna energia Castice je nulova, ¢o vyrazne zjednodusSilo Schrodingerovu rovnicu.
Pri harmonickom oscilatore vSak zavisi od vychylky zrovnovéaznej polohy. Takto
vyjadrenu energiu treba dosadit’ do Schrodingerovej rovnice, ktorej rieSenim ziskame
vlastné hodnoty energie oscilatora, aj s prisluSnymi vlastnymi funkciami.

Potenciadlna energia harmonického oscilatora je v jednorozmernom pripade

vyjadrend vzt'ahom (vzt'ah — 3.2.2.10)

1
U= Ekxz

takze bezCasova Schrodingerova rovnica (13.3.2.3) nadobudne tvar

———— 4 —kx?W =E¥ - — 4

A2y 1 d2y Zm(
2mdx? 2 dx?2 = p?

E ! k 2) Y=0
> kx =0.
Jej rieSenim, ktor¢ nie je celkom jednoduché, su vlastné hodnoty energie harmonického

oscilatora:

En=(n+1)mo, (13.3.4.3)

kde w je jeho vlastnd uhlova frekvencia a n kvantové Cislo, ktoré moze nadobudat’
hodnoty 0,1, 2, ---.

Na vysledku je najzaujimavejsia skutocnost’, Ze energia oscilatora nie je nulova
ani pri nulovej hodnote kvantového ¢isla. To ma za nasledok, Ze atomy v latkach
(chéapané ako oscilatory) neprestdvaji kmitat’ ani v najnizSom (zakladnom) kvantovom
stave, ktory je typicky pre teploty v blizkosti absolutnej nuly. Vysledok sa tyka aj
Castice v potencialovej jame, kde sme videli, ze to stvisi s Heisenbergovym principom
neurcitosti.

Vlastné funkcie harmonického oscilatora st zloZitejSie nez v pripade jednoduche;j
potencialovej jamy, ide o tzv. Hermitove polyndémy, ktoré tu neuvadzame.

Aj harmonicky oscildtor méze mat’ dva ¢i tri stupne volnosti, co ma rovnaky
ddsledok ako pri Castici v potencidlovej jame.
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13.4.3 Atom vodika

Atom vodika predstavuje trojrozmerny Utvar s gulovou symetriou (tri stupne
vol'nosti), takze oCakdvame, Ze stav elektrénu v atdbme bude opisany tromi kvantovymi
Cislami. Tie st sucast'ou rieSenia prislusnej Schrédingerovej rovnice.

Potencidlna energia elektrénu v elektrostatickom poli protonu zavisi od ich
vzajomnej vzdialenosti, a je vyjadrend vztahom (— 8.1.4.4)

1 e?

Amte, T

U=-

pricom vzdialenost’ r sa v kartezianskej stistave vyjadruje pomocou suradnic x, y, z.
Bezcasova Schrédingerova rovnica v takomto pripade ma tvar parcialnej diferencialnej
rovnice troch premennych

62‘I’+62‘I’+62‘I’+2m . 1 e? w— o
x2  0y?  0z2  p? -
kder =[x+ y2 + 22,

drte, T

Gulovéa symetria pripadu vSak nabada na pouzitie sférickej suradnicovej ststavy
s premennymi 7, 9, ¢, pri¢om kartezianske a sférické stiradnice su viazané vzt'ahmi

x =rsindcosg , y=rsind sing, z=rcos?.
Pomocou nich mézeme Schrodingerovu rovnicu prepisat’, ¢im nadobudne tvar

16(26111)+ 1 6(_ 61}’)+ 1 OZLI’_I_
r2or or St r2sin? 9 dp?

r2sin9 09 09

2m 1 e?
+—2(rzsin219)<E+ —)‘I’=O.
h drte, T
Tato komplikovana rovnica sa da nast’astie postupne rozdelit’ (separovat’) na tri rovnice
tak, ze vinova funkcia ¥ , ktord je funkciou troch premennych, sa vyjadri ako st€in
troch funkecii, pri¢om kazda z nich je funkciou len jednej premenne;:

Y(r,9,9) = R(O@)P(¢) .

Takymto postupom z povodnej parcidlnej diferencialnej rovnice vzniknt tri obycajné
diferencialne rovnice, ktorych rieSenie je uz jednoduchsie. Rovnice, ani ich rieSenia, tu
nebudeme uvadzat, si dostupné v bohatej literatire o kvantovej mechanike’.
RieSenie troch diferencidlnych rovnic vedie na kvantovanie troch veli€in — energie,

5V slovengine napriklad Pisut, Gomol&ak, Cerny : Uvod do kvantovej mechaniky (1983), Markos:
Moderna fyzika (2012)
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momentu hybnosti a priemetu vektora momentu hybnosti do smeru podsobiaceho
vonkajsieho pola. Stav atomu vodika sa preto opisuje tromi kvantovymi ¢islami®:

hlavnym n, orbitdlnym [ a magnetickym m,;,
Z rieSenia rovnic vyplyva, Ze m6zu nadobudat’ len tieto hodnoty

n—»>123,--
[ > 0,1,2,(n—1) (13.3.4.4)
ml_) 0! ill iZ,'”,il

Hlavné kvantové Cislo n vystupuje vo vztahu vyjadrujicom energiu atomu vodika
(sustavy proton — elektron), ked’ sa elektron nachdadza na n-tej hladine energie:

me* 1
Fo= (L)
32m%eZh” \n
Pre energiu atdbmu vodika v zdkladnom stave (n = 1) z tohto vztahu vplyva hodnota
E, =-13,6¢€V.

Orbitalne kvantové cislo [ suvisi s kvantovanim momentu hybnosti L elektronu,
pricom z rieSenia rovnic vyplyva vysledok

Stuvisi to so skuto¢nost'ou, ze pri obiehani okolo protonu elektron moze mat’ pri
rovnakej energii rozne momenty hybnosti (klasicky sa to prejavuje roznou excentricitou
elipsy, po ktorej obieha, t. j. roznym tvarom orbity).

Tretie kvantové ¢islo m; stuvisi s kvantovanim priemetu vektora momentu hybnosti
do zvoleného smeru’. Velkost' tejto polohovej energie zavisi od velkosti uhla medzi
vektorom orbitalneho magnetického momentu a vektorom magnetickej indukcie
magnetického pola. Ked’Ze vektor magnetického momentu je rovnobezny s vektorom
L momentu hybnosti, tak nakoniec je kvantovana vel’kost' priemetu L, tohto vektora
do smeru vonkajSieho magnetického pola:

LZ = mlh.

Hustota pravdepodobnosti dP/dr vyskytu elektronu v okoli jadra atomu vodika na
prvej kvantovej drahe je na nasledujicom obrazku, kde r; je polomer prvej Bohrove;j

6 Uplny opis stavu obsahuje aj kvantové &islo vyjadrujuce spin elektrénu, o v$ak v tomto
zjednoduSenom opise nebudeme brat do uvahy

7 lde o magneticky moment vytvoreny obiehanim elektrénu okolo proténu. Elektron ma viak aj vlastny
magneticky moment, suvisiaci so spinom, ktorého sa tyka osobitné, polCiselné kvantovanie.
Problematikou spinu sa vSak tento text nezaober3, je opisana v u¢ebniciach kvantovej mechaniky.
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kruznice (— vztah 13.1.5.9). Velkost polomeru vychadza rovnakd aj zrieSenia
Schrédingerovej rovnice.

V zakladnom kvantovom stave, ked’ hlavné kvantové Cislo n = 1, tak orbitalne
kvantové ¢islo musi byt nulové (— 13.3.4.4), takZze nulovy je aj moment hybnosti
elektronu. To znamena, ze elektron si nemoZzno predstavit’ ako obiehajuci okolo jadra
po kruznici, ¢i elipse. Tym sa vysledok kvantovej mechaniky zdsadne odliSuje od
Bohrovho modelu. Vinova funkcia prislichajica tomuto stavu zavisi len od
vzdialenosti elektronu od jadra, takze hustota pravdepodobnosti vyskytu elektrénu je
gulovo symetrickd, pricom maximum nadobuda prave v ,,Bohrovej* vzdialenosti r;.

I ! | !

71 3n

Kvantova mechanika, na rozdiel od Bohrovho modelu, dokaze vysvetlit’ aj intenzitu
spektralnych ciar, lebo sa pomocou nej daji vypocitat’ pravdepodobnosti prechodu
ststavy medzi jednotlivymi hladinami energie.

Kation atomu hélia He™ predstavuje podobnt ststavu ako atdom vodika, lebo
opit’ ide o jadro ajeden elektron. Jadro atomu hélia® sa skladd z dvoch protonov
advoch neutronov, takze v porovnani sjadrom vodika posobi na elektrén
dvojnasobnou silou. Sila pdsobiaca medzi jadrom a elektronom je Uimernd sucinu
velkosti ich nibojov, v pripade vodikového atdmu stéinu e - e = e?, v katione hélia
su¢inu 2e - e = 2e%. To ma vplyv aj na zavislost’ potencialnej energie elektronu od
vzdialenosti od jadra, a teda aj na Clen potencidlnej energie v Schrodingerovej rovnici.
Vysledkom je podobnéd sustava hladin energie ako v atdéme vodika, ale posunuta.
Energia zadkladného stavu, v porovnani s energiou zakladného stavu atdomu vodika je
v absolutnej hodnote Stvornasobnd, predstavuje —54,4 eV. Treba eSte poznamenat’, ze
jadro hélia, ktoré je zloZitejSie, ma vplyv na tzv. jemnu Strukturu hladin energie.

8 |de o jadro najcastejSie sa vyskytujuceho izotopu hélia.
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13.4.4 Sustavy troch a viacerych castic.

Kation hélia je eSte pripadom sustavy dvoch castic, ktord sa da klasicky, ale aj
v kvantovej mechanike riesit’ exaktne. Ale atdom hélia uz predstavuje problém troch
Castic (jadro + dva elektrony)’, vodikova molekula problém $tyroch Castic. RieSenie
Schrodingerovej rovnice pri takychto sustavach sa preto opiera o aproximativne
metody, tzv. poruchovii metddu, alebo o variaéni metddu.

Metodicky délezitou stistavou troch Castic je ion molekuly vodika Hj . Klasicka
predstava takejto stistavy predpoklada dva protdny navzajom separované vzdialenostou
cca 1071%m, s elektronom obiehajucim okolo nich po drdhe stvarom osmicky,
s prieseCnikom v strede medzi protonmi. Pohybujuci elektrén ma svojim zapornym
nabojom (CastejSie sa nachddzajicim medzi protonmi) kompenzovat odpudiva silu
posobiacu medzi kladne nabitymi protonmi, ¢im sa ma vytvorit’ stabilna konfiguracia.

V Schrédingerovej rovnici v takomto pripade vystupuje potencidlna energia,
v ktorej sa zohl'adiiuje pritazlivé posobenie medzi elektronom a dvoma protonmi, ako
aj odpudiva sila medzi protonmi. V zjednodusenom vypocte sa vSak polohy protonov
povazuju za fixné, takZze s ich vzajomnou potencidlnou energiou sa pri vypocte
neuvazuje. Tato moznost’ vyplyva zo skutoCnosti, Ze jadra st podstatne t'azSie nez
elektron, takze sa pohybujii podstatne pomalsie. Clen vyjadrujiici potencialnu energiu
bez vzédjomného pdsobenia protdnov, ma tak tvar

e? (1 1
v=- (e d)
e, \r, 1y

kde r, a 7, predstavuju vzdialenosti elektrénu od jadra a, resp. jadra b.

RieSenie Schrodingerovej rovnice poskytuje dve vlastné funkcie, nazyvané
pdrna a neparna oznacované ako ¥, resp. ¥, , ktorym prislichaji mierne odliSné
hodnoty vlastnej energie elektronu Ej resp. E,, . Z vypoctu vyplyva, ze rozdiel tychto
energii zavisi od vzdialenosti R medzi protonmi, pricom s rasticou vzdialenost'ou sa
exponencialne zmensuje. Pravdepodobnost’ vyskytu elektronu je pritom vicsia v strede
medzi protonmi pre parnu vlastnu funkciu, €o sprostredktiva ich vzajomnt viazanost'.

Tento vysledok mé dva vyznamné aspekty. Predovsetkym sa ukézalo, ze hustota
pravdepodobnosti vyskytu elektrénu je najvacsia medzi jadrami (protonmi), ¢im sa
vysvetlila podstata kovalentnej chemickej vazby. Heitler a London v roku 1927 svojim
vypoctom ukazali, Ze to plati aj v molekule vodika H,.

Druhym vyznamnym aspektom je rozstiepenie povodnej hladiny energie atomu
vodika na dve hladiny. Ako ukazuji narotné vypocty, v pripade pravidelného
periodického usporiadania n — atoémov (napriklad v krystali polovodica), hladina sa
Stiepi na n hladin nachadzajicich sa tesne pri sebe — vytvara sa interval energii,

° Pokial’ jadro hélia povazujeme za jednu Casticu.
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nazyvany aj ako pdsmo energii, alebo Casto ako pds energii. Ked'ze medzi hladinami
v izolovanych atomoch st medzery, tieto sa do urCitej miery zachovavaji aj
v kryStaloch a tak tam vznikaju intervaly (pasma) dovolenych a zakazanych energii. Na
tejto skutocnosti je zaloZena napriklad tedria elektrickej vodivosti kovov, polovodicov,
ale aj ,,nevodivosti* dielektrik.

Problematika rieSena metddami kvantovej mechaniky je vSak matematicky
vel'mi naro¢na, vyZaduje si osobitny opis, presahujuci moznosti zékladného kurzu
fyziky. V zozname literatiry st uvedené knihy, vhodné na Stidium kvantovej
mechaniky.
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DODATKY

D1
Dékaz vzahu medzi objemovou hustotou energie w v dutine a intenzitou
vyZarovania stien M

Ak by zo steny dutiny ziarenie prudilo len v smere na stenu kolmom, vztah medzi M
a w by bol jednoduchy: M = cw, kde c je rychlost ktorou sa ziariva energia §iri, t. j.
rychlost’ svetla. Vzt'ah sa da odvodit’ nasledujicou uvahou. Intenzita vyzarovania je

definovana podielom
AE

M=1sn (@)

teda ako energia vyZiarena z plochy s jednotkovym obsahom za jednotku ¢asu. Ak sa
v priestore nachadza energia s objemovou hustotou w a tato sa $iri rychlostou ¢
jedinym smerom (napriklad potrubim), cez plochu s obsahom AS prejde za ¢asovy
interval At energia

AE = wcAtAS . (b)

Porovnanim vzt'ahov (a) a (b) ziskame vysledok
M=cw.

V dutine vSak prudi ziarenie vSetkymi smermi rovnako, izotropne, takZe moZeme
predpokladat’, Ze na jednotkovy priestorovy uhol pripada hustota toku energie
W
e — E ’

kde c¢islo 4n predstavuje plny priestorovy uhol, t. j. 4n sr (steradianov). Na elementarny
priestorovy uhol d(2 tak pripada ¢ast L, d€2. (Elementarny priestorovy uhol sa vo
sférickej suradnicovej ststave vyjadruje v tvare
d2=sin 8 d6d¢p — obrazok.) Na malu plosku
AS steny dutiny dopada Ziariva energia zo
vSetkych stran, takze celkovy prikon energie na
tuto plosku vypocitame integraciou cez cely

AS

polpriestor nad ploskou, CiZze integraciou cez

priestorovy uhol 27 sr. Ploska AS sa vSak javi
v plnej velkosti iba pri pohlade v smere jej
normaly, pri pohl'ade zo smeru odchylen¢ho od normély o uhol & vidno iba jej priemet
AS' = AS cos 6. To treba pri pocitani energie dopadajucej na plosku zohladnit’.

Preto budeme pocitat’ vyraz

d® =AScos L, dQ2,

58



resp. jeho integral (prikon energie na plosku AS')

21 ,m/2 cw
<D=ASJ cosé’LedQ=ASj j cos@—sinfdfde =
21 o Jo 4m

asY [ (™ o5 0 sin 0 dod
=S ) fo cos & sin Q.

Ako sa mozno l'ahko presvedcit, integral ma hodnotu m, takze dostaneme vysledok
cw
® =AS ik (©)

V ustalenom stave musi za jednotku casu rovnaké mnozstvo energie plosku optstat, ¢o
sa rovna vyrazu
® = MAS . (d)

Porovnanim vyrazov (c) a (d) dostdvame vztah medzi intenzitou vyzarovania stien
dutiny a objemovou hustotou ziarivej energie v dutine

M_CW
_4.

D2
Pocet oscilatorov v dutine

Pocet oscilatorov v dutine, ktoré spadaju do intervalu frekvencii (f, f + df),
bol pévodne vypoéitany na zaklade predstav klasickej fyziky (pomocou stojatych vin),
ale matematicky postup pri odvodzovani tohto poctu sa zjednodusi, ak sa pouziju aj
predstavy o foténoch.

Kovova dutina nech ma tvar kocky s hranou dizky L , ¢ize ma objem V = L3,
Z uzavretej dutiny elektromagnetickd energia neunika, ani do nej neprichadza, preto
elektromagnetické ziarenie v dutine musi byt’ vo forme stojatého vinenia. Na kovovych
stenach dutiny maju stojaté elektromagnetické viny uzly, podobne ako struny
hudobnych nastrojov na svojich koncoch, kde st uchytené. Ak sa v dutine s tvarom

kocky medzi jej protil'ahlymi stenami nachadza stojata vlna, potom musi platit’ rovnost’

A—L
le— ’ (a)

kde n je celé ¢isloa A vlnova dizka. Ak ma stojata vlna v dutine vieobecnti polohu,
jej priemety do smerov zodpovedajicich hranam kocky, musia splhat’ rovnaku
podmienku, t. j. musi platit’

A A
nfcosa=L, nzcos[3=L, nicosy=L, (b)
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kde oo, B, vy st uhly, ktoré s hranami kocky zvieraji vektory rychlosti protismerne sa
Siriacich vin, vytvarajicich stojatd vinu. Ak pouZijeme ozna¢enie

ncosa=n,, mncosp=mn, mncosy=n,,
d’alSou upravou prvého zo vztahov (b) dostaneme
2L

Ny = 7 ) (©)
pri¢om Cislo n, , rovnako ako aj n, a n,, musi byt cel¢ a nezaporng, aby uzly boli
na stenach dutiny. To pravda kladie isté poZiadavky na stvislosti medzi uhlami «, 3,
7 avlnovou dizkou A, o ktorych viak nebudeme d’alej uvazovat. V d’alej ¢asti uz
vyuzijeme vlastnosti fotonov, nachddzajucich sa v dutine. Rovnicu (c¢) vynasobime
Planckovou konStantou h :

h
hn, = ZLI = 2Lp,, (d)

kde p, =h/A je podlavztahu (13.1.1.4) hybnost’ fotonu, v tomto pripade vel'kost
jeho zlozky v smere osi x . Ked z rovnice (d) osamostatnime prave tito veli€inu,
a analogicku upravu urobime pre d’alSie dva smery v dutine, dostaneme rovnice

_h _h _h
px_ZLnx! py_ZLny» pz_Zan . (e)

S¢itanim ich druhych mocnin dostaneme druhti mocninu velkosti hybnosti fotonu:

p? = (%)2 (n2 +n2+n2). ®

Trojica celych ¢isel n,, n,, n, reprezentuje konkrétnu stojati vinu v dutine. Zmena
¢o len jedného z nich znamenda prechod k inej vine, ktorej prislichaju fotony s inou
hybnostou a teda inou vinovou diZkou.

Z rovnic (e) vyplyva, Ze odliSnost’ velkosti hybnosti fotonov suvisiacich
s dvoma roéznymi stojatymi vinami nemdze byt I'ubovolne mald, ale ze minimélna
zmena velkosti pre jednu zloZku je

h
(Apx)min = ﬁ . (8

V abstraktnom trojrozmernom priestore hybnosti, ktorého suradnicové osi predstavuju
saradnice vektorov hybnosti (t. j. px,p,,p; ), potom jestvuje (minimalny) objem

() ®

s vel'’kost'ou
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pripadajici na jednu stojati vlnu. V trojrozmernom priestore hybnosti pripadd na
interval vel'kosti hybnosti (p, p + dp) elementarny objem s tvarom gul'ovej Skrupiny,
ktorého velkost’ je

1
dr = (§> A1 p2dp), ()

pricom zlomok (1/8) vyjadruje skuto¢nost’, Ze z celého priestoru hybnosti uvazujeme
iba prvy oktant, ¢im zohladfujeme okolnost’, ze ¢isla n,, n,, n, vystupujice
v rovniciach (e) su iba kladné. Ked’ze na jednu stojatu vinu pripada objem vyjadreny
vzt'ahom (h), poéet stojatych vin pripadajiici na objem dz sa rovna podielu vyrazov

(1) a (h):

o = [(Jonvenl (5

Takto uréeny pocet sa navyse nasobi ¢islom 2, ¢im sa zohl'adni dvojaka mozna linearna
polarizacia kazdej stojatej elektromagnetickej viny v dutine. Ak eSte vyjadrime hybnost’
fotonu vztahom (13.1.1.4) ,t.j. p = hf/c, tak dostaneme

dN—ZdN’—[(2>4 2q ]/(h)s—SﬂLS 24y = ST 124
= —8ﬂpp2L—h3pp—cgff-

Po vydeleni objemom dutiny L® dostaneme podet oscilatorov (stojatych vin)
v jednotkovom objeme, pripadajicich na frekvenény interval f az f+ df:
_dN _ 8mf?

d -
n vV c3

D3
Stredna hodnota energie oscilatorov

Strednd hodnota energie (alebo inej fyzikalnej veli¢iny) predstavuje aritmeticky
priemer hodnot energie, ktorymi sa vyznacuju Castice (objekty) tvoriace zvyc¢ajne subor
obsahujuci velky pocet Castic. V klasickej fyzike sa povazovalo za samozrejmé, ze
objekty m6Zzu nadobudat’ 'ubovol'né hodnoty energie, ze spektrum dovolenych hodnot
energie je spojité. Ak sa vSak objekty suboru vyznacuju iba diskrétnymi hodnotami
energie (t. j. m6zu nadobudat’ iba isté, nie 'ubovolné energie), strednd hodnota energie
(E) savypocita ako aritmeticky priemer ich energii:

(E) = (E1+E2+E3+"')/N ’

kde N je celkovy pocet objektov (Castic).
Niektoré z diskrétnych hodndt energie sa mdzu vyskytovat’ pri viacerych objektoch,
vtedy sa stredna hodnota energie vypocita pomocou vzt'ahu
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SN, N ®

Planckov vypocet vychadzal zpredpokladu existencie diskrétnych hodndt energie
oscilatorov (stojatych vin) v dutine, ktoré mali tvorit' celo¢iselné nasobky hodnoty
hf , kde h jePlanckova konStantaa f frekvencia prislusnej stojatej viny. Ak sa teda
v dutine nachadza mnoZina stojatych vin s frekvenciou f , moézu nadobudat’ energie
iba z moznych hodnot

EO = O,El = hf’EZ = 2hf,E3 = 3hf, atd’

Z mnoziny oscilatorov s touto frekvenciou ma vécsSina nulova energiu E, = 0 (ich
pocet nech je N;), pocet oscilatorov s vySSou energiou klesd sjej narastajucou
vel'kostou. Tuto zavislost Planck vyjadril pomocou vztahu pochadzajuceho od
Boltzmanna

Ny = Noexp(—nhf/kT), (b)

kde N, je pocet oscilatorov s energiou nhf, k = 1,38:10723 J/K je Boltzmannova

konStantaa T termodynamicka teplota. Strednt energiu tychto oscilatorov vypocitame
podla (a),

(E) = 2 Noexp(—pnhf)nhf _ Y exp(—Bnhf) nhf
2. Noexp(—pnhf) Yexp(=pnhf)

Podobné vyrazy pre stredni hodnotu roznych veli¢in st v Statistickej mechanike vel'mi
Casté a na ich vy¢islenie sa pouziva pomocna veli¢ina — parti¢nd funkcia

(©

(o]

Z(8) = ) exp(~fnhf) (@

n=0

kde B =1/(kT) je premennd particnej funkcie, zavisiaca od teploty. Priamym
vypoctom sa presvedCime, ze derivovanim logaritmu particnej funkcie dokazeme
vyjadrit’ potrebnu stredni energiu,

d 1 d Y. exp(—pnhf)nhf

——InZpB) =-5=x-72B) = =(E) (e

dp Z(B)ap 2 exp(—pnhf)
Samotna parti¢na funkcia (d) predstavuje stcet nekonecného geometrického radu
s kvocientom

x = exp(—Bhf). ()
Jeho sucet je
1 1
2B = T T T exp (=B ®)
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Po dosadeni parti¢nej funkcie z (g) do prvého vyrazu v rovnici (e) a jeho derivovani
dostaneme kone¢ny vysledok

hf
exp(+hf/kT)—1"

d
(E) =—=In[1—exp(=Bhf)] =

7 0
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SUHRN VZTAHOV

energia fotonu E = hf

E h h
hybnost’ fotonu p=—= _f =—
c ¢

A

Einsteinova rovnica fotoelektrického javu hf = W + (1/2)mv?

AE

Intenzita vyzarovania M=—
y AS At
Stefanov-Boltzmannov zakon a

I _ 4 ) _
Wienov zakon M= fo My df =oT T - Amax b

h

stredna hodnota energie oscilatorov (E) = oxp(if /];cT) —3
Planckoy zékon Fiaren y 21 hf3

anckov zakon ziarenia =

I~ ¢3 exp(hf /kT) — 1
sila vyvolana dopadajucou P dp 1dW
elektromagnetickou vinou T dt ¢ dt
energia na n-tej hladine atobmu vodika E o= e'm 1
podl'a Bohra " \8g2h2n?
: . eh?
polomery Bohrovych kruzZnic T, = n?
me?m

Inova dizka spektralnych ¢&i dik L_(em (1 1)
vinova zaspe ranyc clar vodika /1— 8£2h3C n2 m2

e*tm

Rydbergova konstanta =
Y 8 R 8e2h3c
. i . T h h
vlnova dlzka priradena Castici A=—=—
p mv
vlnova funkcia priradend Castici D(x,t) = Dy exp [— % (Et — px)]
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vlnovy balik

Heisenbergov vzt'ah neurcitosti

Schrodingerova rovnica

Schrédingerova bez€asova rovnica

energie Castice v potencidlovej jame

pravdepodobnost’ prechodu Castice
bariérou
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SLOVNIK

absolutne Ccierne teleso — idealne teleso, ktoré pohlcuje vsetko dopadajuce
elektromagnetické ziarenie

de Broglieho hypotéza — hypotéza, podla ktorej aj hmotné Castice maji vinové
vlastnosti, prejavujice sa napriklad interferenciou, alebo ohybom S§iriacich sa zvdzkov

fotoelektricky jav — jav, pri ktorom sa z latok uvoliiuju elektrony pdsobenim
dopadajuceho svetla, resp. elektromagnetického Ziarenia

fotoelektrony — elektrony uvolnené z povrchu latok pri fotoelektrickom jave

foton — elementarne kvantum elektromagnetického pola, pohybujice sa rychlost'ou
svetla, prenasajtice energiu E = hf a hybnost p = h/A1 .

Heisenbergov princip neurcitosti — princip, podla ktorého urcité dvojice fyzikalnych
veli¢in (napr. siradnica a prislusnd zlozka hybnosti) nemozno v jednom stave Castice
urcit’ s 'ubovolnou presnost’ou — spresiiovanie jednej z nich ma za nasledok zva¢Sovanie
neurcitosti nameranej hodnoty druhej veli¢iny

intenzita vyZarovania (M) — veliCina charakterizujuca zohriate teleso emitujuce
elektromagnetické Ziarenie, zavedend ako energia vyziarena za jednotku ¢asu z plochy
s jednotkovym obsahom; jednotka: J-m™2.s71.

kvantova mechanika — fyzikalna teéria na opis pohybu astavov mikrocastic,
vychéadzajuca z de Broglieho hypotézy, zahriiujica Heisenbergov princip neurcitosti.
Jej zékladnou rovnicou je Schrédingerova rovnica poskytujica vysvetlenie kvantovania
energie mikrocastic a ich sustav

kvantovy stav — fyzikdlny stav mikrocastice (alebo ich stiboru) pripustny z hl'adiska
kvantovej mechaniky; charakterizovany je urcitym poctom kvantovych ¢isiel

pasmo energii — ohranieny interval energii, ktoré moZu elektrony v tuhych latkach
nadobudat’ (dovolené pasma energii, — valencné pasmo, vodivostné pasmo), alebo
naopak ktoré nemoézu nadobudat’ (zakazané pasmo)

Pauliho vylucovaci princip — princip, podl'a ktorého kazda hladina v ststave navzajom
interagujucich mikroc¢astic méze byt obsadena len jednym, nanajvys dvoma elektronmi,

ktoré vSak musia mat’ opacne orientované spinové momenty

Planckova konStanta (4) — univerzdlna (fundamentalna) fyzikdlna konStanta
uplatiiujica sa v zdkonoch kvantovej teorie; h = 6,626-1073% J-s.
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Planckov zikon Ziarenia — vyjadrenie spektrdlnej intenzity vyzarovania Cierneho
telesa ako funkcie jeho termodynamickej teploty a frekvencie emitovaného Ziarenia

prahova frekvencia — minimalna frekvencia elektromagnetického Ziarenia, pri ktorej
eSte nastava fotoelektricky jav; zavisi od druhu ozarovaného materialu

Schrodingerova rovnica — zakladna (parcidlna diferencidlna) rovnica kvantovej
mechaniky umoznujuca ziskat” vlnové funkcie opisujice stav mikrocastic v danych
podmienkach, vratene jeho zmeny. Bez€asova Schrodingerova rovnica umoznuje urcit’
kvantové stavy, prislusné vinové funkcie a energie mikrocastic

spektralna intenzita vyZarovania (M;,M,) — intenzita vyzarovania pripadajica na
jednotkovy interval frekvencie, resp. vinovej dizky.

Stefanova — Boltzmannova konstanta (o) — konStanta vystupujuca v Stefanovom-
Boltzmannovom zakone; o = 5,67-1078 W-m~2.K™*.

Stefanov-Boltzmannov zdkon — zdkon, podl'a ktorého intenzita vyZarovania absolutne
¢ierneho telesa rastie so Stvrtou mocninou termodynamickej teploty

tunelovy jav — schopnost’ Castice prejst’ oblastou kone¢nych rozmerov v pripade, ked’
by potencidlna energia Castice v tejto oblasti presahovala jej celkovl energiu

vlnova funkcia — funkcia priestorovych sturadnic pripadne aj casu, charakterizujuca stav
mikrocastic. Vo v§eobecnosti je komplexnd, ziska sa rieSenim Schrodingerovej rovnice.
Umoznuje vypocitat’ stredné hodnoty fyzikalnych velicin mikroCastic a
pravdepodobnosti ich vyskytu

vlnovy balik — superpozicia skupiny de Broglieho vin blizkych vinovych diZok, a to
takd, Ze vysledna amplituda je vyznamnd iba v ohranicenej oblasti priestoru; inde je
zanedbatel'na

vystupna praca (W) — minimdlna energia potrebna na uvol'nenie elektrénu z latky
vztah neurcitosti — vzt'ah konkretizujici Heisenbergov princip neurcitosti pre urcité
dve veli¢iny, podla ktorého sucin neurcitosti merania tychto dvoch veli¢in (napr.

suradnice a hybnosti) nemdze byt mensi nez Planckova konstanta

Wienov zakon — zikon, podla ktorého sa maximum krivky spektralnej intenzity
vyzarovania s rastiicou teplotou postiva k mensim vinovym dlzkam

Ziarenie absolitne ¢ierneho telesa — eclektromagnetické ziarenie emitované absolutne

¢iernym telesom; jeho spektralne zloZenie (spektralna intenzita vyZarovania) je opisané
Planckovym zakonom Ziarenia, spliia Stefanov-Boltzmannov zakon a Wienov zédkon
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ULOHY

Hodnoty konstant

Planckova konstanta h=6,626x10"34]-s
Boltzmannova konStanta kg = 1,38 x 10723 J/K

naboj elektronu e = 1,602x 10712 A"s
hmotnost’ elektronu m = 9,1 x10731 kg
Stefanova-Boltzmannova konstanta o =567x108 W-m?-K1?
Wienova konstanta b =2898x 1073 K-m
elektronvolt l1eV = 1,602 x 10719]

Fotony, fotoelektricky jav, svetelny tlak

1. Vypocitajte energie fotonov E; a E, svetla Cervenej farby (4; = 750 nm) a svetla
fialovej farby (1, = 400 nm). Pri akych teplotach t; resp. t, sa stredna kineticka
energia molekll jednoatomového plynu rovna energiam tychto fotonov?

Vysledok: . T, = 2hc/(3kg 4,), t; = (T} — 273,15)°C

2. Vypotitajte maximalnu vinova dizku svetelnej vilny, ktord eite moZe vyvolat
fotoelektricky jav v platine, ked” vystupna praca elektronov z platiny W =
6,3 eV.

Vysledok: A= hc/W.

3. Monochromaticky svetelny zvizok s vinovou dizkou 4 = 600 nm prenasa vykon
P = 60 mW, dopada kolmo na stenu a absorbuje sa v nej. Kol’ko fotonov (N)
dopada na stenu za sekundu? Akym tlakom p; posobi toto svetlo na stenu, ak
rovnomerne osvetluje plosku s obsahom S = 2 cm??

Vysledok: N = PA/(hc), py=P/(cS)

4. Ked bol povrch kovu oziareny svetlom s frekvenciou f; = 2,2 x 10'° Hz, tak na
zamedzenie fotopradu bolo potrebné brzdné napdtie U; = 6,6 V. Pri pouziti svetla
s frekvenciou f, = 4,6 X 1015 Hz, bolo brzdné napitie U, = 16,5 V. Na ziklade
uvedenych udajov vypocitajte Planckovu konstantu h a vystupnt pracu W . Naboj
elektronu e = 1,6 Xx 10719 A - s.

Uz—-Uq

Vysledok: h =e lZ:Zl - Ul)

) W=e(f1

27J1
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5. Zdroj monochromatického svetla vyZaruje na vinovej dizke A = 550 nm vykon
P =1 W, pricom svieti do celého polpriestoru (nad zdrojom) izotropne. Vypocitajte
pocet fotonov (N) , ktoré dopadniza 1s na plosku s velkostou S = 3 cm?
umiestnenu vo vzdialenosti R = 100 m od zdroja a kolmu na smer Sirenia lucov
v danom mieste.

Vysledok: N=—_1

"~ 2nmRZhc

6. Vlnova dizka pri ktorej sa za¢ina pozorovat’ emisia fotoelektronov z wolframu, je
A, = 230 nm. Akd musi byt vinova dlzka A, pouzitého svetla, aby foto-
elektrony nadobudali kineticka energiu E, = 1,5eV?

, A1 he
Vysledok: A, = ———
- hc+A1E,

7. Zo Slnka k nam prichadza energia, pricom na 1 cm? hornych vrstiev atmosféry za
I minatu dopadéd 8,127 J . Vypocitajte prikon Ps slne¢nej energie v jednotkach
kW/m? atlak p; , ktorym by slne¢né luce pdsobili na dokonale absorbujiicu plochu
postavenu kolmo na smer dopadajucich lucov.

Vysledok: P = 1,354 kW/m? , p, = (1/c)Ps .

Ziarenie ¢ierneho telesa

8. Zo Slnka na vrchné vrstvy atmosféry Zeme dopada priblizne P = 1,35 kKW /m?
energie. Aku teplotu T; ma povrch Slnka, ak ho povazujeme za absolttne Cierne
teleso? Kol'ko energie M vyZaruje Slnko za sekundu z jedného Stvorcového metra?
Priemer Slnka dg = 1,4 X 10° km, vzdialenost od Zeme [ = 150 X 10° km.

SN2
Vysledok: M = (%l) P, Ty = i/g

9. Vypocitajte strednu teplotu T povrchu Zeme, za predpokladu, Ze Ziari ako absolttne
Cierne teleso, a ak vyzarovanu energiu ¢erpa len z energie dodavanej slnkom (P =
1,4 kW/m?, polomer Zeme R = 6400 km).

Vysledok: T = 4\/E .
< 40

10. Na dokonale ¢iernu platnicku dopada kolmo slnecné ziarenie, ktoré prenasa energiu
P = 1,4 KW/m? . Na aku teplotu sa vo vakuu platni¢ka zohreje? Predpokladame,
7e energia z nej odchadza iba ziarenim.

Vysledok: T = 4\/5
40

11. Absolutne Cierne teleso s tepelnou kapacitou € = 300 ]J/K a ploSnym obsahom
povrchu § = 500 cm? ma zadiatoénu teplotu T; = 700 K. Vo vakuu ho nechdame
chladnut’, a predpokladame, Ze Ziadna energia sa telesu nedoddva, ani ziarenim od
okolia. Za akt dobu At poklesne jeho teplotana T, = 350 K?
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Vysledok: At = — (1 1).

35 \T} T}

12. Absolutne &ierne teleso maximalne vyzaruje na vinovej dizke A4, = 800 nm.
Plosny obsah jeho povrchu S = 100 cm?. Aky prikon P, by sa telesu musel
privadzat’, keby sa telesu z okolia energia nevracala? Aky prikon P, postacuje, ak
sa z okolia s teplotou T, = 300 K vracia telesu energia Ziarenim?

Vysledok:  P. ZSO'( b )4 P, = P, — SoT#
: 1 , I 1 2

-

Amax

13. Ak4 je teplota T, elektrického ohrievada s povrchom velkosti S = 350 cm?, ak
sa do neho privadza elektricky prikon P = 1,5 kW ? Povrch ohrievacieho telesa
povazujeme za absolutne cierne teleso. Uvazujte aj s ndvratom Ziarivej energie
z okolia, ktoré¢ ma teplotu t, = 20 °C.

Vysledok: T, = {/(t, + 273)* + P/(0S)

14. Na akej hodnote t; sa ustali teplota kovového drotika (polomer r = 0,05 mm),
ktorého konduktivita y = 108 Q"'m™"! | ked cez drotik tetie prad I = 2A?
Straty a navrat ziarivej energie z okolia neuvazujte.

4 12

Vysledok: ty, =T, —273,15, T, =

2n2r3yo

15.Aky je pomer spektralnych intenzit vyzarovania pri dvoch rdéznych vlnovych
dlzkach (4; =900nm, A, = 150 nm) wolframovym vldknom zohriatym na
teplotu 3000 K ?

hfz)_1

) M 3\ XPligT
Vysledok: M—fl = (%) ’ <;17]}3“1 ’
@) S

VInové vlastnosti ¢astic

16.Elektron urychlime napitim U = 500 V. Aka vlnova dizka bude prislachat
urychlenému elektronu?

Vysledok: A= h/N2meU

17. Elektron aj foton maju rovnaka vinova dizku 4 = 0,2 nm . Porovnajte ich hybnosti
a energie.
Vysledok: pe = Pror = 3,3 X 1072*kg-m-s™, E,, = 6187 eV, E,; = 37,8eV

18. Foton aj elektron maju energiu 2 eV. Aké su ich vinové dizky?
Vysledok: A, = 0,867 nm, A = 620 nm.

19. Vypoditajte vinova dizku A, priradent &astici alfa, ktora sa pohybuje rychlostou
v = 5x 103 km/s, a porovnajte ju s vlnovou dizkou Ay priradenou molekule
dusika na zaklade rychlosti, ktorou sa pohybuje pri teplote 20 °C. Hmotnost’ Castice
alfa m, = 6,4 X 10727 kg, molekuly dusika my = 45 x 10727kg.
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h

1/3meBT ’

Vysledok: AN =

20.Elektron vletel rychlostou v, = 6000km/s do elektrostatického pola
s intenzitou E = 5000 V/m tak, Ze ho pole este urychlilo v smere jeho povodne;j
rychlosti. Akt vzdialenost” [ elektron preletel tymto pol'om, ked’ sa jeho vlnova
dizka zmenilana 4, = 107°m?

1

Vysledok: W, = Emvg, Do = A/2mW,, =

h?-2’p}
A2—2meE

21.Akym elektrickym napatim U treba urychlit’ elektron, aby mu zodpovedala vinova
dizka 1= 600 nm ?

hZ
Vysledok: U =

22 .
2A°me

22.Elektronovy mikroskop pracuje s elektronmi, ktoré st urychl'ované elektrickym
napatim U =40kV. Vypocitajte rozliSovaciu schopnost mikroskopu, ktorej
velkost povazujeme za zhodujiicu sa s vinovou dizkou A priradenou elektronu.
Kineticka energiu elektronu pocitajte pomocou klasického vztahu.

Vysledok: A = —

2meU

23. Aku kinetick(l energiu W, ma proton, ked experimentalne zistena vlnovéa dizka,
v stlade s de Broglieho vztahom, je A = 9 X 107* m? Hmotnost protonu je
m, = 1,67 x 107?” kg.

2

Vysledok: W, = "

T ooma?

24. Ak vlnova dizka prisluchajuca protéonu je 0,1 nm, aka je jeho rychlost v a akym
vel'kym napétim U musel byt urychleny?
Vysledok: v = 3964m/s, U= 8,2x1072V.

25.Pohyb elektronu, ktory ma kineticka energiu W, = 10 eV, je obmedzeny na priestor
gulového tvaru s polomerom r = 0,1 mm. Vychadzajuc z Heisenbergovho principu
neurcitosti zistite relativnu neurcitost’ rychlosti elektronu.

. Av h
Vysledok: —>

r2mwy

26.Elektron sa nachaddza v nekone¢ne hlbokej jame, ktord mé Sirku 1 nm. Aku
frekvenciu f avinova dizku A musi mat’ foton, aby jeho energia postadovala na
prechod elektrénu zo zakladnej kvantovej hladiny (kvantové Cislo n = 1) na tretiu
kvantovu hladinu (n = 3)?

Vysledok: f = 7,27 x 10** Hz, A = 412 nm. (Foton patri do viditeI'nej oblasti.)

27.Aka je pravdepodobnost’ P, ze najdeme elektron v blizkosti stredu nekonecne
hlbokej potencidlovej jamy so Sirkou L, v intervale x : (0,4L, 0,6L)? Elektron sa
nachédza v zdkladnom kvantovom stave.

Vysledok: P =0,387.
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28.Overte si, ze pravdepodobnost’ ndjst’ elektron pohybujuci sa v nekone¢ne hlboke;j
potencialovej jame, v I'avej polovici jamy, sa rovna P =0,5.

29.Na potencialovu bariéru s vyskou U, = 3 eV aSirkou d = 0,5 nm dopada zvizok
elektronov, ktoré maju kineticku energiu E;, = 2 eV. Akd je pravdepodobnost’ P
prechodu elektronov cez bariéru? Ak za sekundu dopada na bariéru 10° elektronov,
aky je stredny Casovy interval At medzi prechodom dvoch elektrénov za sebou?
Viete vypocitat’ elektricky prud tecuci cez bariéru?

Vysledok: P = 1,91x 1072, At = 524%x107°s.
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