Elektronova struktara latok

(dokument ku prednaske a cviceniam; na konci dokumentu je obsah)

Martin Konopka

Oddelenie fyziky, UJFI, FEI STU v Bratislave, martin.konopka@stuba.sk

najnovsia aktualizacia: 28. decembra 2022

Takmer vsetky bezne vnimané prejavy hmoty nejako suvisia s elektronmi nacha-
dzajicimi sa v obaloch atdmov, v molekulach alebo v krystaloch:

+ Vidime predmety okolo seba. Na to treba svetlo. Foton (kvantum energie svetla)
je emitovany z atdbmu (popr. molekuly alebo krystalu). Nesie so sebou nejakua ener-
giu. Tato energiu musel atom nejako stratit. Fyzici zaciatkom 20. storocia zistili, ze
atom sa sklada z malého tazkého kladne nabitého jadra a z lahkych zaporne nabi-
tych elektronov pohybujucich sa okolo jadra. Elektrony pohybujice sa v poli jadra
maju istd energiu. Tato energia sa moze znizit aj vyziarenim fotéonu. Takze to, ako
objekty vizualne vnimame ¢i meriame optickymi pristrojmi, stivisi s elektronovou
strukturou atémov, molekul a tuhych latok.

« Mechanické vlastnosti latok (pruznost, tvrdost, viskozita, atd). M6zu samozrejme
zavisiet aj od hmotnosti atobmov. Predovsetkym su vsak ovplyviiované charakterom
interakcii a sil posobiacich medzi atbmami a molekulami. Tieto interakcie suvisia
s rozlozenim elektronov v latke. Jadra atdbmov do popisu tychto vlastnosti zvycajne
vstupuju efektivne len ako bodové (klasické) castice s istymi hmotnostami, nabojmi
a pripadne aj s vnutornymi momentami hybnosti (spinmi jadier).

« Chemické reakcie. Su jedine¢nym prikladom, kde mozno pozorovat velmi bohaté
prejavy elektronovej struktury atémov, ionov, molekul aj radikalov. Niektoré latky
spolu reaguju, iné nie. Zavisi to od ich schopnosti vytvorit chemicku vazbu a tato
schopnost zavisi od konkrétnych vlastnosti elektronovych obalov atémov a molekul
v latke.



+ Elektricka vodivost. Typickymi vodi¢mi st kovy. Ich elektricka vodivost je spdso-
bovana pritomnostou vodivostnych elektrénov, ktoré sa vplyvom nalozeného elek-
trického pola (teda napéitia) mozu pohybovat. To, ¢i nejaky material obsahuje vo-
divostné elektrony alebo iné nosice naboja (napr. diery), zavisi aj od druhu atémov
(a poctu elektonov v nich), teda od toho, aku elektronovu struktdaru vytvaraja.

Kedze fyzikou sveta elektronov, atomov, molekul a krystalov je kvantova fyzika, tato
prednaska ju bude hojne vyuzivat.

1 Pripomenutie zdkladnych postulatov kvantovej mecha-
niky

Aj ked niektori z vas uz absolvovali predmet Kvantova mechanika (QM), bude
najprv vhodné v nejakej kondenzovanej podobe si pripomenut a zhrnut to, ¢o budeme
zneho potrebovat. V tejto ivodnej prednaske si stru¢ne prebehneme postulaty QM. Su
to postulaty vinovej QM, teda QM zapisovanej vo formalizme vlnovych funkcii, a kvoli
jednoduchosti len pre jednocasticovu sustavu. Postup bude vyberom a kondenzatom
najma podla [1].

1.1 Prvy postulat kvantovej mechaniky

Elektrony v latkach, podobne aj iné objekty mikrosveta s pomerne malymi ener-
giami sa vo vSeobecnosti nedaju dobre popisovat pomocou klasickych pojmov polohy
a hybnosti. Namiesto toho pouzivame vlnové funkcie a aj isty Statisticky aparat.

Hustotu pravdepodobnosti vyskytu castice v istom mieste 7 definujeme formulou

_dp
- dv

A tu je ten postulat:

Kazdému stavu Castice je priradena komplexna funkcia 1) (7, t), ktora tento
stav dokonale charakterizuje (uplne popisuje). Kvadrat modulu tejto fun-
kcie (nazyvanej vinova funkcia) je rovny hustote pravdepodobnosti vy-
skytu Castice v Caset v mieste T, t. j.



Teda plati
dP(r,t) = p(r,t)dV

Désledok 1: Pre kone¢nu priestorovu oblast €2 plati

P(Q,t):/ﬂp(ﬁt)d3r

Dosledok 2: Kedze castica sa musi niekde nachadzat, plati

[ornerdr =1
Z tohoto ziskavame dve podmienky pre 1):
(1) Aby tento integral existoval (konvergoval), musi platit:

lim ¢ =0

7100

(2) ¥ musi byt také, aby cely ten integral nezavisel na case (hoci 1/*¢) na ¢ase mdze

zavisiet).

1.2 Druhy postulat kvantovej mechaniky

Tento postulat sa tyka urcovania strednych hodnét fyzikalnych veli¢in. Skor nez
ho vyslovime, musime si zaviest niektoré pojmy a prebrat niektoré poznatky o opera-

toroch v QM.

1.2.1 Stredné hodnoty suradnic. Cisty kvantovy sibor

Merané veli¢iny v kvantovo-mechanickych stustavach zvycajne nadobudaju na-
hodné hodnoty. Preto ma zmysel pytat sa na ich priemerné (stredné) hodnoty. Na tvod
uvazujme priklad z beznej Statistiky [1]: mame vrece s mincami réznych hodnot:

Nj minci s hodnotou Ay, Ny minci s hodnotou hs, ..., N,, minci s hodnotou h,,.

Celkovy pocet minci je
N1+N2++Nn:N

Celkova hodnota minci je

N1h1+N2h2++Nnhn:h



Priemerna hodnota jednej mince je

= h N Ny N,
h—N— Nh1+Nh2+ +Nhn

Predpokladajme, ze vSetky mince maji rovnaké rozmery aj hmotnosti. Vrece poriadne
zatrasieme a vyberieme jednu nahodne zvolend mincu. Aka je pravdepodobnost, Ze
ma hodnotu h;? No samozrejme

N N: N,
P1:W1; a obdobne dalsie: PQZWZ,---, Pn:W

Priemernt hodnotu jednej mince preto vieme vyjadrit formulou
h=Y_Ph (1)
i=1

Teraz obratme pozornost na Casticu, pre jednoduchost pohybujucu sa len po usecke.
Predstavme si, Ze pozname hustotu pravdepodobnosti p(x) vyskytu tejto ¢astice v ho-
ciktorom mieste x. [Nemusi to byt kvantovo-mechanicka (QM) Castica, potrebujeme
len taku, ktorej pohyb ma z akéhokolvek dé6vodu nahodny charakter.] Aka je stredna
(priemerna) siradnica takej ¢astice? Na rozdiel od prikladu s mincami tu mame spojita
mnozinu moznych hodnét, teda aj nekonecnu. Aj tak vsak vieme prist ku vysledku, Ze

f:/abdxp(x)x

A teraz podme do QM. Vieme, Ze hustota pravdepodobnosti vyskytu QM castice je
p(x,t) =" (z,t)i(z,1). Preto

x(t):/ v (x,t) xp(x,t) dz

Dalo sa to zapisat aj kompaktnejsie, ale uvidime, Ze ma zmysel to takto natiahnut.
Oproti predoslym prikladom nam tu pribudol aj ¢as, pretoze p sa mdze v Case menit.
Ale ten ¢as tam vystupuje len ako trivialny parameter. (Neintegruje sa cezen a ten isty
Cas, Co je na pravej strane, je aj na lavej)

Co vlastne mame na mysli pod strednou hodnotou (napr. stradnice) v QM? Napr.
by sme chceli merat priemernu polohu elektronu v atéme vodika nachadzajucom sa
v istom kvantovom stave (majicom istu vinovu funkciu). Alebo, ¢o by sa dalo lahsie re-
alizovat, priemernt polohu elektrénu nachadzajuceho sa v potencialovej jame, najjed-
noduchsie jednorozmernej."! Vo vSeobecnosti vsak ide o trojrozmerny problém, takze

1V skutoénom experimente by to znamenalo, Ze jeden rozmer - dizka - takej $trukttry by bol
omnoho vacsi nez zvysne dva rozmery. Takato ryha by sa technologicky dala na povrchu pevného ma-
terialu alebo na rozhrani povrchov vytvorit. Na povrchu by sa dala vytvorit aj dvojrozmerna $truktura,
teda dvojrozmerna potencialova jama.



v takom pripade by sme chceli zistit nielen 7, ale aj ¢ a z. V principe by sme postupovali
takto: Identickym sposobom by sme pripravili velké mnozstvo atomov vodika, takze
vietky by boli popisané takou istou vlnovou funkciou (7, t). Taky sibor (mnozina
sustav s tou istou vlnovou funkciou) sa nazyva éisty kvantovy sibor. Ku kazdému
atomu by sme dali miniatirny meraci pristroj schopny na povel v ¢ase ¢ zaznamenat
polohu elektronu. Zo ziskanych polohovych vektorov z jednotlivych atémov by sme
potom vypocitali priemernt hodnotu. Ta by sme prehlasili za kvantovomechanicku
strednad hodnotu.

Ked uz vieme, ¢o rozumiet pod strednou hodnotou polohového vektora v QM,
podme ho vyjadrit pomocou vlnovej funkcie. V troch rozmeroch uz musime pisat napr.

dP = p(7,t)dz dydz = p(7,t) &r

a Gasto sa pre objemovy element d*r pouZivaju aj iné oznacenia. Ale inak bude formula
pre strednt hodnotu mat tu ista Struktiru:

:i/w%ﬁﬂxw@ﬁﬁpr (2)

pricom sa integruje cez cely (nekonecny) priestor; v takomto pripade (ked ide o viac-
rozmerné integraly) byva zvykom pisat len jeden symbol integralu a hranice integro-
vania nepisat. Samozrejme, uplne obdobne by sme napisali formuly pre y-ovua a z-ova
suradnicu.

1.2.2 Stredna hodnota x-ovej zlozky hybnosti

Toto nebudeme odvodzovat, len pripomenieme, ¢o by ste uz mali vediet:

_/wmwmwmw&r 3)
kde 9
ﬁm - lh(‘?_x (4)

a obdobne by sme to napisali pre p, a p..

1.2.3 Operatory polohy, hybnosti a dalsie

Teraz uz mdzeme naznacit, co bude hovorit 2. postulat: kazdej fyzikalnej velicine
F zodpoveda v QM nejaky operator, ktory oznac¢ime symbolom F, taky, ze

/w t) Fap(7,t) d>r



Neskor tento postulat este spresnime. Aby sme to mohli spravit, budeme musiet najprv
preskumat vlastnosti operatorov pouzivanych v QM. Niektoré dalsie QM operatory si
teraz definujeme na zaklade korespondencie s klasickou mechanikou.

= epot epy +ep. = —ih (e L e, L el (5)
= €,P, + € ép, =—ih (€, —+é —+e —
b b vPy P or Yoy 0z
Preto
p = —ihV (6)
Operator momentu hybnosti:
L =7xp=—ihFxV (7)
Operator kinetickej energie:
505 2 2
. p.p i h
I'=—=—-—V.V=-—A 8
2m 2m 2m ®)

Operator potencidlnej energie bodového naboja ¢ vo vonkajsom elektrickom poli
s intenzitou E(7) = — grad U (7):

V() = qU(7) 9)

Je to jednoduchy operator v tom zmysle, Ze je vyjadreny beznym c¢islom; nie je tam
napr. derivovanie. Napr. pre coulombovské pole vytvarané (nehybnym) nabojom @)

mame U(7) = Q/(4dmeor).

1.2.4 Vlastnosti operatorov pouzivanych v QM [1, 2, 3, 4]

Definicia 1: Nech Dy a D, su dve mnoziny funkcii (nie nevyhnutne rozne). Operatorom
A nazyvame predpis, ktory kaZdej funkcii f € Dy priradi funkciu g € D3, ¢o symbolicky
zapisujeme g = Af.

Definicia 2: Operator A, definovany na mnozine D, nazyvame linearny, ak plati
Alefi+ ef) =aAfi+aAf,, Vfi,heD, Va,aeC (10)
Definicia 3: Nech je dany operator A. Ak existuje taky operator Al, ze plati
/f*Ade:/(ATf)*de preVf € D (11)
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potom operator At nazyvame hermitovsky zdruzenym k operatoru Al

Definicia 4: Ak AT = A, potom hovorime, zZe A je hermitovsky operator.?

Priklad 1: Operator nasobenia komplexnou konstantou: A = c.

/Zf*cfdx:/oo(c*f)*fdx

e}

Z toho vidime, ze ¢! = ¢* # c. To znamena, Ze nasobenie komplexnou konstantou vo
vSeobecnosti nie je hermitovsky operator. Mohol by byt jedine ak by to ¢ malo nulova
imaginarnu cast.

, T
Priklad 2: Operator derivovania podla siradnice: A = — . Predpokladame, Ze posobi
x
na mnozinu funkcii, pre ktoré nizsie pisané integraly existuji a funkcia f pre z — £o00
ide k nule. Integrovanim per partes potom dokazeme, ze

* 0 SARVAY
[oriponen [ ()
o\t o
(5) =5

a teda operator derivovania tiez nie je hermitovsky.

Preto

Priklad 3: Operator & = x (teda nasobenie siradnicou, ¢o je realna veli¢ina). Z postupu
ako v priklade 1 vidime, Ze tentoraz kone¢ne mame hermitovsky operator:

it =z

0
Priklad 4: Operator p, = —iha— . Postupom podobnym ku prikladu 2 zistime, ze
x

/\T _ A~

x x
Cize aj operator x-ovej zlozky hybnosti je hermitovsky (napriek tomu, Ze obsahuje
derivaciu; obsahuje ale aj i, Co je podstatné). Vidime, Ze operatory fyzikalnych veli¢in
x a p, su hermitovské. Uvidime, Ze to nie je nahoda, ale ma to hlbsi a $irsi zmysel.

2V anglicky pisanej literatiire moZno najst dve varianty tohto pridavného mena: hermitian aj hermi-
tean . Prva z nich je omnoho Castejsia, ale napr. v knihe [3] sa pouziva druha.
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Veta 1: Velicina F' ma v kazdom (kvantovom) stave realnu strednu hodnotu
prave vtedy, ked je pocitana ako stredna hodnota z nejakého hermitovského

operatora (ktory si oznacime F').

Poznamka: Aj ked v tejto vete spominame ,veli¢inu® a ,kvantovy stav®, je to ¢isto ma-
tematicka veta (s dosledkami pre fyziku).

Dokaz:
(A) Nech F' = (F)*. Treba z tohoto vychodiska dokéazat, ze F' = F'f. Musime samoz-
rejme predpokladat, Ze operator F'f existuje, inak by sme nemali ¢o dokazovat. Mame

F= /wﬁw dr = /(F*@z))wdf

Fr= (/ VY d7>* — /(F@D)*i/} dr

Kedze F' = (F)*, musi platit

a tiez

[Ewyrvar= [Foyoar

a to pre TubovoInu funkciu v, ktora spada do mnoziny uvazovanych funkcii. Posledna
rovnost sa da dosiahnut, len ak /' = F't, ¢o bolo treba dokazat.

(B) Teraz este treba spravit dokaz opaénym smerom: z vychodiska [ = F'f dokazat,
ze plati F' = (F")*. Je to podobne jednoduché, moézete si to spravit na domacu ulohu.

KedZe hocijaka fyzikalna veli¢ina mdze nadobudat len realne hodnoty, tak podla
prave dokazanej vety jej musi v QM zodpovedat hermitovsky operator.

Veta2: Nech k operatoru A existuje hermitovsky zdruzeny operator AT .
Nech A je linearny operator. Potom pre vsetky f1, fo € D plati

/ffAdeT:/(ATfl)*deT (12)

Toto tvrdenie plati aj opacnym smerom.

Dékaz: Da sa pozriet v knihach [2, 3, 4] (ale na skiSke ho netreba vediet).
Rovnica v posledne formulovanej vete sa da este prehladnejsie zapisat

( / fiAf, df) - / fiATf dr (13)
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Dalsie definicie a vety si prebehneme len stru¢ne; podrobnejsie znenia a dokaz sa daju
pozriet v literature [2, 3, 4].

Definicia 5: (Sa¢in operatorov.) Pod si¢inom dvoch operatorov rozumieme operator
C' = BA taky, ze plati
Cf = B(Af)

Veta3: Ak C' = BA aak ku A a B existujii hermitovsky zdruzené opera-
tory, tak
¢' = ABI

Dokaz: Spravili sme ho ako cvicenie s vyuzitim Vety 2.

Definicia 6: Vyraz o L .
[A,B]|= AB — BA

nazyvame komutatorom operatorov A, B.
Na predmete Kvantova mechanika ste sa naucili, ze napr.

[z, ps] = ik

1.2.5 Vlastné funkcie a vlastné hodnoty operatorov

Majme nejaky operator A (nemusi byt hermitovsky). Ak jeho posobenim na nejaka
funkciu f dostaneme tu istd funkciu, nanajvys prenasobend konstantou, funkciu f
nazyvame vlastnou funkciou operatora A:

Af a — af a
a je prisluchajuca vlastna hodnota operatora; funkcii sme pridali index a, aby bola

zvyraznena jej prislusnost ku vlastnej hodnote a.

Mnozinu vsetkych vlastnych hodnét operatora nazyvame spektrum operatora.
Operator moze mat vela vlastnych funkcii a vlastnych hodnét. Ak je mnozina VH spo-
Citatelna, operator ma diskrétne spektrum. Ak je nespocitatelna, ma spojité spektrum.
Napr. pre operator p, plati

Dy €Xp (}%ax) = a exp <%am)

9



pre hocijaké realne a. Preto vlastnymi hodnotami operatora p, st vsetky realne ¢isla,
Cize ma spojité spektrum.

Spojité spektrum realnych vlastnych hodnoét ma aj operator z-ovej siradnice:

Mnoho operatorov ma zasa diskrétne spektra, napr. operator L, a dalsie. A su aj ope-
ratory, ktoré maju zmie$ané spektrum: Cast je diskrétna a cast spojita. Takym je ha-
miltonian atému vodika a aj mnoho dalsich tiez velmi délezitych operatorov.

Kvoli jednoduchosti zapisu a matematického aparatu budeme viaceré veci z apa-
ratu kvantovej tedrie formulovat len pre operatory s diskrétnym spektrom. V pripade
spojitych a zmiesanych spektier su postupy niekedy podobné, len si treba predstavit,
ze prislusny ,index“ nadobuda hodnoty zo spojitej alebo po ¢astiach spojitej mnoziny.
Spojité spektra vsak prinasaju aj netrivialne komplikacie, ako napr. nemoznost nor-
movat vlastné funkcie; napr. pokus najst normu vlastnej funkcie operatora hybnosti

skonéi takto:
/_ N exp (’%ax)

Veta 4: Vlastné hodnoty hermitovského operatora, prislusné k normovatel-
nym vilastnym funkciam, su realne cisla [2].

2
dz — oo

¢iZe ten integral neexistuje.

Dokaz: Priamo vyplyva z Vety 1. D4 sa najst aj v citovanych knihach.

Casto na jednu vlastnti hodnotu pripada viac vlastnych funkcii:

Afia =ANifia, ac{l,2,...,9}

Vtedy hovorime, Ze operator ma degenerované spektrum, alebo Ze vlastna hodnota je
degenerovana (ak g = 2, tak 2-nasobne, ak g = 3, tak 3-néasobne, a pod).

Veta 5: Vlastné funkcie prislusné k roznym vlastnym hodnotam hermitov-
ského operatora su navzajom ortogonalne [2, 3, 4].

Poznamka 1: To znamena, ze plati f fr fndT X Oy, - Ak st vlastné funkcie normo-
vatelné, t. j. ak prislusné integrovania konverguju, tak zvycajne normujeme vlastné
funkcie tak, aby [ [ fr dT = 0y,

Poznamka 2: Z tejto vety nevyplyva ortogonalnost linearne nezavislych vlastnych fun-
kcii f,, ; odpovedajucich tej istej vlastnej hodnote (ktora je teda degenerovana).

Dokaz: Da sa najst v citovanych knihach.
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1.2.6 Formulacia 2. postulatu kvantovej mechaniky

Kazdej fyzikalnej velicine ' zodpoveda v kvantovej mechanike linearny
hermitovsky operator F' taky, zZe stredna hodnota F'(t) tejto veli¢iny v ¢ase
t v stave popisanom vinovou funkciou 1)(7,t) je dana vyrazom

F(t) = [ v oF oo dr (14

Fyzikalna velicina ' mozZe nadobudat len také hodnoty, ktoré si vlastnymi
hodnotami operatora F'.

Plati
0

T=x, Py ih g
a obdobne pre y-ové a z-ové zlozky. Operatory ostatnych fyzikalnych veli-
¢in, ktoré maju klasicky analog, su urcené v sulade s vyjadrenim klasickych
velicin pomocou zloziek stiradnic a hybnosti.

Pozndmka 1: Ze F' mo6Ze nadobudat len hodnoty vlastné pre prislusny operator, treba
rozumiet tak, ze kazdé individualne meranie tej veli¢iny na konkrétnej kvantovo-me-
chanickej sustave moze ako vysledok poskytnut len niektort vlastnti hodnotu opera-
tora F. Stredna hodnota moze samozrejme byt aj ina. Je to tak ako s tymi mincami,
ktoré nahodne vyberame z vreca (odsek 1.2.1): Pri kazdom siahnuti do vreca po na-
hodnt jednu mincu nutne vyberieme len taki penazni hodnotu, aka byva razena na
minciach, napr. 50 centov (Co v naSom prirovnani zodpoveda jednej z vlastnych hod-
noét). Ale ked spravime priemer z mnohych vytiahnuti, priemerné finan¢na hodnota
mbze byt napr. 73 centov, ¢o je hodnota, akii nema ani jedna individualna minca. Dal-
$ia suvisiaca podporna argumentacia pre 2. postulat je uvedena v Dodatku A.1 a mozno
si 0 nej precitat aj v literature, napr. v [2].

Poznamka 2: Pre viacCasticovu sustavu by sme v (14) mali integrovania aj cez siradnice
dalsich castic ststavy.

1.3 Treti postulat kvantovej mechaniky

Ak existuje stav popisany vinovou funkciou Y (7, 1) a tieZ stav popisany
pomocou (7, t), tak v principe je mozny aj stav

V(7 ) = i (7, t) + oo (T, t),  c1,c0 € C (15)
11



Tento postulat sa nazyva princip superpozicie. Ci je ten-ktory superpoziény stav aj
experimentalne realizovatelny, je vSak druha vec. Tu mame na mysli to, Ze v tedrii
mozeme s hocijakymi takymi superpozi¢nymi stavmi pracovat.

1.4 Stvrty postulat kvantovej mechaniky

Podla 2. postulatu QM vieme skonstruovat operator energie Castice vo vonkajsom
poli. Nazveme ho Hamiltonov operator, stru¢ne hamiltonian. Ak je castica vo vonkaj-
Som poli s potencidlnou energiou V' (7, t), tak jej hamiltonian je

. K2
H=—-—A+ V(ﬁ t) (16)

2m
Potencialna energia moze teda byt aj ¢asovo zavisla. Typickou takouto situaciou je
atom umiestneny do pola elektromagnetickej (EM) vlny. Vyssie sme zasa mali priklad
¢asovo nezavislej potencialnej energie V (7*) = qU (), pozri (9). Stvrty postulat QM

hovori toto:

Pohybovou rovnicou pre stavovii vinovu funkciu je Schrédingerova rovnica

ih%zp(ﬁ t) = Hi(F,t) (17)

kde ﬁje hamiltonian danej kvantovomechanickej sustavy.

To znamen4, ze ak pozname stavovi vlnova funkciu (7, ¢y) (v istom Ease tp), tak
vyrie$enim Schrédingerovej rovnice (SchR) vieme néjst stavovi vinova funkciu ¢ (7, t)
v [ubovolnom neskorsom case ¢.

Da sa Iahko presvedcit o tom, Ze SchR je konzistentna s principom superpozicie: Ak
st vlnové funkcie v (7, t) a 1o (7, t) rieSenim SchR, tak jej riesenim je aj ich Tubovolna
linearna kombinacia [pozri aj (15)].

2 Stacionarne stavy (stru¢né pripomenutie)

Uvazujme fyzikalnu sistavu s hamiltonidnom H nezéavislym na ¢ase. Nech u,, () je
niektora vlastna funkcia tohoto hamiltonianu a F,, jej zodpovedajuca vlastna hodnota,
¢ize vlastna energia: )

Huy,(7) = Eyu,(7F) (18)
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Predstavme si, Ze QM sustavu pripravime v case ¢ = ( prave v tomto stave:

$(7,0) = un ()

Ako sa potom bude stav sustavy vyvijat v ¢ase? Dosadenim do ¢asovej SchR (17) sa
lahko presvedc¢ime, ze funkcia

U(F, ) = 1w, (7) exp (—%Ent) (19)
je jej rieSsenim. To znamena, Ze aZ na periodicky oscilujuci fazovy faktor exp (—%Ent)
(ktorého absolitna hodnota sa nemeni) je stav stale ten isty: u, (7). Vlastné stavy ha-
miltonianu danej fyzikalnej sustavy preto nazyvame staciondrne stavy. Ich prave uve-
deny (v podstate trivialny) ¢asovy vyvoj nazyvame volny ¢asovy vyvoj. Rovnica (18) sa
Casto nazyva aj bezcasova Schrodingerova rovnica, alebo aj stacionarna SchR. Jej riese-
nie, i ked vo verzii pre mnohoelektronové sustavy, je zakladnou teoretickou tlohou pre
porozumenie elektronovej struktury latok. Je to zaroven aj zakladnou ulohou v nasom
predmete.

3 (Ne)komutujice operatory a vztah neurcitosti

Uz vieme, ze klasickym veli¢inam, ako st napr. polohovy vektor ¢i hybnost, pri-
radujeme v QM operatory (princip korespondencie). Samotné ¢iselné hodnoty velicin
dostavame v QM pomocou ustrednenia, ako napr.

= / Y (x)z(z)de, P, = / V¥ (z) pp () do (20)
Zatial ¢o cisla medzi sebou pri nasobeni komutuju, u operatorov to tak nemusi byt:

Pozname aj pojem komutdator: napr. [Z, p,| = ih. Naudili sme sa aj, Ze vlastné funkcie
a vlastné hodnoty operatorov (takych, co prislichaju fyzikalnym veli¢inam) st v QM
dolezité, pretoze experimentalne meranie nejakej veli¢iny nam méze ako vysledok po-
skytnut len jednu z vlastnych hodn6t prislusného operatora. Napr. pre vlastné energie
nejakej danej sustavy mame operator a rovnicu

V nasledujucej podcasti pohovorime o komutujtcich operatoroch a v dalsej strucne aj
o nekomutujucich.
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3.1 Spolocné vlastné funkcie komutujicich operatorov

Cielom tohoto odseku bude (aspon ¢iasto¢ne) dokazat velmi dolezité tvrdenie
v zmysle, Ze komutujtce operatory maja spolo¢né vlastné funkcie (nie hodnoty). Tuto
vlastnost vyuzijeme napr. pri hladani vlastnych funkcii Hamiltonovho operatora pre
atom vodika a jemu podobné iény. Dokaz tohoto tvrdenia si ukazeme aspon pre jed-
noduchu situaciu, ked su spektra operatorov nedegenerované.

Pripad nedegenerovanych spektier

Veta 6: Nech operatory A a B komutuji a maji nedegenerované spektra.
Potom kaZda vlastna funkcia operatora A je aj vlastnou funkciou operatora
B a naopak.

Dokaz: Nech Af = af. Poésobme zlava operatorom B:
B(Af) = B(af); komutuju = A(Bf) = a(Bf)

To znamena, Ze funkcia
Bf=f (21)
je tiez vlastnou funkciou operatora A,

Af = af’

a dokonca prislucha tej istej vlastnej hodnote ako funkcia f. KedZe operator A ma
podla predpokladu nedegenerované spektrum, tak f’ sa od f mdze lisit nanajvys tri-
vialne, t. j. 0 nepodstatny konstantny nasobok:

fr=cf (22)

f a f’ je teda v podstate jedna a ta ista vlastna funkcia operatora A. Spojenim rov-
nic (21) a (22) dostavame

Bf =cf

¢ize funkcia f je vlastnou aj pre operator B, ¢o bolo treba dokazat.

Poznamka: Komutujice operatory teda maju spolo¢né vlastné funkcie, nie vlastné hod-
noty.
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Pripad degenerovanych spektier

Teraz by sme obdobu vy$sie napisanej vety mali dokazat pre vSeobecny pripad, t. .
ked A aj B mézu mat degenerované spektra.

Veta 7: Ak operatory A a B komutuji, tak potom je mozné skonstruovat
uplnu sustavu ich vlastnych funkcii tak, Ze st spolocnymi viastnymi fun-
kciami pre oba tieto operatory. Plati aj tvrdenie obratenym smerom: Ak
operatory A a B maji spolocné vlastné funkcie a ak tieto tvoria tuplny
systém, potom operatory A a B komutuji [2, 3].

Pod uplnou sustavou spolo¢nych vlastnych funkcii tej dvojice operatorov sa mysli
taka mnozina funkcii, Ze ak by sme skonstruovali akukolvek dalsiu vlastna funkciu
bud jedného alebo druhého z tych operatorov alebo spolo¢nu vlastnu pre oba, bola by
uz len linearnou kombinaciou funkcii z tej tiplnej sustavy. A samotna tiplna sistava ma
uz zo svojej definicie ta vlastnost, Ze vsetky vlastné funkcie v nej st navzajom linearne
nezavislé. (Aby to proste obsahovala nejaki minimalnu mnozinu funkcii taku, Ze ich li-
nearnymi kombinéaciami vieme vytvorit aj akukolvek inud vlastnt funkciu hociktorého
z tych dvoch operatorov.)

Dékaz Vety 7 nie je fazky na pochopenie, len je zdlhavejsi a vyuziva niektoré po-
znatky z algebry. V podstate prebieha tak, ze spolo¢né vlastné funkcie skonstruujeme.
Nebudeme ho robit, len si obsah tej vety zapaméatame.

3.2 Vztah neuréitosti

Len zopakujeme, ¢o by ste mali vediet z predmetu Kvantova mechanika.

Nech F' a G su fyzikalne veliciny, ktorym prislichaji operatory Fad. V pripade, Ze
komutator operatorov F' a G je nenulovy, potom tie dve veli¢iny si nekompatibilné, t. j.
nemozeme ich naraz zmerat s lubovolnou presnostou.

Napr. plati
h
Ax Apg; = 5 (23)
Toto je principialna nerovnost, ktora sa da odvodit pomocou tivah o vlnovych balikoch,
alebo aj formalnejsim a vSeobecnejsim spdsobom [2, 3]. Preto vztah neurcitosti (23)

nemodzeme chipat v zmysle akejsi nedokonalosti experimentalnych aparatur, ale ako
zakladnu vlastnost Castic. Tato vlastnost sa pravdaze neda postrehnat na nejakych
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pomerne tazkych ciastockach hmoty, akou je napr. zrnko piesku, ale u velmi lahkych
Castic mikrosveta, akou je napr. elektron, je tato neurcitost vyrazna.

Ak dva operatory komutujud, ako napr. p, a p,, tak potom je v principe moznost
zmeraf prislusné veli¢iny s lubovolnou presnostou, teda s nulovymi neurcitostami (ak
odhliadneme od nedokonalosti meracich aparatir). Aj formalne sa pre takéto (komu-
tujice) operatory da odvodit nerovnost [2]

Ap, Ap, >0 (24)

ktora ocividne nijako neobmedzuje (samozrejme vzdy nezaporné) neurcitosti Ap,,

Ap,.

4 Moment hybnosti v kvantovej mechanike

Moment hybnosti (MH) je dolezitou veli¢inou uz v klasickej mechanike. To preto,
ze patri medzi integraly pohybu, ¢o su veli¢iny, ktoré nemenia svoju hodnotu (pokial je
sustava uzavreta). Integralmi pohybu (v klasickej mechanike) st celkova mechanicka
energia sustavy, celkova hybnost stustavy a celkovy moment hybnosti. Ako uvidime,
v QM je MH este dolezitejSou veli¢inou, preto sa nim patri zaoberat. Poznatky o MH
budi odrazovym mostikom aj pre stadium pohybu castice vo sféricky symetrickom
silovom poli — napr. atom vodika. V dalsej kapitole budeme chciet najst vlastné funkcie
hamiltonianu takej castice. Kvoli motivacii kusok na chvilku teda predbehnime vyklad
a povedzme si, ze hamiltonian pre sféricky symetrické pole komutuje s operatormi
popisujicimi moment hybnosti. Preto ak najdeme vhodné vlastné funkcie napr. pre
operator stvorca MH, tak by mohli byt zaroven aj vlastnymi funkciami pre ta casticu
vo sféricky symetrickom poli.

4.1 Defini¢né vyjadrenia a zakladné komutacné vztahy

Moment hybnosti jednej klasickej castice je

—

L=Fxp (25)

Podla principu korespondencie potom skonstruujeme prislusny QM operator

~
e

L=7Fxp (26)

Jeho kartezianske zlozky st (podrobne rozpiseme z-ovi)

- o - o - o . 0 0
L;v: Pz — 2Py » Ly:zp:c_ Pz, Lz:xpy_ypx:_lh (xa_y_y_) (27)
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Su to vsetko hermitovské operatory, o com sa da lahko presvedcit na zaklade Vety 3
a toho, Ze napr. [y, p.| = 0. Ako cvicenie budeme mat ukazané, L,, L,, L, navzajom
nekomutuju a ze ich komutatory su

(Lo, L) = ihL., [Ly L.)=ikl,, [L., L. =ihL, (28)

Fyzikalnym dosledkom podla vztahu neurcitosti potom je, Ze nemozeme suicasne pres-
ne poznat dve kartezianske zlozky MH. Matematickym doésledkom podla Vety 7 vy-
slovenej vyssie je zasa to, Ze sa neda najst uplna sustava spolo¢nych vlastnych funkcii
napr. pre par operétorov L, a ﬁy; taka sustava funkcii neexistuje. Ohladom MH je vsak
zaujimava aj jeho velkost. V klasickej mechanike by sme pocitali hodnotu L = ]E B
V OM sa ukazuje praktickejsie pocitat druhi mocninu velkosti MH. Zavedieme teda
operator stvorca momentu hybnosti:

L*=L2+12+12 (29)

A skumajme, aké su jeho komutacné vlastnosti. Na cviceni dokazujeme, ze

(L%, L) = [L?, Ly) = [L?, L.] = 0 (30)

Pre par operatorov 12, L, teda  existuje Uplna sustava spolo¢nych vlastnych funkeii.
A takisto aj pre pary L2 L a L2, L.. Budeme ich hladat; bude stacit pre L2, L.. Ne-
skor sa ukazu ako velmi dolemte aj pri hladani stacionarnych (vlastnych) stavov atomu
vodika a pod. Najdeme aj prislusné vlastné hodnoty, ktoré nam povedia, aké s mozné
hodnoty napr. L, alebo L2.

4.2 Sférické suradnice

Uvidime, Ze s operatormi MH a prislusnymi vlastnymi funkciami sa ¢asto pracuje
Tahsie, ked st vyjadrené pomocou sférickych saradnic ¥, ¢, r. Pripomenime prislusné
transformacné vztahy:

z
) = arccos ( - - 2) (32a)
x = rsind cos (31a) VIt +y tz

y =rsindsingp (31b)

= atan2 (y, 32b
z =rcosv (31¢) © = atan2(y, ) (32b)

r=yz?+y*+ 22 (32¢)
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4.3 Vlastné funkcie a hodnoty operatora L,

Zoberme si [ubovolnu diferencovatelnu funkciu f = f(7) a skisme ju derivovat
podla ¢:
0 of o of oy Of 0
of _of ov  of dy  Of 0z

dp  O0xr dp Oy dp Iz Dy
—— —— ~—

Podla (27) potom
A 0
L,=—ih— 33
i 53)

Rovnicu pre vlastné funkcie a hodnoty (vlastnu stustavu) operatora L. zapiSeme

f/zq)a(@) = aP,(p) (34)

kde a musi podla Vety 4 byt realne ¢islo. Dosadenim za L, nam vznikne diferencialna

rovnica (DR)
dd, «a

dgp+ﬁ

Jej rieSenim (najdenym na cviceni) je

P, =0 (35)

D4(p) = cexp (,%cw) (36)

kde c je lubovoIna komplexna konstanta. O tom rieseni sa lahko mdzeme presvedcit
dosadenim. Vzhladom na geometricky vyznam uhla ¢ budeme dalej pre ¢, pozadovat
podmienku

Do +2m) = By(p) (37)

exp (%a27r) =1

Z toho a = mh, kde m € Z. Vidime teda, Ze z-ova zlozka MH moZe nadobudat len
hodnoty, ktoré st celoc¢iselnym nasobkom /. To isté samozrejme plati aj pre x-ovi a y-
ovu zlozku. (Su to osi rovnocenné so z; staci premenovat osi, a mame zo z z, napriklad.
A hodnoty fyzikalnych veli¢in nemozu zavisiet od pomenovania osi.) Ako tiez vidno,
vlastné hodnoty operatorov L., iy, al,su nedenegerované.

Jej vyuzitim dostavame

Hodnotu konstanty c konvencne volime zvycajne tak, aby bolo splnené normova-
nie
27
/ P*ddp =1 (38)
0
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¢o dava (ak chceme realnu kladna konstantu) ¢ = 1/v/27. Zhriime:

- 1
L@ (0) = mh ®p(p)|, kde |®p(p)=

™| meZ (39)

Vlastné hodnoty operatora L. st teda nedegenerované. Tiez sa mdzeme lahko pre-
svedcit, ze prislusné vlastné funkcie si — ako to ma byt aj podla Vety 5 — navzajom
ortogonalne (overené na cviceni):

27
/0 D2(9) Dot () dp = Gy (40)

Ku koncu tejto Casti sa este hodi povedat, ze ked uz mame najdené vyjadrenie (39)
vlastnych funkcii pre L., tak je lahké ho pomocou Eulerovej formuly a vztahov (31a),
(31b), (31¢c) medzi sférickymi a kartezianskymi suradnicami prepisat do kartezianskych
suradnic (odvodené na cviceni):

D) = f(a,y) = \/%—W <

Vyjadrenia vlastnych funkcii pre L,a IA/y pomocou kartezianskych suradnic uz teraz
okamzite vieme ziskat cyklickou zdmenou premennych v (41).

x+iy)m/2 (1)

T — 1y

Stérické suradnice medzi sebou nemaju taktl symetriu alebo rovnocennost ako kar-
tezianske. Preto vlastné funkcie operatorov L,a L nebudd mat vo sférickych sirad-
niciach vyjadrenie tej istej formy ako pre operator L..N3 ajst vyjadrenie operatorov L,
a L vo sférickych saradniciach by vsak bolo jednoduché, kedze z cvicenia pozname
ich Vyj adrenia typu (41) v kartezianskych suradniciach.

4.4 Spolocné vlastné funkcie operatorov L,alL? (cast 1). Separacia
premennych vo sférickych suradniciach

Hladanie vlastnych funkcii stvisi s hladanim vlastnych hodnét a preto nam po-
moze zistit aj to, aka mdze v QM byt velkost momentu hybnosti (alebo jej 2. mocnina).
V tejto Casti vSak len naznacime jeden postup, taky zakladny, zaloZeny na rieseni di-
ferencialnej rovnice, oproti inej metdde trochu ,tarbavy® a zaroven menej vSeobecny.

Vyuzijeme komutaciu

[L?,L.] =0 (42)

z ktorej bud podla Vety 6 alebo podla Vety 7 vyplyva, ze tieto dva operatory maju
spolo¢né vlastné funkcie. Takze najprv skisme, ¢i ndhodou funkcie exp(imey), ktoré
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st vlastné pre L., nebudu vlastné aj pre L?. K tomu ndm posluzi vyjadrenie operatora
L? vo sférickych stradniciach (bude vysvetlené na cviceni):

- o[ 1 0 0 1 02 9
L*=—h [sinz? EY smﬁaﬁ + 20 92 = —h Vfw (43)

Vsimnime si, Ze toto vyjadrenie neobsahuje stradnicu r. To znamena, Ze vlastné fun-
keie opratora L2 nebudi musiet zavisiet od r. L? viak zavisi od oboch sférickych uhlov,
¥ a @, a preto aj jeho vlastné funkcie budu vo vseobecnosti od oboch z nich zavisiet.
Preto jednoduché funkcie exp(imy) (zavisiace len od ) nebudu pre L? vlastnymi fun-
kciami. No ako tomu rozumiet vediac, Ze operatory I?2al, komutuji? Jediné mozné
vysvetlenie (vzhladom na Vetu 6) je také, ze L? ma (o ¢om sa aj podrobne presvedc¢ime)
degenerované spektrum. Ale na druhej strane, dokazali sme, Ze akékolvek vlastna
funkcia pre L. musi obsahovat faktor exp(ime). TakZze vlastné funkcie pre L, také,
aby mohli byt zarover vlastnymi aj pre L2, musia mat tvar

K(r,9)e™ (44)

kde K (r,1) je nejaka zatial neznama funkcia svojich dvoch premennych, pricom jej
zavislost od r nie nutna, lebo r sa nenachadza ani vo vyjadreni L. ani L2. V§imnime si,
ze vyraz (44) je vlastnou funkciou operatora L. pri akejkolvek funkcii K (r,1). O tom
sa da lahko presvedc¢it dosadenim (44) do (34). Uhol ¢/ tam vSak musi vo vSeobecnosti
byt, kedZe operator L? tento uhol obsahuje. Treba teda riesit rovnicu tvaru

L2Y{"(9, ) = Am¥{" (9, 9) (45)
spolu s uz scasti vyrieSenou rovnicou
L.Y/"(9, ) = hmY;" (9, ¢) (46)

pre zatial nezname spolo¢né vlastné funkcie, o ktorych vsak podla (44) uz vieme, Ze sa
musia dat pisat v separovanom tvare:®

V"0, ¢) = O7" (V) Pm(e) (47)

Aby nedoslo ku omylu: m v Y, a v ©}" nie je exponent, ale horny index. \;,,, su zatial
uplne nezname vlastné hodnoty; len vieme, Ze musia byt realne. Indexu m rozumieme;
suvisi s premennou . Index [ zatial nijak nespecifikujeme, ale kedZe nam pribudla

3V niektorej literatire, napr. v [2], sa pre tieto funkcie pouZiva aj oznacenie Y,,,. Vo viiésine sicas-
nych zdrojov a literatdiry sa v8ak pouZiva oznacenie Y}, zatial ¢o symbol Y}, sa rezervuje pre uzko
suvisiace tzv. redlne sférické harmoniky, ¢o st v podstate realne a imaginarne zlozky funkcii ¥;™.
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premenna ¥, zrejme bude nejaky index potrebny aj v suvislosti s nou. Tak nech je to
ten [ a treba ho napisat ku funkcii ©. Napisali sme k nej aj index m; eSte nevieme, ¢i
bude potrebny, ¢i teda © bude od neho zavisiet (bude). Keby aj nebol potrebny, ni¢ by
sme nepokazili tym, Ze sme ho tam teraz napisali.

Ako sa da Tahko presved¢it a uz sme to medzi (44) a (45) naznadili, zapis (47) by
sme mohli skomplikovat vynasobenim Iubovolnou funkciou zavislou od r a stale by
predstavoval spolo¢nu vlastna funkciu pre operatory L? a L. (kedze premenna r je
vzhladom na tieto operatory len konstantou; neobsahuju derivovanie podla r ani r
samotné). Spominané nasobenie lubovolnou funkciou zavislou od r by teda nateraz
bolo len zbytocnou komplikaciou; teraz sa snazime najst ¢o najjednoduchsie spolo¢né
vlastné funkcie operatorov L? a L.. Preto sme upustili od funkcie K (r,1), ktord ma
aj premennu r a nahradili sme ju funkciou ©]" (), ktora ma len tu jednu nevyhnutnd
priestorovd premennu vJ.

Riesenia (vlastné funkcie) tvaru (47) su suc¢inom dvoch funkcii, z ktorych jedna
zavisi len od premennej ¥ a druha len od . Je to teda faktorizovany tvar rieSenia.
Premenné s v nom oddelené. Preto hovorime o separdcii premennych.

Ked dosadime tvar (47) do (45), dostaneme diferencialnu rovnicu (DR)
ani ju nejdeme pisat (48)

Tuto rovnicu by sme teraz mali riesit, aby sme dostali ©}" a nasledne hladané vlastné
funkcie operatora L2, Takyto priamociary postup je vhodny najma pri prvom zozna-
movani sa s QM; vyuziva rieSenie DR pomocou aparatu matematickej analyzy a je
dost zdlhavy. Na tomto predmete si radsej ukazeme elegantny a ovela vieobecnejsi
algebraicky postup, ako najst vlastné hodnoty ), operatora L?. Pritom tiez uvidime,
ze od indexu m nebudu zavisiet, ¢o znamena, ze budu degenerované [lebo pre jednu
vlastni hodnotu )\; bude mat operator L? vo vieobecnosti viacero vlastnych funkcii
Y (¥, ¢)]. Samotny fakt, Ze budu nejakym spdésobom degenerované, sme uz vlastne
dokézali vyssie ivahou vyuzivajicou Vety 6 a 7. V dalsom odseku si na vSeobecnejsej
urovni ukazeme, ako presne si degenerované.

4.5 Vlastné hodnoty operatorov momentu hybnosti
Ukazuje sa, Ze komutac¢né vztahy tvaru (28) platia nielen pre orbitalny moment

hybnosti,* ale aj pre vSetky iné momenty hybnosti, napr. spin. Preto v QM rozlisujeme,
o aky MH ide: napr. operator (26) je orbitalny operator MH. Spinu castice zodpoveda

4Orbitalny MH je ten bezny MH, ktory sa v klasickej fyzike po¢ita ako 7 x j'a v kvantovej pomocou
operatora 7 X p.
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(tu blizsie nespecifikovany) spinovy operator MH. Sucet orbitalneho a spinového MH
je celkovy MH a aj ten ma svoj operator. Tymto sa teraz nejdeme zaoberat. Nasledujicu
analyzu vsak spravime tak, Ze budeme predpokladat platnost komutac¢nych vztahov
typu (28) a takmer len z tohoto predpokladu odvodime doésledky. Namiesto symbolov
ako napr. [A/w budeme pouzivat oznacenia JA:C, jy, jz, aby sme zvyraznili, Ze nemusi

ist len o orbitadlny MH. Tieto tri operatory teda budu tvorit vektorovy operator J.
Pre jednoduchost ho budeme uvazovat bezrozmerny. Dosiahneme to polozenim/’ = 1
(alebo vynechavanim/). Aj v mnohej literature, ak je to mozné, sa Planckova konstanta
h kladie rovna 1 a ani sa nepise.

Komutac¢né vztahy. Uvazujme teda linearne hermitovské operatory, pre ktoré platia
komutacné vztahy [2, 3]

[Ty, J,) = i, [y, J.] = iJ,, (., Jo] = iJ, (49)

Tieto vztahy sa ¢asto beru za definiciu toho, ¢co v QM povazujeme za moment hybnosti.
Definujme operator R X X R

=+ I+ ] (50)
Presne tym postupom, ako sme mali vyssie [pozri (30)], aj tu sa da cisto na zaklade
vztahov (49) dokéazat, ze

(T2, o) = [J?, J,) = [J*, J.] = 0 (51)

To podla Vety 7 znamena, ze vlastné funkcie pre operatory J., J? sa daju zostrojit
tak, aby boli spolo¢né pre oba tieto operatory. Nasou ulohou teraz vsak bude najst
najma vlastné hodnoty pre J. a J? a nie¢o sa dozvediet aj o spominanych vlastnych
funkciach. Namiesto vlastnych funkcii znac¢enych Y, v§ak budeme pouzivat vSeobec-
nejsie pouzitelné znacenie |7, m) a tento abstraktny symbol budeme nazyvat vlastny
vektor. Zatial to berme len ako znacenie [2, 3]. Mame teda riesit dvojilohu [porovnaj
s dvojicou rovnic (45) a (46)]

J2|j,m) = n;|4, m) (52)
J.|7,m) = m|j,m) (53)

O vlastnej hodnote m zatial nepredpokladame nic, len vieme, Ze ma byt realna kvoli
vyssie predpokladanej hermitovosti. Tak isto 7;. Index j pokladame za akusi vSeobec-
nejsiu obdobu indexu [ zo state 4.4 o orbitaAlnom momente hybnosti. V znaceni zave-
denom v rovniciach (52) a (53) uz (inspirovani skorej ziskanymi poznatkami) anticipu-
jeme, ze vlastné hodnoty 7); operatora J2 nebudu zavisiet od m. Tato uhadnuty vlast-
nost vSak rieSenim overime; nezostane teda pri hadani. Nezavislost vlastnych hodnét
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7; operatora J? od m je na vieobecnejsej tirovni tym istym, ¢im bude pre operator L2
nezavislost jeho vlastnych hodnoét \;,, od m. TG sme na konci odseku 4.4 uz, sice bez
dokazu, ale predsa len s dostato¢nou motivaciou, tieZ spomenuli. Nezavislost 7; od m
znamena, Ze vlastné hodnoty operatora J? (a teda aj L?) budd degenerované. Pri rie-
Seni danej tlohy to naozaj dokazeme a jednoduchy symbol 7; (teda bez m) volime uz
na zaciatku preto, Ze je to praktické znacenie a nebude ho neskor treba menit.

Zvysovaci a zniZzovaci operator. Definujme teraz dvojicu operatorov (kvoli jedno-
duchosti zapisu prestavame pisat striesky)

Jo=Jy+iJ,, Jo=J,—ilJ, (54)

Ocividne su to nehermitovské operatory, ale to nevadi. Je uzito¢né poznat ich komu-
tac¢né vlastnosti, napr. okamzite odvoditelné

(72, T =[J%, ] ] =0 (55)
ako aj dalsie:®
[Joy I = T4, (S -] =—J_, [y, J_] =2J. (56)
Ako uvidime, potrebné budu este aj identity®

JoJ_=J*—J*+ J, (57a)
J Jy=J=J>— ], (57b)

Skumajme teraz posobenie operatorov .J. na nezname vlastné vektory |j, m).
Jilg,m) = g, m)+ J_j,m) = [, m) - (58)
Vyskusajme (a pocitajme) najprv toto:
Pljm) = J2Jilgm) = JoP|jm) = Jenglim) = nyl5,m).
A obdobne

J2|j7m>* = = nj’j7m>*

°Dajt sa dokézat lahko s vyuzitim (54) a (49) lahko. Napr. [J,, Jy] = [J.,J, + iJ,] = iJ, +
i(—i)Je =Jp +id, = Jy.

®Aj tieto sa daju dokazat lahko: JyJ_ = (J, + iJy)(Jo — iJy) = J2 + iJyJp — iJedy + J2 =
T4 T2+ ..
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Aj vektory |7, m) a |7, m)_ st teda vlastnymi vektormi operatora .J?, pricom

vlastnou hodnotou je v oboch pripadoch ta ista 7, ako pre vlastny vektor |7, m).

(59)
Vyskusajme aj operaciu
‘]Z|]7 m>+ = Jz‘]+|ja m> = (J-l— + J+Jz)|.]7 m> = |j’ m>+ + J+m|j7 m> =
a obdobne aj
Jlea m>* = <_1 + m)|j7 m)*
Vektory |j, m)+ st teda aj vlastnymi vektormi operatora .J.,
. . . (60)
pricom vlastné hodnoty su m =+ 1.

Z vyssie uvedeného uz vidime, Ze operator J? ma degenerované spektrum,lebo napr.
tri rozne vlastné vektory |j, m)_, [j,m) a |j, m) prislichaju tej istej vlastnej hodnote
n;. Co sa tyka J., prepokladajme nedegenerovanost jeho spektra. Mame na to dobru
motivaciu, lebo jeho konkrétny pripad, L., ma nedegenerované spektrum. Neskor sa
o spravnosti tohoto predpokladu aj pre vseobecny MH presvedc¢ime. Na zaklade dvoch
vyssie zardmovanych vysledkov potom mozno povedat, Ze |7, m), je az na konstantu
zhodny s |j,m + 1) a obdobne pre |j, m)_. ZapiSeme to takto:

ym)s = Jiliim) = Clu)ljm+1) (61a)
o) = J-lm) = €3l g m = 1) (61)
kde C’J(:;) a Cj(;) su zatial blizsie neurcené konstanty. V znaceni pomocou beznych
funkcii by sme toto zapisali rovnicami
(+) — m (+) m—+1
Vi) =y = ey,
=) — m _ (=) ym—1
v =ayr =)y,

Operatory .J. teda menia vlastné stavy |j, m) tak, Ze zvySuju alebo znizuju vlastnd
hodnotu m: napr. pésobenim J, vyrobime zo stavu |j, m) stav |j, m + 1) (aZ na malo
podstatnu konstantu). Preto sa J, nazyva zvysovaci operator a J_ zniZovaci operator.
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Urcenie konstant C’;i). Skusme vyjadrit druht mocninu normy funkcii Y}E:;), teda
skalarny sacin’ <Y'(+) Y](:;) >:

]’m
* * 2
(+) (+) . (+) yym+1 (+) yym+1 _ (+)
[l vier = [levr] eglvpear = g

Pritom predpokladdme, ze funkcie Y™ (aj vektory |7, m)) s normované na 1. Uvedeny
skalarny sucin sa da napisat aj takto:

[l i [ sopan - oy e

= / (Y/™) J_J. Y dr

Vyuzili sme, ze operatory J; a J_ st jeden k druhému hermitovsky zdruzené (navza-
jom hermitovsky zdruzené) — zname z cvicenia. Preto plati

cf ‘ / (Y™ T Y dr

V abstraktnom formalizme Diracovych bra a ket vektorov to pomocou vektorov |j, m)

zapiSeme takto (a rovno uz aj pre ') ¢o sa by sme odvodili uplne obdobne):

Jm >
2
o0 = Goml_gdimy, [0 = Gl dim) 6
Pozname uz operatorové identity (57a) a (57b). S ich pomocou dostavame
2
Cl = Gl Plim) = Goml 2, m) = Goml Lljm) = n; = m? = m
2

Cize zistujeme, 7e platia vztahy
‘ ‘ —m(m+1) (63a)

o

gm

=n; —m(m—1) (63b)

Ich lavé strany jednoznacne hovoria, Ze tieto vyrazy musia byt nezaporné. Preto (A -
a zaroveri)

nj>m(m+1)| A [, >m(m—1)|, Vm (64)

Z toho vyplyvaji ohranic¢enia na m pri danom 7;; hodnoty m musia byt ohranicené
zhora aj zdola.

"Skalarny su¢in S funkcii f a g je definovany vyrazom S = [ f*g dr, pricom sa integruje cez cely
rozsah premennej 7, na akom sa funkcie f a g definované. V Diracovom formalizme sa tento skalarny
sucin zapiSe S = (f|g). Samotné (f| sa nazyva bra a |g) ket (zo slova brackets — zatvorky).
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Ohranicenie zhora. Genericky vsak plati vztah [pozri (61a)]
Teli,m) = ) 1j.m + 1)

ktory by chcel zvysovat m neohranic¢ene. Aby sa toto zvysovanie zastavilo, musi pre
isté M,y byt C’;;Zmax = (. Z rovnice (63a) potom vyplyva, Ze 1; = Mmax(Mmax + 1).
Vsimnime, si, Ze symbol j zatial vyuZzivame len v zmysle indexu, jednak vo vlastnych
hodnotéach 7; a aj vo vlastnych funkciach Y™ (a v pripade abstraktného zéapisu vo
vlastnych vektoroch |7, m)). Ziadnu hodnotu sme v3ak zatial indexu j nepriradili; sim
osebe zatial nikde nevystupuje, Cize je to zatial nevyuzity symbol. Tak ho za¢nime
pouzivat namiesto zdlhavého m..:

J = Mpax (65)

Désledok rovnice (63a) sa potom zapiSe strucnejsie:

n=J+1) (66)

Z vyssie uvedeného sa da naozaj vidiet [pozri rovnicu (63a)], Ze ak by sme sme po-
stupnym zvySovanim ¢isla m postupovali vyssie a vyssie (z vektora |m) prechadzali
na |m + 1) atd), tak pri hodnote m = my,,, = j by bol tento postup zastaveny, lebo
o =o.

Ji

Ohranicenie zdola. Genericky plati aj vztah [pozri (61b)]
J-ljm) = Cj) lim —1)
ktory by zasa chcel neohranicene znizovat m. Aby sme toto zniZovanie zastavili, musi
pre isté My, byt CJ(»’;L)mm = 0. Z druhej z nerovnosti (64) vyplyva, zZe
n; = mmin(mmin - 1) (67)
Cize
Mipin = Mimin = (7 +1) = 0
Riesenim tejto kvadratickej rovnice st korene
Mmin € {j +1,—7}
Ten druhy je ocividne to, ¢o potrebujeme. Teda
Mumin = —J
Nakoniec pripomerime: tak ako pri postupe ,rebrikom® nahor nas zastavilo nulové
CJ(-’J;), tak teraz (pri pohybe nadol) zasa mame C](-f_)j = 0.
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Vlastné hodnoty. Pre dané 7, (ekvivalentne pre dané j) si teda mozné tieto hodnoty
m:
me{—j,—j+1,...,75}, teda 25 + 1 hodnot

Pocet hodnot urcite musi byt nezaporné celé cislo a konkrétne tento pocet je rovny

aspon 1. Preto | 2j je celé nezaporné

, teda ’ J je nezaporné celé alebo polocelé

a|m su celé alebo polocelé |

Zhriime teda, ¢o sme zistili:

J2 .’ — . .+1 .’
U m) 7 )U m) (68)
Jlg,m) = m|j,m)
. , 135 o .
j€40,1,2,...}, aleboj € 3505 [ me{—j,—j+1,...,7}

Nasli sme teda vlastné hodnoty operatorov J? a .J,. Vidime, Ze vlastné hodnoty ope-
ratora J? st degenerované, lebo pre jedno j mame 25 + 1 roznych m, a teda aj tolko
roznych vlastnych vektorov.

Cisto algebraickym postupom sme teda z postulovanych (ale aspon na pripade or-
bitalneho momentu hybnosti zdévodnenych) komuta¢nych vztahov (49) ziskali vlastné
hodnoty prislusnych operatorov. Zatial ¢o pri orbitalnom momente hybnosti nam pre
vlastné hodnoty L, vysli celé ¢isla m, zo vztahov (49) sme odvodili aspon matematicka
moznost polocelych m. Otazkou je, ¢i sa tato matematicka moznost v prirode niekde
realizuje. Experimenty davaju odpoved dano. Tato moznost sa realizuje v pripade spino-
vého MH elektronu i dalsich fermionov. Spin je vnutorny MH castice. R6zne momenty
hybnosti v nejakej sustave (v najjednoduchsom pripade jednej Castice) sa s¢itavaju.
Preto aj vysledny (zloZeny, suctovy) MH elektréonu ma polocelt z-ovu zlozku (a teda
aj priemet MH do Tubovolnej inej osi, lebo smer osi z si mézeme zvolit Tubovolne).
Znova pripomenme, e kazdy (aj zlozeny) MH v kvantovej mechanike musi splnaf
komutaéné vztahy typu (49). Ze je tomu tak, sa ukazuje najmi zhodou experimentov
a teoérie vybudovanej na tomto predpoklade.

Fazova konvencia. Nejaké konkrétne vyjadrenia pre vlastné vektory |7, m) sme za-
tial nenasli, ani jednozna¢né hodnoty konstant C](i), len Stvorce ich modulov [po-
zri (63)]. Faza (argument) tychto konstant sa nedé jednoznac¢ne urcit; treba ju len de-
finovat. Najcastejsie ju volime tak, aby tieto konstanty boli realne kladné. Potom do-

stavame takéto formuly pre pdsobenie zvySovacieho a zniZovacieho operatora [pozri
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3,3)
j=2
12,2) —_— 3,2)
j=1
[1,1) _—2,1) 3,1
j=0

|0, 0) — [1,0) —_ 2,0 —_—[3,0)
[1,-1) _ 2, 1) _ 31
12,-2) —_3,-2)
13, —3)

evwve

c1se1ne 7.

aj (61) a (66)]:

Jelim) = Vi(G+1) —m(m+1) [j,m+1) (69a)
Vi—m)j+m+1)|j,m+1)

) —

)

J_ljm) = i(G+1) —m(m—1)|j,m—1) (69b)
= V/G+m)(i—m+1)[j,m—1)

Tato fazova konvencia sa vola Condonova-Shortleyho konvencia.

Schematické znézornenie spektra spoloén)'fch vlastn}'/ch vektorov operétorov J?
,,rebrlka sa mozeme ,pohybovat” pomocou pdsobenia zvysovac1ch a znizovacich ope-
ratorov Jy.

4.6 Spoloéné vlastné funkcie operatorov L, a L? (fast 2)

Patri sa pripomenut, ze vo vSeobecnej diskusii MH v predoslom odseku mohli byt
¢isla 7 a m aj polocelé. Tie polocelé, ako sa v QM ukazuje, si dolezité pre spinovy
MH. Teraz vsak ideme pokracovat v prerusenej analyze orbitalneho MH, ktorti sme
tradicnym spdsobom zacali v odseku 4.4. Tradi¢ny spoésob by sme dotiahli vyriese-
nim parcialnej DR (48) vo sférickych siradniciach v, . I ked sme tradi¢cny spdsob
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len nacali, na nejaké nové veci sme pritom prisli. Vyzbrojeni poznatkami o zvysova-
cich a zniZovacich operatoroch vsak teraz analyzu orbitdlneho MH dotiahneme inym
sposobom.

Pre orbitalny MH namiesto indexu j budeme pouzivat [. A ¢o je podstatné, uz sme
zistili, Ze pri orbitilnom MH mame celé m; pozri (39). Preto budu aj [ celé. Namiesto
matematicky naroéného a zdlhavého tradiéného postupu naznaceného na konci Cas-
ti (4.4) ideme teraz hladat spolo¢né vlastné funkcie pre L.al? pomocou skimania
posobenia tychto operatorov na polynémy v kartezianskych siradniciach. Na cvi-
ceniach sa totiz naucime, Ze operator L[?sadav kartezianskych siradniciach prepisat
do tvaru

L? = (y* + 22)p2 + (22 + 2)p2 + (2% + y?)p?

L . . L A . (70)
— 2(xypuPy + Y2Pyb: + 2xp.p:) + 2ih(xps + yby + 2P-)
z ¢oho uz lahko dostavame kone¢ny tvar
L? = h? [—(gf +22)V2 — (22 + xQ)Vz — (2 +y*) V2 + o)
+ 2(sz2 + 22V2, + xyViy) +2(xV, +yV, +2V.)]

Vidime, Ze obsahuje suciny polynémov a parcialnych derivacii, pricom ak je derivacia
n-ta, tak nasobiaci polynom je stupnia n. Tak tomu je aj s operatorom L ,:

~

L,=—ih(2V, —yV,) (72)

Pre struc¢nost zapisu budeme vo vypoctoch v tejto Casti klast i = 1.

4.61 Posobenie L, a L? na polynémy f = ax + by

Je to homogénny polyném 1. stupna dvoch premennych, teda linearna forma.

Posobenie L,. Skusme teda najprv preskumat, ¢o vznikne pésobenim L, na takyto
polyném, pricom z, y v nom vystupujuce su kartezianske siradnice, teda realne ¢isla.
a, b su zatial [ubovolné konstanty.

L f=—1(aV, —yV,)(ax + by) = —i(—ay + bx) = —ibx + iay

Vysiel teda polyném trochu pripominajuci pévodny polyném f. Mame riesit (o. i.)
problém

L.f=\f (73)
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kde A je vlastna hodnota. Tato tlohu sme sice uz v ¢asti 4.3 vyriesili, ale tam najdené
funkcie boli vlastné len pre L., nie pre L2. Tak preto teraz ten problém rie§ime na-
novo a inym spdsobom. Dosadenim toho, ¢o nam kuasok vyssie vyslo, do rovnice (73)
dostavame

—ibx + iay = Aax + \by

Tato rovnica ma platit pre [lubovolné miesto priestoru, teda pre lubovolné realne z, y.
Tak dostavame rovnosti

—ib = Aa, ia = \b
= b=ia\, ia = ia\? (74)
Preto
ak a # 0 tak N =1 (75)

Takze pri a # 0 sme pre operator L. nasli vlastné hodnoty A\ € {41, —1} a vlastné
polynémy

f=ax+ ilay = a(z + i\y) = arsindd (cos ¢ + iAsin @) = arsind e (76)

Vlastné hodnoty +1 naozaj patria do mnoziny tych, ktoré sme pre operator L, nagli
v Casti 4.3. Pre vlastné funkcie sme tam nasli tvar K exp(i)y), kde K je hocico, ¢o
nezavisi od uhla ¢. A naozaj tomu tak je: stcinitel' ar sin 1) neobsahuje . Co ak by
bolo @ = 0?7 Potom by muselo byt aj b = 0 a tak by sme dostali trivialnu funkciu
identicky nulovu. To je nezaujimavé rieSenie, lebo nenesie Ziadnu informaciu.

Posobenie L2. Teraz posobme na dany polyném (so vSeobecnymi a, b) operatorom
Stvorca MH zapisanom v tvare (71). Lahko dostaneme vysledok

L*f =2(2V, +yV, + 2V.)(az + by) = 2azx + 2by = 2f (77)

Vidime, Ze tento polyném je vlastnou funkciou pre L? dokonca s fubovolne zvolenymi
a, b. Prislusnou vlastnou hodnotou je ¢islo 2. (Keby sme zapisovali aj i, tak by to bolo

2h%)

Predbezné zhrnutie pre homogénne polynémy 1. stupnia. Samozrejme, Ze ak chce-
me, aby bol polyném f vlastny pre oba operatory, musime a a b obmedzit podmien-
kou (74): b = ia. A vSimnime si, Ze vlastna hodnota 2 je [(l + 1) pre [ = 1. Toto [
a kasok vyssie najdené vlastné hodnoty A = +1 sa zhoduju s vysledkom (68) (pricom
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tam boli namiesto [ a A pouzité symboly 7 a m). Tu rieSené rovnice a teraz najdené
vysledky mozeme zapisat takto:

ZA—J2fl,+1 =2 fi41, iZfl,—l =2fi_1, I:zfl,-l-l =41 fi41, I:zfl,—l =-1

alebo stru¢nejsie

£2f1¢1 =2 f1,41 fzzfl,ﬂ ==+1 fi41 (78)

kde

fie1 = a(x £ iy) = arsind ¥ (79)

Namiesto f,,, by sme uz skoro aj mohli pouzivat zavedené znacenie Y;” podla (47).
Nebudeme to vsak robit, lebo tieto f,,, nemaji také normovacie konstanty, aké sa pre
Y, pouzivaju; fi,, eSte dokonca v sebe obsahuju aj zavislost od sférickej premennej r,
a ako vieme, t4 tam nemusi byt a pri snahe o ¢o najjednoduchsie spolo¢né vlastné fun-
kcie operatorov L?al, ju neskor dame prec. Pri odvodzovani vsak bolo praktickejsie
r tam nechat.

Urcenie vlastnej funkcie f; 0. Triplet funkcii f;,, budeme mat skompletizovany,
az ked najdeme aj f; o. Kisok vyssie [formuly (69)] sme sa naudili, Ze ked pozname
jednu funkciu fj,,, (teda pre jedno konkrétne m), tak pomocou posobenia zvysovacieho
a/alebo znizovacieho operatora uz potom vieme najst f;,,, pre vsetky ostatné m. Tak
podme vyuzit druha z tych formul. Dostavame

fio = % fsz1,+1 (80)

kde fi 11 je dana vyrazom (79). Na ziskanie vysledku este teda potrebujeme spocitat,
ako posobi L_ na fi ;1.

f/—fl,ﬂ = (Ly — iLy)[a(z + iy)] =
— a{[~i(yV. — 2V,)] — i[-i(2V, — 2V.)]}z + iy) =
=a(—iyV,+ 12V, — 2V, +2V,) (v + iy) = a(—2z — 2) = —2az

Dosadenim do (80) dostavame

fio=—V2az=—Vv2arcosv (81)
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Konstanta a. Ak ide len o to, aby fi 11, fi,0, f1,—1 boli spolo¢nymi vlastnymi fun-
kciami pre L? a L., tak konstanta a méze byt lubovolné komplexné &islo a nemusi
byt pre f1,_1 taka ista ako pre fi 41 ani ako pre f; . Kazda z tychto troch funkcii
moze mat vlastnu konstantu. Ak totiz akukolvek vlastnt funkciu vynasobime akoukol-
vek konstantou, stale ostava vlastnou funkciou. Volba tychto konstant je vecou prak-
tickej konvencie a normovania. Pri skimani vseobecného MH sme uZz mali zavedent
Condonovu-Shortleyho konvenciu [pozri (69)]. Konstanty pri orbitadlnom MH, ktory
Studujeme teraz, zvolime neskor tak, aby boli s Condonovou-Shortleyho konvenciou
konzistentné. Napr. postupom obdobnym tomu vyssie, teda vyuzitim posobenia zni-
zovacieho operatora lahko zistujeme, Ze

1 .
fi-1=—=L_f10=—a(x — iy) = —arsinde ¥ (82)

V2

Vidime, Ze takto (v stilade s Condonovou-Shortleyho konvenciou) najdené f; _; ma
opac¢né znamienko nez f; _; najdené vyssie [rov. (79)].
4.6.2 Posobenie L, a L? na polynémy f = ax? + by? + cxy

Obdobnym sposobom ako v odseku 4.6.1 teraz skimajme posobenie operatorov
MH na homogénne polynémy 2. stupna dvoch premennych, teda na kvadratické formy.
Opét vyberame formy nezavislé od z, lebo inak by pre L. nemohli byt vlastnymi fun-
kciami, ako sa da lahko presvedcit.

Posobenie f}z.
L.f = —i(xV, — yVo)(az® + by? + cxy) = —i(—2axy + 2bxy + ca® — cy?)

L.f =\ = 2i(a—bay—ict®+ icy® = haz® + \by? + hexy —>

—ic= A\a
ic=M\b
2i(a —b) = Ac

Zamerajme sa najprv na rieSenia s A # 0. Vychadzaju takto:
b= —a, c=ila, A€ {+2,-2}
¢o dava pre A = +£2 vlastné funkcie L. takéto:

fi=a(z? —y?) £ i2ary = a(x £ iy)? (83)
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Posobenie L2. St posledne napisané funkcie vlastné aj pre L?? [Pozri vyjadrenie
(71).] Odskusajme to, a to a pre zaujimavost pre vSeobecné a, b, c:

ﬁzf = [~ + V2 - (2 + xQ)Vz — (2 + ¥V (az® + by? + cay)+
+2(y2Ve, + 2aV2, + ayVi,) (az® + by’ + cxy)+

+2(aV, +yV, + 2V.) (az® + by* + cay) =

= —2a (y* + 2*) — 2b(2* + 2)+
+ 2 cxy+
+ 2 (2a2? 4 2by® + cxy + cxy) =

= (4a — 2b)2” + (4b — 2a)y* — (2a + 2b)2* + 6cxy
Ako vidime, nie kazdy homogénny polyném 2. stupria tvaru z nadpisu 4.6.2 je pre L?
vlastnou funkciou. Ale ak zoberieme tie z nich, ktoré st vlastné pre L., teda spliiajiice
b = —a, pricom c tu mdze byt hocijaké, tak dostavame

L*f = 6[a(a® — y*) + cxy] = 6f (84)

Co sme pre polynémy 2. stuptia nasli, nAm zatial sta¢i. Zamerali sme sa len na rieSenia
s A # 0. Pripad nulového A nie je teraz rieSenim, ako sa da Iahko zistit: vtedy by bolo
¢ =0, a = b a taky polyném by pre L? nebol vlastnou funkciou.

Predbezné zhrnutie pre homogénne polynémy 2. stupna.

zgfg,ﬁ =6 fo42/, L.fory = %2 fa,42 (85)

kde

foto = a(z + iy)* = ar?sin® 9 e*12° (86)

a véimnime si, ze 6 = (I + 1) pre [ = 2.

Urcenie vlastnej funkcie f> ;1. Uz vieme, ako na to: podla (69) dostavame

Joy1= % i—f2,+2 (87)



a potrebujeme teda pritom spocitat®

L fora = (L —iLy)[a(z + iy)*] = a[(L, — iL,) (2% —y* + 2izy] =
= al, (—y* + 2izy) — iaL,(2* + 2ivy) =
= a[—122y + 2iize — i(—1)22x — 2izy] = 2a(—2iyz — 22z) = —4az(z + iy)

Takze

fo1 = —2az(x + iy) = —2ar? cos ¥ sin¥e'? (88)

Urcenie vlastnej funkcie f;,. Odvodenie sa spravi obdobne (pésobenim znizova-
cieho operatora). Vysledok je

2

foo=——x=a(a®+y*—22°) = ar® (3cos’ ¥ — 1) (89)

S
Sl

4.6.3 Celkové zhrnutie

Hladané vlastné funkcie Y, sa nazyvaju sférické harmonické funkcie, alebo
strucnejsie sférické harmoniky. Az na tu nepodstatné sucinitele si imerné funkciam
fim najdenym vyssie. Vlastné funkcie Y} sa, ako sme videli, daju najst skimanim p6-
sobenia L, a L? na polynémy. Y™ pre m < [ sa daju najst aplikovanim L_. Nagli
sme teda rieSenia — vlastné hodnoty a (aspon niektoré) spolo¢né vlastné funkcie — pre
rovnice

L2Y™ =Rl 4+ 1)Y;™ (90a)
L.Y;™ = hmY;™ (90Db)
1€{0,1,2,...}, me{-l,—1+1,....1} (90¢)

pricom sme najdené vlastné hodnoty aj explicitne vypisali. Aj ked sme to pre vseobecné
[ nepocitali, vidime, Ze zrejme (a naozaj je tomu tak) bude platit toto:

sV ve

« Stginitele 7! do vyjadreni Y;™ nedavame, lebo operatory MH od 7 nezavisia.

8Zide sa nam vypocitat si a zapisat niektoré medzivysledky potrebné pre tieto a podobné vypoéty:

L.(2%) =0, L.(y?) =2iyz, L.(2%) = —2iyz, L,(2%) = —2izz, L,(z%) =2izz

Lo(zz) = —izy, Ly(yz) = i(z°=y%), Ly(zy) = —iyz, Ly(zz)=i(@®—2%), Ly,(yz) = izy

Nie je nutné explicitne ich pocitat vSetky, lebo viaceré sa daji odvodit cyklickymi zamenami sdradnic.
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« Sférické funkcie, ako vidime, sa daju zapisovat v tvare

V" (0, ¢) = 67" (0) () (1)

na ktory sme uz vyssie prisli [(47)], len sme este nevedeli, aké indexy budu pri ©.
Funkcie ®,,(¢) maju tvar (39), ktory spliia standardné normovanie v stlade s (40).
Funkcie ©}" (1)) nebudeme samostatne vypisovat. Vypiseme rovno funkcie Y, (9, )
(kusok nizsie).

Sférické harmonické funkcie spliaji Laplaceovu rovnicu a z toho pochadza ich nazov
LJharmonické®.

Parita. Sférické harmoniky s parnym [ nemenia znamienko pri zamene 7 — —7,
zatial Co tie s neparnym menia:

Y™ (=7) = (1) Y™ (7) (92)

Ciselne potom paritu kvantifikujeme hodnotami (—1)".

Ortogonalnost a normovanie.

/Ylm* (9, )Y (9, ) dQ = 66 mm (93)

kde dS2 = sin ¢/ di dy je element priestorového uhla a integruje sa cez cely tento uhol.

Uplnost. Sférické harmonické funkcie tvoria tplnu ststavu funkcii na jednotkove;j
guli. Inymi slovami to znamena, ze hocijaka funkcia premennych 1, ¢ sa da vyjadrit
ako linearna kombinacia sférickych harmonik:

00 l

F@,0) =Y amY™ (9, ¢) (94)

=0 m=—1

35



v w2

1
o) = 2\ (952)
1 3 ip
Y (9,0) =— 5 S sind e (95b)
0 3
VI0.0) = 1 cosd (950)
1 3 i
Y (0, ¢) = s sind e” (95d)
2 15 i2¢
Y5 (0, 0) = 3o, sin 1 e (95e)
1 15 i
Y5 (09, 0) = — o sind cosve (95f)
5 (3 1
Y39, ¢) = = (5 cos” ) — 5) (95g)
—1 15 : —ip
Yo (9, ¢) = o sin? cos ¥ e (95h)
15 4
(0, p) = 3o, sin? ¥ e 1% (95i)

Nasledujuce casti sucasného odseku (4.6.3) si treba pozorne precitat a vediet o nich,
ale formuly, ktoré sa tu vyskytuju, nebude treba vediet odvodit, ani vediet spamaéti.

Vseobecna formula pre sférické harmonické funkcie v Condonovej-Shortleyho fa-
zovej konvencii [6, 2, 3, 5].

m m (201 (—m)! m
Y9, ) = (—1) \/ . El+m§!PI (cos ) '™ prem € {0,1,...,1}
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Hodnoty sférickych funkcii pre zaporné indexy m ziskame pomocou vztahu (ktorého
platnost tieZ nebudeme dokazovat)

VW) = (D" YW o)t preme{=l,—l+1,...,0}  (97)

V Condonovej-Shortleyho fazovej konvencii teda budu sférické funkcie s kladnym m
v zavislosti od m oscilovat kvoli faktoru (—1)™. U sférickych funkcii so zdpornym m
takéto oscilacie nebudu. P/"(z) je pridruzena Legendreova funkcia stupnia [ a radu m.
Je definovana pomocou Legendreovych polynoémov P(x):

dm
P(z) = (1= a*)"*——Pi(z)  prem >0 (98)

Legendreove polynomy mozeme zapisat formulou

1 d
P(z) = ﬁ@[($2 —1)] (99)

¢o je Rodriguesova formula.

Condonova-Shortleyho konvencia je obvykla v kvantovej mechanike. Spomenme
si, Ze sme ju mali zavedenu uz v stuvislosti so vSeobecnym momentom hybnosti [rov-
nice (69)]. Naozaj, pri vypoctoch, aké sme pomocou pdsobenia znizZovacim operatorom
robili v odsekoch 4.6.1 a 4.6.2, vychadzaji znamienka sférickych harmonickych funkcii
tak, ako sme ich zapisali vo vypise (95a)—(95i). Na skompletizovanie tejto konvencie
pre sférické harmoniky sa este definovalo, 7e funkcie Y;' pre parne [ budud kladné, teda
7e napr. vo formule f5 o = a(z + iy)? = ar?sin® ¥ €'?% [pozri (86)] bude a > 0. Pre
neparne [ zasa zaporné, pozri napr. Y; ' vyssie.

V literatdre sa velmi casto mdzeme stretnuf aj s tym, Ze indexy sférickych harmo-
nik sa pisu ako dolné vedla seba (Y},,,); najcastejsie sa takéto oznacovanie pouziva pre
realne sférické harmoniky, co su funkcie ziskané z realnych a imaginarnych casti zvy-
¢ajnych (komplexnych) sférickych harmonik (96). V knihe [2] sa v$ak takto oznacuju
komplexné sférické harmoniky (96). Tiez sa mdZeme stretnit s tym, ze formula (96) sa
pouziva aj pre zaporné indexy m. To sa dosiahne napr. tak, ze Legendreove polynémy
definujeme aj pre zaporné m, ¢o by nebolo zlozité [6, 5].

5 Castica vo sféricky symetrickom silovom poli

Prikladom je atom vodika, v ktorom sa elektron pohybuje v coulombovskom poli.
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5.1 Vseobecné sféricky symetrické pole

Rie$me aspon zo zaciatku v§eobecnejsi problém, v ktorom bude vystupovat takmer
Iubovolna sféricky symetrick4 potencidlna energia. Ulohou je najst vlastné energie
a vlnové funkcie takého hamiltonianu [1, 2, 3], teda vyriesit rovnicu

am

h2
H= —2—A + V(r) (101)

kde hamiltonian je

V (r) je spominana sféricky symetricka potencialna energia. Casto ju nazyvaju poten-
cial, ale rozmerovo (jednotkami) je to energia.” Na cviceni si ukazeme, Ze plati'’

[H7La:] = [H7Ly] = [H7Lz] = [HvLQ] =0 (103)

Preto moZzno najst spolo¢né vlastné funkcie vhodne zvolenej trojice operatorov, napr.
L., L?, H. (Stvrty tam uZ pridat nemodzeme, lebo kartezianske zlozky L medzi sebou
nekomutuji.) Tie zvolené komutujuce oparatory vyuzijeme na najdenie rieSeni prob-
1ému (100). Spoloéné vlastné funkcie pre dvojicu L., L? sme uz nasli: su to sférické har-
monické funkcie Y, (¢, ¢). Aby nejaka vlastna funkcie hamiltonidnu H bola vlastnou
aj pre operatory L. a L?, tak ich uhlova zavislost musi zostat taka, aka je u sférickych
harmonickych funkcii. Preto treba riesenia problému (100) hladat vo (faktorizovanom)
tvare

() = R(r)Y," (9, ) (104)

Treba najst nezname funkcie R(r) a samozrejme aj vlastné hodnoty (energie) E. Pre
Laplaceov operator vystupujuci v (101) je vyhodné pouzit vyjadrenie pomocou sféric-
kych suradnic (o ktorom sa dozvieme na cviceni):

= L0 0 1
A=V?= . ( ar) + _vgw (105)

°V (r) sa od potencidlu ligi o konstantny nasobok, ¢o sa lahko vidi, ked explicitne vyjadrime, Ze ide
o potencialnu energiu bodového naboja g v elektrostatickom potenciali U (r): V(r) = qU (r). Toto U (r)
je potencial naozaj, teda aj rozmerovo.

08 vyuzitim (43), (105) a (106) sa da ukazaf, 7e hamiltonian (101) sa d4 vyjadrit v tvare

H=H, + L*| kde H—fﬁ2 29 +V(r) (102)
T omp2 " 2mr2 Or or
Operatory MH nezéavisia od 7. Potom aj s vyuzitim komutacii typu [L?, L] = 0 uz lahko vidiet, ze
platia vztahy (103).
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kde

1 0 0 1 02
2= — ) — 106
Vi sind OV (Sm 819) * sin? 9 Og? (106)
Laplaceov operator a derivacie v iom posobia na funkcie v takomto zmysle:
- 10 (,0
Vif = 27, ( af> + podobne dalsie ¢leny
Nas hamiltonian potom zapiSeme
h? 10 (,0
H = V 107
Qm{ﬂar( 8r>+ Vﬂ“"]—i_ (r) (107)

Dosadme do bezcasovej SchR (100) hamiltonian (107) a navrh rieSenia v tvare (104).
Dostaneme rovnicu (indexy [, m nepiSeme, ani premenné funkcii)

B> (10 [ ,0(RY) 1_,
S Sl +—=V5 _(RY),+VRY =FRY 1
2m {r2 or [T or } 2 el )} (108)

Teraz pouZzijeme $tandardny postup na rieSenie separovatelnych diferencialnych rov-
nic (DR): vyuzijeme, Ze sa da derivovat napr.
J(RY dR
(RY) _ 4R
or dr

a predelime celt rovnicu vyrazom R Y. Este preskupime ¢leny a dostaneme rovnicu

1d/,dR\ 2m , 1,

To je uz diferencialna rovnica v separovanom tvare, pretoze jedna skupina ¢lenov zavisi
len od jednej z premennych (r), zatial ¢o druha skupina len od zvysnych premennych
(Y, ¢). Preto nech akokolvek budeme menit napr. premennt r, tak prava strana rovnice
sa urcite nebude menit, a tym padom ani lava strana. Teda

]' ozn.
- ?mey = konst = \ (110)
Vediac, Ze [pozri (43)]
L? = —h*Vj
dostavame
LY =R*\Y (111)
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¢o je problém, ktorym sme sa uz zaoberali a vyriesili [vysledky (90a), (90b) a dalsie
v tej Casti]. Tentoraz sme tato ¢iastkova tlohu [rovnicu (111)] ,vylapli® z vacsej tlohy
— z problému castice vo sféricky symetrickom poli. Diferencialna rovnica (109) potom
po jednoduchych upravach a dosadeni A = (I + 1) nadobudne tvar

li(ﬁdR)+{2_m[E_v(r)}_l(l+1)}R:o (112)

r2 dr dr h? r2

Niekedy sa nazyva aj radialna Schrodingerova rovnica. R() je radialna vinova funkcia.
Ak v radialnej SchR (112) vykoname vonkajsiu derivaciu podla r, dostaneme iny jej

tvar:

@R 2dR  (2m (l+1)

- —__[E — — = 11
dr2+rdr+{h2[ V() - =— }R 0 (113)

Je to obycajna diferencialna rovnica 2. radu.

Fyzikalny vyznam ¢lena s [.

Bl +1)
2m  r?

Vi=V(r)+ (114)

Je to efektivna potencialna energia danej castice so zaratanim prispevku od odstredivej
sily. Podrobnosti si mozno pozriet v knihe [2] i v dalsich.

Zjednodusenie substituciou.

x(r) = rR(r) (115)
Pouzitim tejto substitucie [1] sa radidlna SchR (113) zjednodusi na tvar'!
d?y 2m I(1+1)

Tato obycajna diferencialna rovnica (DR) patri medzi singularne diferencialne rovnice.
Celt vlnovu funkciu pre sféricky problém potom podla (104) vyjadrime

L x(r)
o) = X0y (w,) 17
d 1d d? 2 2d 1d2
UTreba si k tomu odvodif vyjadrenia d—]f = f% ;d%f a tiez % = T—sx - T—Zd—jf ;dT“)Q( .
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Obmedzenie sa na viazané stavy. Je zname, Ze problém (100) Castice v centralnom
(t. j. sféricky symetrickom) poli ma dva druhy rieseni:

« Viazané stavy — st to stavy, ktorych vlnova funkcia je lokalizovana v okoli silového
centra a teda pre velké 7 zanika: limj;_, |¥(7)| = 0. Fyzikalne to znamena, Ze je
velka pravdepodobnost najst casticu v blizkosti centra a miziva (prakticky nulova)
najst ju niekde daleko od neho.

+ Rozptylové stavy — su to stavy, ktorych vlnova funkcia je delokalizovana, ¢ize vyssie
napisana limita je nenulova. Fyzikalne to znamen4, Ze Castica sa mdZe s nezaned-
batelnou pravdepodobnostou nachadzat aj vo velkych vzdialenostiach od silového
centra.

O dalsich vlastnostiach tychto dvoch druhov stavov si povieme trochu neskor. Uz te-
raz vSak uvadzame, ze budeme hladat len viazané stavy. Ich vlnové funkcie, ako sme
napisali vy$sie, maju nezanedbatelné hodnoty len v istej obmedzenej oblasti priestoru.
Preto pozadujeme, aby platila normovacia podmienka'?

/ ()P = 1 (118)

Integracny element vyjadrime pomocou sférickych stradnic:
d®r = r?sind dr dv dp = r2dr dQ (119)

Z normovacej podmienky (118) a z normovanosti gulovych funkeii [ [Y;" (¢, ¢)|?dQ =
1 [vSeobecnejsie vyjadrenej ortonormovanostou (93)] ndm potom vyplynie takato pod-
mienka normovanosti pre pomocnu funkciu x(r):

/OO () Pdr = 1 (120)
0

Aby takyto integral existoval, musi x(r) dostato¢ne rychlo konvergovat k nule (pre
r — 00).

Riesenie rovnice (116) v okoli singularneho bodu » = 0. Predpokladajme, Ze po-
tencial daného problému splita podmienku

lim [V ()] =0 (121)

r—0

12Pri rozptylovych stavoch by sa vinova funkcia nedala normovat na koneéné &islo, pretoze nie je
obmedzena na koneénu ¢ast priestoru. Konvenéne by sme ju ,normovali“ na ¢ funkciu.
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To sice trochu zniZuje vSeobecnost skiimanej triedy potencialov, ale uvedomme si, Ze
je to splnené pre akykolvek potencial, ktory v pociatku nediverguje, a dokonca aj pre
mnoho takych, ktoré diverguji. Obzvlast ddlezité je, ze podmienku (121) spliia aj cou-
lombovsky potencial, pre ktory potencidlna energia je V(r) o 1/r (teda v pociatku
diverguje). Tak mozZeme v singularnej DR (116) pri » — 0 zanedbat niektoré cleny

a dostavame rovnicu 2 " )
X +1

— =0 122

dr? r2 X (122)

Jej rieSenie v okoli singularneho bodu r = 0 hladame v tvare mocninového radu

x(r)=r" Z dy, r*
k=0

(Vyraz r“ je tam preto, lebo sa mdze stat, Ze rad zacina aZ mocninou r* a je praktické
to takto vopred pripravit.) Ak sa obmedzime na naozaj malé r, tak bude z toho radu
sta¢it uvazovat najnizsi ¢len: y = dor®. Toto dosadime do rovnice (122) a dostavame

1(1+1)

r2

ala—1)dyr*? — dogr* =0 (123)

a nasledne
ala—1)=1(1+1)

¢o je kvadraticka rovnica pre o (pri danom kvantovom ¢isle [). Jej riesenia su
I+1 1
ap=I1l+1 = yoxr', ay=—l = xox—
r

Druhé z tychto rieSeni zamietneme ako nefyzikalne, pretoze taka radialna vlnova fun-
kcia x(r)/r by urc¢ite bola pre » — 0 neohranicena. Preto

1
X:C1rl+1+62ﬁ, kde co =0

Riesenie rovnice (116) pre velké r. Predpokladajme, Ze potencialna energia V' sku-
manej Castice splha
lim V(r) =V, = const (124)

r—00

Potom v DR (116) mdZeme zanedbat ¢len s 1/r? a rovnica tak nadobudne tvar

d’>x  2m
-+ = (E -V = 125
d?“2 h2 ( OO) X 0 ( )
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To je linearna oby¢ajna DR 2. radu s konstantnymi koeficientami, svojim tvarom teda
velmi jednoducha. Pocas $tudia ste sa s rovnicou tohoto tvaru zrejme neraz stretli, pr-
vykrat asi pri $tudiu linedrneho harmonického oscilatora (kde nezavislou premennou
bol ¢as t, a nie vzdialenost 7). Vieme teda, Ze sa da lahko analyticky vyriesit. Je vsak
v nej potrebné rozlisovat pripady

« I —V, > 0; vtedy je to rovnica naozaj matematicky taka, ako pre harmonicky os-
cilator, teda s oscilujucimi rieseniami, ¢ize funkciami typu cos kr, sin kr alebo ekvi-
+ikr

valentne e*'""_ k je pritom reélne ¢islo: k = \/ 2m(E — Vi) /h*. St to funkcie, ktoré
rozhodne nevykazuju lokalizovanost na nejaku konecnu oblast priestoru. Zodpove-
daju preto vyssie spominanym rozptylovym stavom [nad rov. (118)]. Prave sme teda
zistili, Ze rozptylovym stavom zodpovedajii energie vyssie nez V. Rozptylové
stavy, i ked sa nedaju normovat, nie s vyslovene nefyzikalne a pre fyziku st velmi
dolezité. V nasej prednaske sa im vsak podrobne venovat nebudeme, ako sme to uz

uviedli nad rov. (118).

« ' -V, < 0; vtedy ma rovnica (125) rieSenia v tvare neoscilujicich exponencial-
nych funkcii. Tymto rieSeniam sa ideme venovat a ako hned uvidime, jedno z nich
je fyzikalne a zodpoveda viazanému stavu.

Oznaéme

w? = 2}1—?(%@ —E)|>0 (126)
Potom
d?y

@—%QX =0 = x=Be"+B; &i/ = By=0 = x=DBie™
diverguje

Riesenie tvaru e*", kde s > 0, je nefyzikalne, lebo pre velké r by davalo nekonecné

hodnoty vlnovej funkcie. Preto sme ho zahodili. Ale rieSenie e™*" dava ohranicent

vlnova funkciu a dokonca taku, ktora je lokalizovana v blizkosti silového centra. Toto

rieSenie teda zodoveda viazanému stavu. Tak sme teda pomocou (126) zistili aj to, Ze

viazanym stavom zodpovedajii energie nizsie”’ nez V.

Klasickou obdobou teraz studovanej sistavy je teleso v gravitacnom poli hmotného
centra: napr. planéta alebo kométa v gravitatnom poli Slnka ako (takmer) nehybného

13Zvycajne byva V., = 0. Napr. coulombovska potencialna energia spifa lim, _, o q1¢2/(4meg ) =
0. Preto ¢asto hovorime, Ze viazané stavy maju zaporné energie a rozptylové stavy kladné. Ale v pripade
vSeobecného sféricky symetrického potencialu pracujme radsej so vSeobecnym V.
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hmotného stredu. Ak ma toto pohybujice sa teleso mechanicku (kineticka plus po-
tencialnu) energiu zapornd, tak neopusta priestor Slnec¢nej sistavy a obieha po elipse
okolo Slnka. To je pripad planét a aj periodicky sa vracajiacich komét. Ak ma vsak me-
chanicku energiu kladnt, tak sa zo Slnecnej sustavy stale vzdaluje, nevrati sa do nej.
Toto je pripad napr. kozmickych sond Pioneer 10 a Pioneer 11 ktorym bola udelena
tzv. tnikova rychlost postacujuca na odputanie sa od Slnka. Toto je klasicka obdoba
rozptylového stavu.

Zhrnutie. Radialna vlnova funkcia R = x(r)/r viazaného stavu v probléme sféricky
symetrického potencialu ma priblizne takéto asymptotické spravanie:

rl, r—0

Ry(r) 1 (127)
-, r—o
”

kde s je urcené formulou (126). Pritom boli vyuzité predpoklady, Ze potencialna ener-
gia V (r) v okoli nuly spliia podmienku lim, o [r2V ()] = 0 a vo velkych vzdialenos-
tiach od centra zasa podmienku lim, ., V(r) = Vo = const. [ € {0,1,2,...} je
kvantové ¢islo vyplyvajuce z rieSenia uhlovej casti celého problému formulovaného
rovnicou (100). Radialnej vlnovej funkcii sme ako index pridali prave kvantové ¢islo /,
kedZe od neho zavisi, ako to z vyssie povedaného vyplyva. Na uplne konkrétne urcenie
radialnych funkcii samozrejme musime $pecifikovat konkrétny tvar potencialnej ener-
gie V(7). Vtedy zistime, Ze okrem kvantového ¢isla [ bude radialna funkcia zavisiet aj
od dalsieho kvantového ¢isla.

Vyssie je zdoraznené, Ze asymptotika (127) je len priblizna, v akomsi ramcovom
zmysle. O tom sa presved¢ime neskor na pripade atému vodika a budeme sa pripadne
moct zamysliet, preco vyssie ivahy o asymptotike v singularnych bodoch neboli cel-
kom doésledné.

Cela vlnova funkcia (104), kedZe méa mat aj pravdepodobnostnu interpretaciu, musi
byt normovana na 1, ¢o je vyjadrené rovnicou (118). A kedZze sférické harmonické
funkcie st tiez normované na 1 [pozri (93) pre [ = I', m = m/], tak na 1 musia byt
normované aj radialne vlnové funkcie:

/00 R¥(r) r*dr =1 (128)
0

To sme ekvivalentne vyjadrili uz aj podmienkou (120) pre funkciu x(r).
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5.2 Atdém vodika a jemu podobné iony

Toto je konkrétny priklad vseobecného sféricky symetrického silového pola alebo po-
tencialu.

Konkretizujme teda potencialnu energiu V' (7):

1 Ze?
deg T

V(r)= (129)

Za naboj jadra teda berieme hodnotu Ze; pripad Z = 1 by zodpovedal atému vodika,

pripad Z = 2 katiénu He™ atému hélia, kationu Li?>*, atd. Aby sme si usetrili pisanie,
zavedme si oznacenie [2]

¢’ = ¢

4me 0

(130)

5.2.1 Vlastné energie a vinové funkcie

Treba vyriesit rovnicu (116) pre zaporné energie, lebo tie zodpovedaju viazanym
stavom. Pre teraz aktualnu potencialnu energiu bude mat konstanta sz [pozri (126)]
vyjadrenie

— (-E) (131)

lebo V., = 0 [pozri (124)]. Konstanta s je rozmerovo prevratenou dizkou. Preto nam
posluzi na zadefinovanie vhodnej bezrozmernej vzdialenosti od jadra:

8
=)= - (152

Teraz prepiseme DR (116) pomocou bezrozmernej vzdialenosti p. Potom je vhodné na-
miesto funkcie y = x(r) pouZzivat nejaku inak znacend,'* nech je to y(p):

X(p) = x(r) (133)
Vyjadrime si
dy dxdp dx d*x 2 d*X
= === =2x= —= =dx—=
dr dpdr dp dr? dp?

1Zvytajne sa v podobnych pripadoch od iného oznagenia uptista. Striktne by vSak funkcia vyjadrené
pomocou inej premennej mala byt oznafena inak. Aspon teraz tu teda tak robime, aj ked inde nie.
To zavisi od okolnosti, kedy sa to hodi a naopak, kedy by iné oznacenie bolo len tplne zbyto¢nou
komplikaciou.

45



a dostavame DR (po predeleni konstantou 4 %)

>y [2mE L 2m ze” l(l+1)7] . 0
dp? = |h*4s2  R? 23 P2 B

Vyuzijeme vyjadrenie s podla (131), ¢im sa rovnica upravi na tvar

a2y 1 xZe” I(1+1) __—
dp? 4 FE 2p p? X
To nas motivuje zaviest este aj konstantu

Ze"

2F

= (134)

ktorej hodnota je kladna (lebo £ < 0) a ktora sa da pomocou (131) vyjadrit aj v tvare

mZ2%e*
S T (139

(Pozri aj [2], kde je tato konstanta uvedena pre Z = 1.) Tak kone¢ne dostavame kom-
paktna DR

__|_ N -
dp? 4 p p?

Podla vieobecného vysledku (127) s vyuzitim (115) uz vieme, ako vyzeraju jej riesenia
v singularnych bodoch:

. T =0 P p =0
x(r) = X(p) S N (137)
e, r—oo e P p— oo

d?y {1 Ié] Z(H_D}X:O (136)

Samozrejme, chceme najst tvar rieSenia aj inde, nielen v tychto krajnych bodoch. Takze
ho mézeme hladat v tvare

X(p) = pe " u(p) (138)

kde v(p) je neznama funkcia, ktort bude treba najst. Dosadme tento Ansatz do DR (136).
Po dost zdlhavych, ale jednoduchych tpravach dostaneme diferencialnu rovnicu pre

v(p):

d?v dv

+[2(l+1)—p]dp+(ﬁ—l—1)v:0 (139)

15i ked vo viacerych pripadoch nie uplne presného, ale to nebude vadit
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¢o uz nie je singularna DR. Jej riesenie hladame v tvare mocninového radu

v(p) = crp” (140)
k=0

Z toho vyplyvaju vyjadrenia derivacii:

:ikckpk_l, v ik‘ k—1)cpp™™
k=1 k=2

Ked toto vsetko dosadime to poslednej DR, dostaneme

ik k—1)epp™™ 2(l+1) — chkpkl l—l)ickpk:()
k=2 k=0

Tuto rovnicu si teraz prepiseme do tvaru

[ nie¢o;, | pF =0

NE

il

0

To sa podari, ked vhodne popostivame sumacné indexy. Vysledna rovnica bude
S AewnlkE+ 1) +20+D)E+1D] -k +1+1-8)}p =0 (141)
k=0

Kedze to ma platit pre kazdé (nezaporné) p, koeficient nasobiaci vyraz p* musi byt
nulovy pre kazdy index k. Z tohoto zistenia dostavame rekurentny vzorec

kriv1-p
(k+1)2l+2+Fk) "

Cht1 = (142)

Nasli sme teda sposob, ako dotiahnut riesenie DR (139), a tym aj celého problému
atomu vodika, do uspesného konca. Ale bude toto rieSenie automaticky fyzikalne? Naj-
dené koeficienty ¢, treba dosadit do radu (140). Podme preskimat, ¢i s takto uréenym
v(p) bude radidlna vlnova funkcia pre p — oo klesat k nule ako ma. Pre ten ucel sa
najprv pozrime, ako rad (140) konverguje.

AL [k 00] = —
Ck
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Vieme, Ze takyto pomer je aj pri exponencialnej funkcii e”:

o0

1 b 1

p_ — Lk Zk+l S

e Z 1 Pt = b [k — o0 ’
by

To znamena, Ze pri velkych p sa bude funkcia v(p) spravat ako exponencialna:
v(p) x e’ pre p — 0o

Teraz sa pozrime na Ansatz (138). Vidime, Ze pre prave preskiimané v(p) bude

X(p) o< p'tre?” pre p — o0

teda diverguje. Najdené rieSenie je teda nefyzikalne. Nadej v najdenie fyzikalneho rie-
Senia vsak ozije, ked si uvedomime toto: ak je koeficient ¢ pri istom % nulovy, tak
potom podla rekurentného vzorca (142) su aj vSetky vyssie koeficienty nulové. Z ne-
kone¢ného radu (140) sa tym stane polyndém a bude teda vy¢islitelny aj pre akékolvek
velké p (¢ize bude konvergovat). Ozna¢me jeho stupen n,. Vyskasajme asymptotiku:

lim ¥(p) = lim p" e 2u(p)  lim ple?/2pm =0
p—r00 p—r00 pP—r00

Takze takéto rieSenie je fyzikalne. Chceme teda, aby
Cni1=0, ¢, #0 (143)
Z rekurentného vzorca (142) pouzitého pre k = n, potom vyplyva, ze
B=n,+1+1 (144)

Pozric na definiciu konstanty 5 [formula (134)] uZ teraz vidime, Ze vlastna energia
E bude zavisiet od indexov, takze bude kvantovana. Neskor to upresnime. Ako tiez
vidime, 8 nam vyslo ako prirodzené ¢islo, pretoze [ je nezaporné celé a stupen poly-
nému

n. €{0,1,2,...}

Preto mame dobrd motivaciu preznacit J radSej na n:

B=n €N (145)
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Uz teraz mozeme pomocou (135) a (130) vyjadrit vlastné energie vodika alebo jemu
podobného i6nu'®:

m e? 2122
B =pe (H) g | MELES (147

Diskusiu tohoto vyrazu z hladiska prispevkov kinetickej a potencialnej energie sme
sice nepreberali, ale mozno si o tom nieco precitat napr. v Dodatku B.

Z vyssie vykonanej analyzy [pozri (144) a (145)] vyplyva, Ze istd hodnotu kvanto-
vého ¢isla n mdzeme dosiahnut viacerymi kombinaciami ¢isiel n, a [. Navzajom rdzne
n, znamenaju rézne stupne polyndémov, a teda urcite navzajom rozne vlastné funkcie.
Takisto zasa rézne [ znamenaji rozne gulové funkcie, a teda tiez rozne vlastné fun-
kcie. Inymi slovami, vlastna energia £, bude degenerovana (az na pripad n = 1, ako
uvidime). Mame teda previazanie indexov

n=n.+l+1, n.,1€{0,1,2,...} (148)

Cize (a pre uplnost pridame aj kvantové ¢islo m, ktoré netreba popliest s takisto zna-
¢enou hmotnostou)

ne{l,2,3,...}, 1€{0,1,....n—1}, me{-l, —-1+1,...,1} (149)

’nr:n—l—l‘

Teraz zosumarizujme, ¢o zatial vieme o vlastnych vlnovych funkcii a podme tieto
funkcie konkrétne vyjadrit. Uz v Casti o vSeobecnej sféricky symetrickej potencial-
nej energii sme zistili, Ze radialna vlnova funkcia bude zavisiet od kvantového ¢isla /;
pozri (127). V tomto odseku sme zistili, Ze bude zavisiet aj od kvantového ¢isla n. Preto
budeme pisat R(r) = R, (r). Aby sme sa nestratili v postupnosti rdznych substitu-
cii a krokov, najprv si pripomenieme a prebehneme postupné vyjadrenia (104), (115),
(132), (133), (138), (140), (142), (148) smerujice k najdeniu matematického vyjadrenia
vlnovej funkcie. Poskladanim prislusnych formul dostavame

wnlm(ﬁ 197 @) = Rnl<7n)yim(197 90) (150)

16 ’ ’ . 7 . _ _ _ 1 _ . /2 .
V Hartreeho atdmovych jednotkach jee = m =h = Treg = 1. Vnichtedae'” =1 a

Z2 122 VA Z
Y E,=—-21l, n=1,2,3,..., =2 —922 146
p 2F° ' 2 n? " o n P n' (146)

¢o su Casto praktickejsie a lahS$ie zapamatatelné vyjadrenia; cf. aj (151).
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Index n nazyvame hlavné kvantové ¢islo; urcuje energiu vlastného stavu. Index [ nazy-
vame orbitalne kvantové Cislo; urcuje velkost momentu hybnosti. Index m nazyvame
magnetické kvantové Cislo; urCuje priemet momentu hybnosti na os z (teda z-ova
zlozku). Skalovacia konstanta s definovana formulou (131) zavisi od vlastnej energie,
¢o sa da previest na zavislost od hlavného kvantového cisla:

2
me'= 7

== 2] 131

Radialna funkcia bude vyjadrena takto:

~ 1 i
Ry(r) = _xir) = 250, —X;p) = 2%n;/)l“e’”/2v(p) = 2 ple ™y ot
k=0

Ry(r) = 23¢,e7°/* Z cpp'tF (152)
=0

Z vyssie uvedeného vykladu vyplyva, ze radialne funkcie R,,(r), a samozrejme aj po-
mocné radidlne funkcie x(r) a X(p) je mozné uréit ako redlne.

Degeneracia hladin. Z formul (147), (149) a (150) je vidiet, Ze hladina n = 2 je 4-
nasobne degenerovana'’ Vseobecne, n-ta hladina je n? krat degenerovani, ¢ize ener-
getickej hladine £, prislicha n? navzajom linearne nezavislych vlastnych funkcii. (Ten
pocet n? nie je fazké spocitat, treba sa nad tym len zamyslief a vediet s¢itaf aritme-
tickd postupnost.) Vidime aj, skade pochadza tato degeneracia: ¢ast z nej pochadza zo
sférickych harmonickych funkcii ¥;", kde pre kazdé [ mame 2/ + 1 réznych hodnét m.
Tato degeneracia suvisi so sférickou symetriou daného problému [2, 3]. Druha cast de-
generacie pochadza z radialnej casti rieSenia, pretoze pre jedno hlavné kvantové ¢islo
n mame n réznych velkosti momentu hybnosti, teda n réznych indexov .

5.2.2 Vypocty radialnych vlnovych funkcii

Radialne vlnové funkcie sme uz v principe vyjadrenim (152) a rekurentnym vztahom
(142) nasli. Z viacerych dévodov to este nie je kone¢né vyjadrenie. Napr. sme este ne-
nasli koeficienty cj; vieme len, Ze pre ne bude treba pouzit ten rekurentny vztah a urcite

7Pritom teraz neberieme do tivahy spinovi degeneraciu. Hovorime len o vlastnych hodnotach a fun-
keciach hamiltonianu (101) s potencidlnou energiou (129).
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aj normovaciu podmienku. Tieto vypocty ideme teraz (na cviceni) spravit. Kvoli tomu
ucelu si najprv vo vhodnej forme spiseme vsetky potrebné formuly a veli¢iny.

Pomocné konstanta s, [pozri (151)] ma rozmer prevratenej dlzky. Preto je velmi
vhodné vyjadrit ju pomocou prvého Bohrovho polomeru ap atébmu vodika,

o h247T50

me?

ag =0,5291772083 .10 m (153)
alebo, tu este vhodnejsie, pomocou zovseobecneného prvého Bohrovho polomeru a,
ktory charakterizuje vodiku podobny i6n so Z protéonmi:

as

Ay = 7 (154)

Spominana konstanta s, ma potom vyjadrenie

1

kde sme zvyraznili, Ze zavisi aj od proténového ¢isla Z. Dalsie formuly, ktoré budeme
potrebovat, su
p = 23,7 (156)

Xni(P) = X (1) = 7 Ru(r) (157)

Radialne funkcie budeme hladat na priestore realnych funkcii; uz sme zistili, Ze sa to
da. Normovaciu podmienka, konkrétne napr. pre funkciu x,,;(p), vyjadrime podla (120)
rovnicou

— dp=1 158
2 |, Xn(p)dp (158)

ktora je pre vyuzitie normovania na vypocet koeficientov asi najpraktickejsia. Budeme
potrebovat aj rekurentny vztah (142), ktory teraz uz napiSeme pomocou n namiesto [3:

E+1+1-n
= 159
Chk+1 K+ 12 +2+k) Ck (159)

Nasledujice vypocty koeficientov ¢, teda spravime pomocou funkeii X,,; (p). Podla (157)
(156) a (152) teda este zapiSeme

)an(p) _ 6_’0/2 Z Ckpl+k+1 (160)
k=0
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Vlnova funkcia pre n = 1. Podla (149) musi teraz byt [ = n, = 0. Tak dostavame
X = pe~P/?cy. Pouzitim normovacej podmienky dostaneme ¢y = /¢;. Pritom si v3im-

neme, ze sa oplati spocitat si integraly tvaru
o
I, = / e " dx = n!
0

Dostavame vysledok

1 3/2
Rw(?”) = <—) 2 eiT/aZ

az

Vlnova funkcia pre n = 2,1 = 0. V tomto pripade n, = 1, a teda

¢2,0,0 (Tv 197 90> = %0(197 90) 2%2 6—p/2 (CO + clp)

pricom podla (142) ¢; = —c/2 atd. (Spravené na cviceni.)

VInové funkcie pre n = 2,1 = 1. V tomto pripade n, = 0, a teda
Uaam(r,0,0) = Y{"(0,0) 2sse " co p

atd. (Spravené na cviceni.)

sv v

(161)

(162)

(163)

(164)

(Toto samozrejme zahfia aj samotny atom vodika ako konkrétny pripad s protéonovym
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¢islom Z = 1))

1\3/2
Ryo(r) = (;) 2e77/0z (165a)
1 3/2 r
R20(T) = (E) (2 — E) 677"/(20,2) (165b)
1 3/2 r
R N —r/(2az) 165
o= () () e
1\%? 2r 2 ()2
R = — 21— —4+ = — —r/(3az) 165d
s0(r) (3az> [ 3a, 27 (az) ] ‘ (165d)
1 3/2 4 1 r r
R =(— V2 [1=-2—) —¢7/Baz) 165
51(r) (?W) AL ( ; az) ol (165¢)

1 3/2 ) 9 2
Rsy(r) = (—) - (i) e T/ (Baz) (165f)

6 Priblizné metddy rieSenia bezcasovej Schrodingerovej
rovnice pre viazané stavy
Ulohou teda je riesit problém [1]

Huy (7) = Epun(F) (166)
kde H je casovo nezavisly hamiltonian sustavy. Jeho vlastné funkcie tentoraz znacime
un (7). Pre jednoduchost zapisu sa obmedzujeme na jednocasticovi sustavu, ale princip
metody sa da priamo zovseobecnif aj na mnohocasticové sustavy.

6.1 Variacna metoda
Definicia 7: Funkciu f(7) nazyvame kvadraticky integrovatelnou, ak

TGRS

(Integruje sa cez cely priestor.) Inymi slovami, ide o normovatelné funkcie.
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Veta 8 (variacny princip): Nech H je hermitovsky operdtor s diskrétnym spek-
trom, ktorého najnizsia vlastna hodnota je L. Nech viastné funkcie ope-
ratora H tvoria tiplny ortonormovany systém. Potom pre lubovolni kvad-
raticky integrovatelnt funkciu f(7) plati

JERGLIGES .
[ros |

Dokaz: Vlastné funkcie a hodnoty operatora H budeme v stlade s (166) oznacovat
un(7) a E,. Predpokladana #plnost stustavy funkcii u,(7) inymi slovami znamena,
ze TubovoInu funkciu moézeme vyjadrit ako ich linearnu kombinaciu. Presne tak to
spravime s funkciou f(7): rozvinieme ju podla sistavy vlastnych funkcii operatora H.
Konvenc¢ne budeme vlastné stavy a hodnoty indexovat tak, aby zacinali od indexu n =
0 (najnizsia vlastna hodnota) a aby Fy < F; < F, < ... . Jednotlivé vlastné hodnoty
mozu byt aj degenerované, teda niektoré moézu byt medzi sebou rovné. Uvazovany
rozvoj bude

(167)

[e.o]

FF) = can(F) (168)

n=0

Vo vete predpokladana ortonormovanost vlastnych funkcii operatora H sa vyjadri
takto:

/ o (F)un (F) d*r = G (169)

Podobne sa da rozvinat

/f*(F)ﬁf(F) d*r = i ic;cn/dr?’ u® (F)Huy, (F) = [pozri (166)] =
/
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Hned moézZeme napisat vysledok aj pre menovatela varia¢ného principu (167):

Je zrejmé, ze

Kazdu z tychto nerovnosti vynasobime prislusnym |c,|*. Tieto nerovnice potom sé¢i-

tame. Tak dostaneme
o [ee)
EO Z |Cn|2 S Z En|cn|2
n=0 n=0

/f V(7
/f

Poznamka: Ak by sme sa zaujimali o to, ako by sa dali (aspon formalne) vypocitat ko-
eficienty c¢,, v prave dokonc¢enom dokaze, tak by sme zobrali rovnicu (168), prenasobili
by sme ju funkciou u}, () a preintegrovali. Vyuzijic ortonormovanost (169) by sme
dostali vyjadrenie

¢o bolo treba dokézat.

Takymto postupom sa v kvantovej fyzike a najma pri studiu elektronovej struktary
koeficienty vyjadruju velmi casto.

Ako pomocou varia¢ného principu (167) najdeme vlastné funkcie a hodnoty? Ten
princip samotny neposkytuje ziaden vysledok pre tieto funkcie ¢i hodnoty. M6zeme
v8ak skonstruovat pokusnu funkciu f(7, a1, as, ..., ) = f(7, a), v ktorej o = (ay,
Qg, ..., a,) su nejaké parametre. Tuto funkciu dosadime do lavej strany varia¢ného
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principu (167), ¢im dostaneme nejakud funkciu /' zavisla od zvolenych parametrov:
[ rEaisEa) @
[ rasEa e

= F(ay,..., o) (170)

Néajdeme, pre aké hodnoty parametrov a;; mé funkcia /" globalne minimum. Nech st
to &y, . .., &,. Takto sa ndm pre navrhnuty tvar pokusnej funkcie f podarilo ¢o najviac

svve

F, aka sa nam podarilo najst, prehlasime za priblizni hodnotu energie zakladného
stavu. Je to horny odhad pre presnu energiu. Prislusnt pokusnu funkciu (s optimalnymi
hodnotami parametrov) prehlasime za pribliznu vlastnt funkciu zdkladného stavu.

Aj ked sa vyssie uvedena metdda mdze zdat dost hruba, pri vhodne zvolenej po-
kusnej funkcii a dostatocnom pocte parametrov mdze poskytnut vynikajiace vysledky.
KedZe presné riesenia problému (166) zvycajne nevieme najst (az na niekolko malo
pripadov, ako napr. atém vodika), musime pouzivat priblizné metody riesenia. Prave
varia¢na metdda sa vyuziva velmi casto, o com budeme hovorit neskor.

svvs

stavov sustavy (teda tych, co maja vlastné energie vacsie nez £). Ukazeme si to pre
pripad, ked je zakladny stav nedegenerovany (co je Casta situacia).

Veta 9: Nech H je operator ako vo vete 8 a nech navyse jeho najnizsia hla-
dina Fy (zakladny stav) je nedegenerovana a prislicha jej viastna fun-
kcia ug(7'). Nech g(r) je kvadraticky integrovatelna funkcia ortogonalna
ku uo(7). Potom plati

/ g () Hg(7) d¥r
> B (a7)
/ g (7)g(7) &

kde E je energia prvej vzbudenej hladiny (méze byt aj degenerovana).

Dokaz: Podobne ako v predoslej vete, aj teraz uvazovanu funkciu rozvinieme do radu
podla vlastnych funkcii operatora H:

g9(7) = Z CnUn (T°)
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Tentoraz sme vsak z linearnej kombinacie vynechali vlastna funkciu uo(7) najnizse;
hladiny, pretoze podla predpokladu ma byt ¢(7) ku uo(7") ortogonalna. (Lahko sa da
explicitne presvedcit, ze keby sme do sumy zahrnuli aj ¢len cyug(7), tak by uz ortogo-
nalnost

/g*(F) uo(7) d*r =0

neplatila.) Dalej postupujeme podobne ako v predoslom dékaze, ale s tym rozdielom,
Ze zapiSme postupnost (neostrych) nerovnosti

Ey<E, pren>1

a sCitavanie uplatnime tiez aZ od indexu 1. Tak prideme k nerovnosti (171) vo Vete 9,
ktoru sme mali dokazat.

Veta 9 uplatnena na Hamiltonov operator nam teda v principe umoznuje najst
horny odhad vlastnej energie prvej vzbudenej hladiny a priblizna vlnovu funkciu tejto
hladiny (ktora moéze byt aj degenerovana). K tomuto vypoctu, podobne ako vo Vete
8, potrebujeme optimalizovat skusobnu funkciu. Tato funkciu podla Vety 9 konstru-
ujeme tak, aby bola ortogonalna ku zakladnému stavu. Po zoptimalizovani bude sku-
$obna funkcia pribliznou vlastnou vlnovou funkciou prvého vzbudeného stavu. Este
pred vypoctom vzbudeného stavu teda — aspon v principe — potrebujme mat urcent
vlnova funkciu zdkladného stavu (napr. variaénym vypoctom na zaklade Vety 8). Kedze
vlnovu funkciu zakladného stavu pozname zvycajne len priblizne, vypocet excitova-
ného stavu takto na zaklade znalosti priblizného vlastného stavu bude vo vseobecnosti
menej presny nez vypocet zakladného stavu. A da sa vidiet, Ze podobne by sme mohli
hladat vyssie a vyssie hladiny (ale coraz menej presne).

Konkrétna realizacia variacnej metddy vsak byva taka, zZe pocitame zakladny stav
a aj isty pocet vzbudenych stavov naraz, a to pomocou hladania celej sustavy vlastnych
vektorov a hodno6t matice (povieme si o tom v Casti 6.1.1). Vtedy vieme dosiahnut, Ze
presnost urcenia vzbudenych stavov bude pre dany hamiltonian podobna, ako presnost
urcenia zékladného stavu (a zaroven taka, aku je pouzitd numericka diagonalizacna
metdda schopna dosiahnut). Ako sa vsak este neskor naucime, pri hladani vzbudenych
stavov viacelektronovych atomov ¢i molekul nardzame aj na principialne iné tazkosti,
a najma tie buda zhorsovat presnost vysledkov.

Ani degeneracia ktorejkolvek z hladin nie je prekazkou na uplatnenie variac-
ného principu. Vetu 9 sme formulovali pre pripad nedegenerovaného zakladného stavu
iba kvéli stru¢nosti a vacsej zrozumitelnosti.

Vo Vetach 8 a 9 sme predpokladali, Ze spektrum operatora H je diskrétne a ze pri-
slusné vlastné funkcie tvoria Gplnu ststavu funkcii. Ani tato (absolatna) dplnost vsak
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nie je nutna; ak chceme variacnou metoédou najst vlnové funkcie a energie zodpoveda-
juce diskrétnej Casti spektra (teda viazané stavy, ¢ize priestorovo lokalizované a obme-
dzené vlastné funkcie), tak staci, aby stistava funkeii w,, () umoznila do radu (168) roz-
vinuat lubovolnu priestorovo lokalizovant funkciu f(7), lebo int ani nechceme néjst.

Vety 8 a 9 nam ukazuju, ze bezcasova SchR sa da chapat ako ekvivalenta variac-
nému principu. Je to nielen dolezity teoreticky poznatok, ale dava nam pre praktické
vypocty istotu, ze pri vypocte energie nemdzeme ,podstrelit®.

6.1.1 Casto pouzivana verzia variaénej metody'®

Pokusna vlnova funkcia sa najcastejsie (najma pri numerickych vypoctoch na po-
¢itacoch) hlada v tvare

f(Fa) = Z o [i(T°) (172)
i=1

kde f;(7) st nejaké zname funkcie. Na lavej strane sme pouzili zostruénené znacenie
zoznamu varia¢nych parametrov: o = (aq, as, . . ., @,). Ak nejaku (zvyéajne neznamu)
funkciu rozvijame do radu podla nejakého radu funkcii, tito postupnost funkecii [teraz
st to f;(7)] nazyvame bazovymi funkciami, alebo stru¢ne bdzou. Mali by sme teraz mi-
nimalizovat funkciu F'(«) definovand podielom (170), ¢iZze najst optimalne parametre
&, pri ktorych funkcia F'(«) ma minimalnu hodnotu. Dosadenim za f (7 o) dostaneme

*
E E a; Hij Olj
i g

F(a) = Z Z i Seal (173)
g
kde
Hy = [ 0 B0 & (1749)
Sy = [ RE5E e (175)

H;; st maticové elementy hamiltonidnu v danej baze. S;; s prekryvové integraly, teda
skalarne stuciny. Bazové funkcie f; teda ani nemusia byt normované na 1, dokonca ani
nemusia byt navzajom ortogonalne. (Ak su, tym jednoduchsie sa s nimi pocita, sa-
mozrejme.) KedZe sme v kvantovej mechanike, tak funkcia f(7, &) ma byt (po najdeni

8Nezvycajny ale vcelku vhodny nadpis prevzaty z prednéasok [1].
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optimalnych parametrov) vinovou funkciou elektréonu, popr. inej castice. Z toho do-
vodu moézeme uz teraz pozadovat jej normovanie na jednotku:

[ rEasEa @ = (176)
Menovatel zlomku (173) ma preto pri spravnej funkcii f(7; ) byt 1:

Z ZO&? Sij Q; = 1 (177)
J

7

Pri minimalizovani funkcie F'(«) vsak pokusnu funkciu f(7, ) rézne (napr. aj na-
hodne) menime. Tieto zmeny by vo vSeobecnosti viedli k poruseniu podmienky (176).
Preto, ak by sme chceli F'(«) [dant formulou (173)] priamo¢iaro minimalizovat, mu-
seli by sme v nej naozaj uvazovat a pisat aj menovatel."” Tomu sa v§ak chceme vyhnut,
lebo by to bolo nepraktické. Chceme radsej minimalizovat zjednodusenu funkciu

p p
Fiitater(@0) = Z Z a; Hij o (178)

i=1 j=1

pri zachovani podmienky (177). Tento matematicky problém sa rie$i pomocou Lagran-
geovho multiplikatora (LM):** vyrobime novu funkciu

p
F(Oé, )\) = Féitatel’(a> + A (1 - Z Oé;f< Sij Oéj) (179)

ij=1

Lagrangeovym multiplikatorom sa nazyva zatial neznama konstanta \. Extrémy fun-
kcie F'(a, A) sa hladaju jej parcidlnym derivovanim podla jednotlivych premennych,
ktorymi st (vo vSeobecnosti) komplexné parametre o;. Je to p komplexnych premen-
nych, teda 2p redlnych premennych. RozloZime si kazdé «; na realnu a imaginarnu

cast: o;j = X, + 1Yj. To znamena, Ze dostdvame takéto rovnice (nutné podmienky

extrému):

OF OF OF OF OF OF

=0, =0, =0, —=0, ......... : =0, 5=

0X, oY, 0X, 0Y, 0X, Y,
(180)

YTen menovatel koriguje pripadni nespravnu normovanost funkcie f (7, ) a zabezpetuje, Ze energia
je pocitana akoby zo spravne normovanej funkcie.
2eho princip je pekne geometricky vysvetleny napr. v [2].
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V kratkom Dodatku C je ukazané, ze tato sustava 2p rovnic je ekvivalentna sustave 2p
rovnic

OF OF OF

— =0 — =0, ... — =0 181
8061 ’ 8062 ’ ’ 8% ( a)
OF OF oF

=0 =0, ... =0 181b
daj ’ Do ’ ’ da, (181b)

v ktorych su pouzité parcialne derivéacie podla komplexnych premennych «a; a o}. Mi-
nimalizovanu funkciu zapiseme formulou

p
= A+ ) aj (Hy—ASy)a, (182)

ij=1

Za varia¢ny parameter by sme mohli povazovat aj A\. Tym by pribudla este jedna rov-
nica s parcialnym derivovanim, ale ti neda ziadnu novu informaciu. Preto v (182) v lite-
ratdre [2] ten prvy ¢len (samostatny LM) ani nepi$u. Prevedenim derivacii a zaznaciac,
Ze maju byt nulové, dostavame

nechje
aak Za Hi, — ASip) 2" 0 (183a)
OF & nech
e = (Hij — ASij) ;" =" 0 (183b)
ke{l,2,...p}

Tie “=* 0 rovnice s dve ststavy, z ktorych kazda ma p algebraickych linearnych
homogénnych rovnic o p neznamych (o alebo ;). Je vhodné si vyjadrit tieto rovnice
v explicitnych maticovych tvaroch, a to tak, ze ¢leny s A prenesieme na pravé strany.
Napr. druha ¢ast sastavy (183) sa da zapisat takto:

H11 H12 ...... Hlp (03] SH 512 ...... Slp (03]
Hgl H22 ...... ng (6D) — )\ 521 522 ...... Sgp (6)
le Hp2 ...... pr ap Spl Sp2 ...... Spp ap

Doporucuje sa zapisat si aj prvu ¢ast a potom prist na to, Ze jej komplexnym zdruze-
nim?' dostaneme takmer taku istt rovnicu ako (184); lisit sa bude len tym, Ze v nej bude

?1Pri tom je potrebné vediet, ze H}; = Hj,; a obdobne pre S;x. To vyplyva z Vety 2 [pozri (12) a (174)].
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A* namiesto A. Z toho ale vyplynie (ak to nie je vidiet, treba si naozaj obe tie sistavy
zapisat), ze \* = )\, a ze teda LM \ je redlny.*

Rovnica (184) je svojou formou bez¢asovou SchR v maticovom vyjadreni pomo-
cou uvazovanej bazy funkcii f;(7); pozri (172). Z hladiska algebry je to zov§eobecnena
rovnica® pre vlastné hodnoty ) a vlastné vektory zapisané stipcovo pomocou &isiel
«;. (Obyc¢ajny, teda nezovseobecneny problém by to bol, keby tam nebola matica S,
alebo, ekvivalentne, keby bola jednotkova.) Lagrangeov multiplikator A po optima-
lizicii nadobuda vyznam pribliznej vlastnej energie.** Presna by bola, ak by sme
pouzili uplnua bazu, ¢o by vsak typicky znamenalo nekoneény pocet bazovych funkeii,
a teda numericky neriesitelny problém. V praxi vsak casto aj kone¢ny pocet p staci na
dosiahnutie vysoko presnych vysledkov.

Matica H na lavej strane rovnice (184) je vyjadrenim hamiltonianu H v uvazova-
nej baze; casto pouzivame aj pojem maticova reprezentacia hamiltonianu (v danej baze).
Vypocet vlastnych hodnot a vektorov matice nazyvame diagonalizdcia matice.> Ma-
tica S sa nazyva prekryvova matica, alebo aj matica prekryvov, lebo vyjadruje, ¢i
su bazové funkcie ku sebe ortogonalne, alebo ¢i maji medzi sebou nejaky nenulovy
prekryv.

Prenesenim vsetkych ¢lenov v (184) na lava stranu, teda tak, ako boli v (183b),
vznikne rovnica tvaru matica krat vektor = nulovy vektor. Nenulové rieSenie prislusnej
sustavy moze existovat, len ak je determinant prislusnej matice nulovy:

Hll — )\511 H12 — )\512 ...... Hlp — )\Slp
H21 — )\521 H22 — )\SQQ ...... ng — )\Sgp - (185)
Hy — ASy Hpp—ASp ... H,, — AS,,

*2Vgimnime si, Ze aj samotné F'(«) je napr. podla (170) realne, ¢o nie je to prekvapujtce, kedze v ¢i-
tateli je stredn& hodnota hermitovského operatora. A teraz je uz jasné, Ze redlne je aj F'(a, \).

20 zovseobecnenom probléme vlastnych hodnét a vektorov sme sa uéili na predmete Poéitacova
fyzika. Mali sme ho formulovany zapisom A -z = AB - . Ak matica B nie je singularna, tak tato ulohu
mozno previest na (B~! - A) - & = Az, ¢iZe na beznti Glohu najst vlastné vektory a hodnoty matice
B! A

24Uplne jasne by to malo byt viditelné v pripade, ked pouzijeme ortonormovant bazu, ¢ize ked
Sij = 0i;. LM vSak (po optimalizacii) ma vyznam pribliznej vlastnej energii i v pripade, ked matica
S nie je jednotkova; treba si totiz uvedomit, Ze ku rovnici (184) sme mohli prist aj bez pouzitia va-
ria¢ného principu takto: (i) Za¢neme zo SchR Hy = \ip, &m definujeme, Ze toto A je vlastna energia.
(ii) ¢ vyjadrime ako lineArnu kombinaciu bazovych funkeii f;(7) a dosadime do SchR. (iii) Zlava vy-
nasobime f;! a preintegrujeme. (iv) Vzniknutd sustavu zapiSeme maticovo. Bude mat tvar (184), teda
presne taky, aky by vyplynul aj z variacného principu. Takze aj v rovniciach vyplyvajucich z variac-
ného principu musi A mat vyznam pribliznej vlastnej energie.

»Matematicky sa tento vypocet da vyjadrit aj ako maticova operacia, ktorej vysledkom, ¢o sa tyka
hamiltonianu, bude jeho transformacia na diagonalnu maticu diag(A1, A2, ..., Ap).
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To je algebraicka rovnica p-teho radu, nazyvana aj charakteristicka rovnica ku prislus-
nej Stvorcovej matici, alebo aj sekuldarna rovnica a ma teda vo vseobecnosti p réznych
korenov A,

AL Az A (186)

(z ktorych niektoré mozu byt vzajomne rovnaké). Ku kazdému A potom najdeme sabor
nych hodnét A\, A\a, ..., A, je pribliznou vlastnou energiou zakladného stavu daného
hamiltonianu. Vyssie vlastné hodnoty zodpovedaju pribliznym vlastnym energiam vzbu
denych stavov.

Ku rovnici (184) sme mohli prist aj bez pouzitia variatného principu, ako to bolo
vysvetlené v poznamke 24 pod ¢iarou. Naco nam teda bol variacny princip? Ten nas
okrem iného uistuje, Ze pri hladani energie nemézeme ,podstrelit”. Pozri aj pozndmku
nad napisom tejto Casti (6.1.1).

6.2 Poruchova metdoda

Poruchovou metddou sa aj kvoli nedostatku ¢asu nebudeme zaoberat. V kvantovej
fyzike je to vo vSeobecnosti mimoriadne dolezita metdda. Pouziva sa napr. na popis
atomov a molekul vlozenych do vonkajsieho elektrického alebo magnetického pola
za predpokladu, ze dané vonkajsie pole predstavuje slaby vplyv v porovnani s vply-
vom vnutorného pola atébmu ¢i molekuly. S poruchovou metddou sa v pripade zaujmu
mozete oboznamit napr. v knihe [2] alebo [3]. Pokrocilejsie formulacie poruchovej me-
tody (napr. poruchova metéda MP2 [7]) sa pouzivaju napr. aj v kvantovej chémii na
vypocty dolezitych vylepSeni vlastnych energii a funkcii ziskanych inymi metédami
(typicky Hartreeho-Fockovou metddou, ktora patri medzi variacné metdody).

7 Vlastny moment hybnosti a vlastny magneticky dipo-
lovy moment elektréonu

V tejto casti budeme hovorit o spine elektronu, ¢o je stru¢né oznacenie vlastného
alebo vnutorného momentu hybnosti elektronu.* Nebude to podrobné, lebo o spine by
ste uz nieco mali vediet z prednasky Kvantova mechanika. Bude to podobné hutné zhr-
nutie s dérazom na istd systematicnost alebo postupnost, aké sme spravili v kapitole 1
ohladom postulatov vlnovej kvantovej mechaniky. Vo vinovej QM sa pomocou vlnovej

%Spin v§ak mozu mat aj iné Castice.
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funkcie 1 (7) pojednava len o jednej kvantovomechanickej ¢astici, pricom jej spin ig-
norujeme. V podstate sa napln tejto kapitoly da charakterizovat tak, Ze ku predoslym
Styrom postuldtom este pridame piaty, ktorym postulujeme spin elektréonu a spdsob
jeho popisu.

7.1 Experimentalne fakty svedéiace o existencii spinu v kvantovej
mechanike

Najprv si pripomenme bezny moment hybnosti a bezny magneticky dipélovy mo-
ment zname aj zo zakladného kurzy fyziky: Ak nabita castica vykonava pohyb po kruz-
nici (alebo aj zlozitejsej sfucke), ma isty tomu prislachajiaci mechanicky (orbitalny) mo-
ment hybnosti (MH) (=Fxp. Tymto pohybom sa vytvara aj prislusny magneticky
dip6lovy moment (stru¢ne len magneticky moment, MM) o velkosti © = IS, kde S
je plocha slucky a I je prud tecuci takym myslenym zavitom. Ak ma castica naboj g
a hmotnost m, tak potom vztah medzi jej MM a orbitalnym MH je

i=17 (187)
2m

¢o sa da lahko odvodit [2].

Experimenty svedCia o tom, Ze elektron ma aj vlastny (vnitorny) moment hyb-
nosti a tomu prislachajuci vlastny ¢i vnutorny magneticky dipdlovy moment. Tieto
vnatorné momenty existuji bez ohladu na to, ¢i a ako sa elektron pohybuje v pries-
tore beznych stradnic (v ,orbitAlnom® priestore). Vlastny moment hybnosti ¢astice na-
zyvame spin. Spomenuté experimenty alebo javy svedciace o spine elektronu sa daju
zhrnit do niekolkych skupin [1], ktoré tu len stru¢ne vymenujeme:

1. Jemna Struktura spektralnych ¢iar
2. Sternov-Gerlachov pokus
3. Gyromagnetické javy: pokusy Einsteina a de Haasa

4. Magnetooptické javy: anomalny Zeemanov jav

Existenciu kvantového ¢isla spojeného s vnitornym stavom elektrénu postuloval v ro-
ku 1925 W. Pauli na zaklade studia atdbmovych spektier. Nebol to vsak on, kto zaviedol
pojem spin. V tom istom roku o trochu neskdr Kronig, Uhlenbeck a Goudsmit inter-
pretovali toto nové kvantové ¢islo ako prejav vlastného momentu hybnosti elektronu
a zaviedli pojem spin. Priemet tohoto MH na zvolent os méze podla hypotézy KUG
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nadobudat len dve hodnoty: 4/ /2. V experimentoch typu SG alebo EdH sa podarilo
zmeraf aj magneticky moment /i prisluchajici spinu a pomer medzi /i a spinovym
MH 5. Bolo zistené, ze [porovnaj so (187)]

5 q
Hs = —
Me

S, kde ¢ =—e, m.= hmotnost elektronu (188)

Tento (gyromagneticky) pomer je teda (v skuto¢nosti len priblizne) dvojnasobny oproti
gyromagnetickému pomeru pre mechanicky MH. Za ,zvolenu os“ zvycajne povazu-
jeme os z. Preto piSeme, Ze priemet spinu elektronu na os z je

el hh (189)
52 2' "2

Kedze v QM sa casto pouzivaju jednotky, v ktorych i = 1, tak potom hovorime, Ze
spin elektrénu nadobuda polo¢iselné hodnoty. Ked hovorime, Ze spin elektrénu je 1/2,
mame na mysli velkost priemetu jeho spinu v jednotkach A.

Vztah medzi MM a MH sa casto zapisuje aj pomocou Bohrovho magnetonu yip:

eh
Me
Potom pre mechanicky (orbitalny) moment mame
d 1 -
K= —gL s n 4 (191)
kde g = 1 je tzv. orbitalny g-faktor. Obdobne pre spinovy MH vyjadrime
_ 1
Hs = =9s s 7 5 (192)

kde gs ~ 2 je spinovy g-faktor.

Teoériu a lepsie pochopenie spinu v ramci QM vypracoval v r. 1927 Pauli. Zatial
¢o do standardnej QM bolo treba spin zaviest postulovanim na zaklade experimental-
nych faktov (k comu teda aj Pauli vyrazne prispel - znama je najmi Pauliho rovnica
z 1. 1927), v relativistickej QM vypracovanej Diracom v r. 1928 vyplyva spin priamo
z tedrie. Spin sa neda uspokojivo interpretovat ako otacanie sa castice okolo jej vlastnej
osi.
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7.2 Vlastné hodnoty a vektory spinovych operatorov

V casti (4.5) sme hovorili o teoretickom popise MH a postulovali sme, ze hocijaky
moment hybnosti v QM bude definovany tak, Ze prislusné operatory musia spliiat ko-
mutacné vztahy (49). Z toho ndm vysli vlastné hodnoty operatorov MH podla rov-
nic (68) a tiez to, ze hodnoty kvantového ¢isla j mdzu byt len nezaporné celé alebo
polocelé. Vyslo nam aj to, ze ak pre nejaky QM systém je maximalna velkost priemetu
jeho MH do osi 2 jh, tak pocet réznych priemetov je 25 + 1. Cely postup v tej Casti sa
vsak dal chapat aj ¢isto matematicky. Pre celociselné j sme vsak uz vtedy videli aj jeho
fyzikalnu realizaciu: mechanicky (teda orbitalny) moment hybnosti v QM. Pre pripady
polociselného j sme vsak vtedy este ziadnu fyzikalnu realizaciu nepoznali. Teraz, ked
vieme, Ze spinovy MH existuje a nadobuida dve hodnoty priemetu, a to polociselné,
zaciname vidiet, Ze matematicka tedria z Casti (4.5) sa nam vynikajico hodi na opis
spinu elektronu. Sta¢i zobrat j = 1/2 = s. Rovnice (68) konkretizované na pripad
spinu elektronu (a s vypisanim aj konstanty /) teda buda

1 3,01
§:ms> - Zh §7ms>
1 1
o0 Ms = msh o Ms
ym) = mhlpm)
c 1 +1
ms T o Ty
2" 2

Tymito rovnicami st definované aj znacenia. Pre spin jedného elektréonu budeme na-
miesto vSeobecnejsie pouzivaného symbolu j pouzivat s = 1/2. Hovorime, ze:

(193)

1 :
ms = —1—5 ...... spin hore
1 .
Ms=—5 ----.. spin dole

Existuju teda len dva rézne linedrne nezavislé spolo¢né vlastné vektory operatorov 5>

a 5,. Su to vektory
! + ! ! L (194)
27 2/ |27 2

v e . « . «
oznacujuce ,spin hore" a ,spin dole".
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7.3 Pauliho matice

V kvantovej mechanike sa casto ukazuje praktické pouzivat maticovy formalizmus.
V nom namiesto oznaceni (194) pouzivame dvojkomponentné stlpcové vektory:

1 1 . 1
N

1 1 - 0
D eee()

Ide o istu konkrétnu reprezentaciu vektorov (194). Potom je prirodzené ocakavat, Ze
operatory 52 a §. vystupujuce v rovniciach (193) budti mat tieZ nejaka konkrétnu re-
prezentaciu (vyjadrenie), a to pomocou matic 2 X 2. A samozrejme, Ze nejakd maticova
reprezentaciu budi mat aj operatory s, a 5,,. Maticové vyjadrenia operatorov s,, 5, a 5,
si oznacime s,, s,, s.. Ak si tieto maticové vyjadrenia zapiSeme (aspon symbolicky),
tak je uz lahké skonstruovat maticové vyjadrenie operatora 52:

S =s2+s +5 (196)
Na tieto matice mame takéto poziadavky:

1. Musia byt 2 x 2 (¢o sme uz povedali).
2. Musia byt hermitovské (lebo nimi reprezentujeme hermitovské operatory).

3. (Spolo¢né) vlastné vektory matic s> a s, musia byt stipcové vektory ¥, a Y_ defi-
nované zapismi (195a), (195b).

4. Musia splnaf komutaéné vztahy (49) veobecne platné pre operatory MH.

Explicitnym vypoctom sa da presvedcit, ze tieto podmienky st splnené takymito ma-
ticami:
h h h
= =50y, =350 (197)

kde o, 0, 0. su Pauliho matice:

JJC:(?%}), ay:<?_oi), 02:((1)_01) (198)

RozlozZenie prvkov tychto matic je s¢asti urcené aj tym, ako sme si zadefinovali poradie
bazovych vektorov. To byva konvencéne také, ako v (194), teda prvy je vektor s kladnym
spinom, druhy so zapornym. Samotné Pauliho matice spliiaji komuta¢né vztahy

(04, 0,] = 2i0, acyklicky dalsie. (199)
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O algebre Pauliho matic sa mozno podrobnejsie docitat napr. v knihach [2, 3]. Plati
napr.

‘7320:0;:‘73:((1) (1)> (200)

s = %fﬂ ( (1) ? ) (201)

a potom dostavame

[Pozri aj horna rovnica v (193).]

7.4 Vlnova funkcia ¢astice so spinom 1/2

V postulate ¢. 1 vlnovej QM sme mali zavedent vlnovu funkciu. Teraz to musime
zovSeobecnit tak, aby sme boli schopni popisat aj spin elektronu [1]. Uvazujeme jednu
casticu, ktorej hodnota spinu méze byt vo vSeobecnosti neurcitd, ¢ize superpozicia
stavu so spinom hore (41/2) a stavu so spinom dole (—1/2). Stru¢ne to nazveme stav
s neurcitym priemetom spinom (na zvolenu os, ktord ozna¢me z2). Celé je to vsak zlo-
zitejsie, lebo ta Castica ma nielen spinovy stupen volnosti, ale aj translacné stupne
volnosti (bezné priestorové suradnice z, y, z, ¢ize ,orbitalne” stupne volnosti), takze
vlnova funkcia musi zavisiet nielen od spinu, ale aj od priestorovych stiradnic. Treba si
eSte uvedomit, Ze aj v pripade neurcitého spinu pri merani tohoto priemetu nameriame
bud len hodnotu +1/2 alebo —1/2.?7 Neur¢itost spociva v tom, ze vysledok individu-
alneho merania na stave s neurcitym spinom je ndhodny, neda sa predpovedat.”® Ak
by sme detekénym zariadenim zistili, Ze ¢astica ma spin +1/2, tak by priestorovo za-
visla vlnova funkcia bola nejaka, ozna¢me ju o, (7, t). Ak by sme zistili spin —1/2, tak
priestorovo zavisla vlnova funkcia by bola ¢ _ (7, t). Nie je totiz dévod predpokladat, ze
by priestorova cast v tych dvoch pripadoch mala nutne byt rovnaka (i ked dost ¢asto
byva). Prislusné hustoty pravdepodobnosti su:

pe(t) =l (P OP, p-(7t) = o (7. ) (202)
Celkova hustota pravdepodobnosti najst ta Casticu v ¢ase ¢ v mieste 7 je
a musi platit
/ p(Ft)d’r =1 (204)

270 tom sa hovorilo v 2. postulate QM, aj ked nie konkrétne v stvislosti so spinom.
2Mozeme viak vopred vediet pravdepodobnost namerania konkrétnej hodnoty; to vtedy, ak je nAm
znama vlnova funkcia meraného stavu.
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Na popis celej vlnovej funkcie zavedieme maticu 2 x 1

7t)
1) ) (205)

=L

> @+ (
rt) =
o= ( 21
ktora sa nazyva spinor a da sa zapisat aj

(7 t) = Xy (7)) + X0 (7, 1) (206)

kde Y su stipcové vektory (195). Lahko sa da presvedit, ze tato matica spliia

PN (7, 1) (Fyt) = py +p- = p (207)
Tymto odsekom sme vlastne zovseobecnili alebo prispdsobili prvy postulat QM tak,
aby sme vedeli popisovat aj ¢asticu so spinom 1/2.

Popisom spinu pomocou spinorov sa vsak dalej nebudeme zaoberat, lebo rozsirenie
tohoto formalizmu na popis mnohoelektronovych sustav by bolo nepraktické, aspon
pre nas ucel. Namiesto spinorov moézeme pouzivat vinova funkciu, ktora bude mat ako
argument aj spinovi suradnicu, o ktorej si povieme v dalsich odsekoch.

8 Sustavy s viacerymi elektronmi

V tejto casti sa budeme zaoberat najma viacelektronovymi atémami a molekulami.
V kapitole 1 sme si presli postulaty vinovej QM. Pre jednoduchost a stru¢nost sme ich
uviedli pre jednocasticové sustavy. Preto je potrebné teraz ich rozsirit a doplnit tak,
aby sme mohli QM pouzivat aj pre sustavy s viacerymi elektronmi a spravne zobrali
do tvahy aj spin elektronov.

8.1 Rozsirenie 1. postulatu: mnohocasticova vlnova funkcia®

\I](’Flao-lv,'??vo-%'"77?N70-N;t) (208)
je vlnova funkcia N-Casticovej sustavy.

(U (7, 01,7, oy . . o, Ty, o E) [P APy dPry . Py (209)

je pravdepodobnost, ze v ¢ase t najdeme Casticu 1 v objemovom elemente d*r; v okoli
bodu 7} a so spinom o} a zaroven najdeme ¢asticu 2 v objemovom elemente d®r; v okoli

2V anglicky pisanej literatdre sa niekedy pouZiva pojem many-body wave function.
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bodu 7 a so spinom o5 atd. Vyraz | V| (bez objemovych elementov) je zodpovedajica
hustota pravdepodobnosti. Ukazuje sa praktické definovat vyznam mnohocasticovej vl-
novej funkcie tak, ako je to napisané vyssie, dokonca aj vtedy, ked mame sustavu iden-
tickych castic, pre ktortl nevieme naozaj povedat, ktora castica je 1., ktora 2., atd.

Normovanie:

Z Z Z /d3r1d3r2...d3rN ]\If(Fl,al,Fg,az,...,FN,JN;t)]2E

o1=1109==%+1 on=%1

= /dxldxg coday Wz, 20, .oy P =1

(210)
x; je struéné znacenie priestorovej plus spinovej suradnice, teda (z;) = (7, 0;). Pre
eSte vacsiu strucnost sme zaviedli formalny symbol integralu cez ;. Treba ho rozumiet
tak, ze zahfna aj sumovanie cez spinovu suradnicu o;; z uvedeného zapisu to priamo
vyplyva. Castice predpokladané v tomto odseku este nemusia byt nutne elektrény, ani
nemusia byt identické. Ale formuly so sumaciami cez spiny predpokladaju spin 1/2.
Teraz si uvedieme priklady konkrétnych vyjadreni vinovej funkcie.

8.1.1 Jedna castica (IN = 1)

Elementarny tvar jednocasticovej vinovej funkcie zavislej tak od priestorovej ako
aj od spinovej suradnice sa da vyjadrit ako sucin priestorovej a spinovej funkcie:

U(r, o) = ¢(r) x(o) (211)

kde ¢(7) je nejaka priestorovo zavisla funkcia a y (o) spinovo zavisla. Ak to ma byt na-
o0zaj uplne jednoduchy tvar vinovej funkcie, tak ta spinovo zavisla ¢ast ma vyjadrovat
bud spin hore alebo dole, a nie nejaku linearnu kombinéciu spinov. TakZe elementar-
nymi (a najdolezitej$imi) prikladmi funkcie x (o) st tieto konkrétne funkcie:

(212)

) 1, o=+1 () 0, c=+1
g) = _\0) =
X 0, 0=-1 X 1, 0=—1

X+(0) je vlastna funkcia operatora §, pre vlastnd hodnotu +/4/2. Obdobne x_ (o) je
zasa pre vlastni hodnotu —/i/2. x; (o) a x_ (o) st teda jednocasticové spinové vlnové
funkcie oznacujuce stavy so spinom hore a dole. V ¢asti 7.3 sme podobné symboly (Y,
X_) pouzivali v maticovom (spinorovom) formalizme, ale ten tu nepouzivame, takze tu
kvoli odliseniu pouzivame znaky x bez vlnovky, aj ked fyzikalne reprezentuju to isté
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ako vyjadrenia (195). VSimnime si, ze funkcie (212) obsahuju tak spinova suradnicu
(0) ako aj spinovy index (+ alebo —), ¢ize spinové kvantové ¢islo. Tak tomu pri zapise
spinovo zavislych vlastnych® vinovych funkcii méa byt: v ich zapise ma vystupovat
aj spinova sdradnica, aj spinové kvantové cislo. Ak by vsak nejaka spinovo zavisla
funkcia nebola vlastnou funkciou operatora s, tak castica v takomto stave by nemala
ostru (t. j. urcitt) hodnotu priemetu spinu na os z a potom by sa takej funkcii nedal
pripisat spinovy index + alebo —.

8.1.2 Dve castice (IN = 2)

Elementarne priklady dvojcasticovych funkcii teraz vieme napisat takto:

\I/nl,lfl;”%l’Z (Fh 01, F27 02) = Pnq (Fl) X1 (01) Pno (FQ) X (02) (213)

kde 11, 15 st spinové indexy (kvantové ¢isla) 4 alebo —. Indexy nq, no st zasa nejaké
kvantové ¢isla (alebo subory kvantovych ¢isiel) prislusné orbitalnym, t. j. priestorovo
zévislym funkciam ¢,,, (™), @n, (72). Prave zapisana vlnova funkcia este sice nemoze
reprezentovat fyzikalny stav dvojice elektrénov, lebo nesplia poziadavku antisymet-
rie, o ktorej sa nauc¢ime neskor, ale linearnou kombinaciou aspon dvoch vlnovych fun-
keii typu (213) budeme lahko vediet skonstruovat antisymetricka vlnova funkciu. Za-
pis (213) by vsak mohol predstavovat napr. vinovu funkciu sustavy proton-elektron
(ak by sme proton uvazovali ako QM casticu).”

8.2 4. postulat: Schrodingerova rovnica pre mnohocasticova vlnovua
funkciu

ov
ih— = 0V 214
ih— (214)

Tato rovnica ma teda taku istd formu, ako pre jednu casticu. Preto aj bez¢asova SchR
bude vyzerat tak, ako pre jednu Casticu.
8.3 Sustava identickych castic

Kvantovomechanické castice toho istého druhu sti medzi sebou nerozlisi-
telné.

30Vlastnych pre operator §,, pripadne nejaky iny.
31Protény v nasom predmete budeme aproximovat ako klasické ¢astice. Velmi ¢asto je to tplne po-
stacujuice pribliZenie.
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To je tiez postulat, ktorého dosledky sa v experimentoch potvrdzuji. O désledkoch
tohoto postulatu sa nau¢ime neskor a budeme s nim pracovat aj v tomto odseku. Pod-
robnejsiu diskusiu nerozliitelnosti si mézete pozriet napr. v [2], zaciatok kap. 15 alebo
v [3], zaciatok kap. XIV.

Uvazujme vSeobecni mnohocasticovt vinovu funkciu [1]
\Il<x17x27"'7xN;t> (215)

V tejto chvili tie ¢astice ani nemusia byt elektrony. Predpokladajme len, Ze st to vsetko
castice rovnakého druhu, teda identické castice. Ako sme vyssie napisali, o identickych
Casticiach v kvantovej fyzike verime, Ze st nerozlisitelné. To znamena, Ze ked spravime
vymenu ubovolnych dvoch ¢astic, (v matematickom formalizme tomu zodpoveda vy-
mena prislusnych siuradnic) fyzikalne sa ni¢ nemdze zmenit. Preto sa na vlnovej
funkcii sa vymenou castic mdze zmenit nanajvys jej faza. Pozadujeme teda

W(X1, ey Ty Ty s t) = W ( 2y, Ty, Ty, TN E) (216)

kde « je nejaké realna konstanta; zakratko uvidime, aké konkrétne hodnoty moze na-
dobudat.

Ukazuje sa vhodné pre operaciu vymeny castic ¢ a j zaviest aj nejaky operator.
Definujeme ho rovnicou

Py F(xi,x5) = F(x, ;) (217)

v ktorej sme zacali pouzivat strucnejsie znacenie zvyraziujuice len suradnice vymiena-

nych elektronov. F' je hocijaka funkcia uvazovanych argumentov (pripadne aj ¢asu);

v tejto definicii to nemusi byt vlnova funkcia W. Este vyssi stupen stru¢nosti dosiah-
neme znacenim argumentov len ¢islami, teda

F(1,2,...,N) (218)
a posobenie operatora vymeny bude
Py F(i.5) = F(j.i) (219)

Tento operator z hladiska kombinatoriky robi permutéaciu indexov. Rovnicu (216) teraz
pomocou neho mdzeme zapisat takto:

Py Ui, jit) = e W(i, j;t) (220)
—_——
U(j,i;t)
Vidime, Ze fyzikalne spravna (alebo realisticka [2]) vinova funkcia ststavy identickych
Castic musi byt vlastnou funkciou operatora vymeny castic.
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8.4 Vlastné hodnoty a funkcie operatora Pz-j

Ideme hladat vlastné funkcie a hodnoty operatora vymeny castic. Za¢neme teda
rovnicou

szf(fla]) = )\f(l,j) (221)
P6sobme na tato rovnicu zlava operatorom P Na lavej strane rovnice budu teda dve
pdsobenia tohoto operatora, co nam indexy ¢ a j vrati do pévodného poradia:

F@i,3) = AP, f(i, ) = N (i, j)

o

Vlastné funkcie pre A\ = +1 st také, ktoré splnaji vlastnost f(j,i) = f(i, 7). Tieto
sa volaju symetrické funkcie. Vlastné funkcie pre A = —1 st zasa také, ktoré spliaju
vlastnost f(j,7) = —f(i, j). Tieto sa volaji antisymetrické funkcie.

Preto

Operator vymeny Castic je linearny a je aj hermitovsky, pretoze ma realne vlastné
hodnoty. A najma, teraz uz vieme konkretizovat zistenie z konca predoslého odseku
takto: Fyzikdlne spravna vlnova funkcia siustavy identickych ¢astic musi byt pri
zamene stradnic identickych ¢astic bud symetricka alebo antisymetricka.

8.5 Komutéacia [H, 15”] = 0, bozony, fermiény, permutaéna symet-
ria vlnovej funkcie

Hamiltonov operator zodpoveda fyzikalnej veli¢ine a preto sa pri vymene dvoch
identickych castic nezmeni:

P;H=H (223)

Je to dosledok postulovanej nerozlisitelnosti identickych castic. Posledne napisana rov-

nica predstavuje pésobenie operatora P na iny operator (H). Posobme teraz operato-

rom ]5“ na funkciu HF(i,7), kde F(i, j) je lubovolna funkcia viacerych priestorovo-

spinovych premennych. Explicitne opat piseme len tie, ktoré dany operator vymiena.

lebo operator vymeny cCastic cez hamiltonian jednoducho len ,prejde“ a ni¢ mu ne-
spravi. KedzZe to plati pre Iubovolnua funkciu F’, znamena to, ze

[H,P;] =0 (224)
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V casti 3.1 sme sa naucili, co vyplyva z komutacie dvoch operatorov: uplnu sustavu
vlastnych funkcii kazdého z nich mozno skonstruovat tak, ze vetky tieto funkcie st
vlastné pre jeden aj pre druhy operator (Veta 7). Takze splnenim poziadavky, aby vI-
nova funkcia bola vlastna pre operator vymeny castic, nestratime moznost tuto funkciu
skonstruovat tak, aby bola zaroveri vlastna aj pre hamiltonian danej sustavy.

Teraz vyvstava otazka, ¢i je mnohocasticova vlnova funkcia symetricka alebo an-
tisymetricka pri zamene niektorych dvoch jej siradnic. Z dostupnych udajov a analyz
vyplyva, ze [2, 3, 4]:

Sustava identickych bozonov (Castic s celociselnym spinom) je popisana
vZdy symetrickou vinovou funkciou a sustava identickych fermiénov (Cas-
tic s polociselnym spinom) je popisana vzZdy antisymetrickou vinovou fun-
kciou.

Toto tvrdenie treba v nerelativistickej QM povazovat za nezavisly postulat (a pridat
ho teda ku postulatom, ktoré sme mali v Casti 1). Plati aj pre casovo zavislé funkcie,
nielen stacionarne. V kvantovej tedrii pola sa tieto vlastnosti vlnovych funkcii daju
teoreticky dokazat. (Tam to teda nie su postulaty, ale nejaké odvodené poznatky.) Ex-
plicitne antisymetriu vyjadrime vztahom

V(j,it) = =V(i,j;t) (225)

8.6 Pauliho princip

ZapiSme teraz rovnicu (221) pre vlastna sistavu operatora podrobnejsie a tak, ze
tam napiSeme Co najvSeobecnejsiu vlnovu funkciu, teda aj casovo zavisld, aby sme
videli, Ze Pauliho princip plati velmi vSeobecne, nielen pre stacionarne stavy.

pz‘j‘l’@z‘,fj;t) = A\U(z;, 253 t) (226)

Znamena to, Ze v tejto Casti uvazujeme vlnovu funkciu bud symetrickd, alebo anti-
symetrickd; len také totiz mozu byt vlastné pre ]5U Pozri odsek 8.4. A tieZ to zna-
mena (podla postulatu na konci predoslého odseku), ze uvazujeme vlnovua funkciu sa-
stavy identickych castic, bud bozénov alebo fermiénov. N-Casticovu vlnovu funkciu
U(x;, z;;t) teraz rozvinieme do radu podla nejakej Gplnej sustavy vzajomne ortogo-
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nalnych funkcii takto (pozri Dodatok A.2):*

U(x;, z;;t) ZZC’%”J T5t) n, (1) On, () (227)

kde 7 je sada stiradnic z1, . . . , zy s vyld¢enim stradnic z;, ;. n;, n; st sumacné indexy,
ktoré zaroven reprezentuju kvantové cisla. Typicky st to zlozené indexy.

Napr. ak by sme vlnovou funkciou ¥ (z;, z;;t) cheeli vyjadrit stav elektronov v a-
tome, tak jednocasticové bazové funkcie ¢, (x;) by boli vlastné funkcie vodikového
hamiltonianu, alebo podobné funkcie, a teda jednoduché znacka n; by v skuto¢nosti
znamenala

n; — (ni, li, mg, Vz')
kde na pravej strane n; € N je hlavné kvantové ¢islo, ; € {0, 1,...,n;—1} je orbitalne
kvantové ¢islo, m; € {—1;, —l;+1,...,;} je magnetické kvantové ¢islo a v; je spinové
kvantové ¢islo (konven¢ne méava hodnoty +1/2 alebo +1, alebo sa znac¢i len symbolmi
+, —). Spinové kvantové ¢isla sme prebrali v odsekoch 8.1.1 a 8.1.2.

Vyjadrenie (227) si mdézeme interpretovat takto: za predpokladu, Ze ¢astice s vynim-
kou i-tej a j-tej sa nachadzaju v miestach oznacenych multisiradnicou 7, je Cy, , (7; 1)
amplitada pravdepodobnosti* toho, Ze Casticu i najdeme v stave ¢, a zaroven cas-
ticu j najdeme v stave ¢,,. Podrobnejsie a elementarnejsie vysvetlenie vyznamu roz-
voja (227) je v Dodatku A.2. Dosadme teraz rozvoj (227) do (226); argumenty v koefi-
cientoch C,,, ,,(Z;t) mdézeme pre struénost vynechavat.

Py Y D Coiny Oni(@i) &, () =AY > Cuiny O (1) b, ()
Na lavej strane uplatnime permutacny operator.

V dal$om kroku na Iavej strane premenujme sumacné indexy: n; <+ n; (¢o je trivialna
operacia, lebo na oznaceni sumac¢ného indexu nezalezi).

*2Aj na prednaske to bolo vysvetlené: najprv si predstavime, ze funkcia U(z;, z;;¢) zavisi len od
jednej premennej a ostatné maju fixované hodnoty. Atd.

3Keby sme mali v sustave len dve ¢astice, bola by C),, »,, (T; ) naozajstnou amplitidou pravdepo-
dobnosti. Kedze chceme uvazovat N-¢asticovi sistavu, ddkaz Pauliho principu sme si trochu technicky
a interpreta¢ne skomplikovali, t. j. museli sme povedat, Ze ,za predpokladu, ze ¢astice s vynimkou ..."

74



Teraz dajme do rovnosti lavi stranu s pravou. Pritom na lavej strane zapiSeme poradie
sumacnych znakov ) tak, ako je na pravej; na tomto poradi vysledok nezalezi.

Z Z Cruing Gy (T5) by () = A Z Z Cruiny On, (i) b, ()

Z toho dostivame rovnicu

Z Z (anm - )\Cninj) gbnl(xz) ¢nj(xj) =0 ; \V/ZEZ‘, X

ng 5
Tito rovnicu prendsobime zlava funkciami ¢;, (z;) a ¢;, (z;) a nasledne integrujeme

cez priestorové premenné a sumujeme cez spinové. S vyuzitim ortogonalnosti

/ B2 (2) () dT o By (228)

(cez spinovu premennu sa tam v skutoc¢nosti sumuje, ale pre stru¢nost to vsetko zapi-
sujeme symbolicky znakom integralu) dostdvame ststavu algebraickych rovnic*

To znamena, Ze aj rozvojové koeficienty C,,, ,, majt vlastnost symetrie ¢i antisymetrie.
To sa dalo usudit uz priamo z rozvoja (227).

Aka je pravdepodobnost toho, Ze v case ¢ budu tak castica 7 ako aj Castica j v tom
istom stave ¢, ? Aby sme to preskumali, pozrime sa v rozvoji (227) na koeficienty
s rovnakymi indexmi, teda n; = n;. Podla (230) pre n; = n; = n mame

Pre A = 1 (bozdny) je to identita. Pre A = —1 (fermiény) vychadza C,,,, = 0. To

znamena, ze

pravdepodobnost najst dva fermiony obsadzovat ten isty jednocasticovy
stav ¢, (x) je nulova, ¢o je Pauliho vyluéovaci princip.

3470 spomenutej ortogonalnosti jednocasticovych funkecii potom vyplyva aj ortogonalnost pre dvoj-
Casticové:

/’(/)X,{(.’Ei,.%‘j)w]\f(l‘i,mj) d.%‘z dxj X 6]WN (229)

pricom Yns(2i, ;) = Gm,(Ti) G, (x;), a obdobne Y (x4, ;). M = (m; my), N = (n; nj) st
zloZené (dvoj)indexy. Na poradi ich zloZiek zalezi.
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Ak napr. elektron obiehajuci okolo jadra atdmu je charakterizovany kvantovymi ¢is-
lami n, [, m a eSte priemetom spinu na os z (¢o sa da chapat aj ako spinové kvantové
¢islo znacené napr. m, alebo v), tak stavy tych dvoch elektréonov sa musia lisit v aspon
jednom z tychto ¢isiel. (Spinové kvantové ¢isla boli vysvetlené v odsekoch 8.1.1a 8.1.2.)

Dalej uz zviésa budeme hovorif nie o véeobecnej vlnovej funkcii (ktora moze byt
napr. aj ¢asovo zavisla), ale len o stacionarnych stavoch, teda o vlastnych funkciach
hamiltonianu.*

8.7 Vlnova funkcia sustavy dvoch elektréonov

Najznamej$imi a najcastejsie sa vyskytujicimi reprezentantmi dvojelektronovych
sustav st atom hélia a molekula vodika Hy [8]. S héliom sa stretneme na cvic¢eni a vypo-
¢itame energiu jeho zakladného stavu jednoduchou verziou varia¢nej metddy s jednym
parametrom (pozri Dodatok D). Dostali sme alebo dostaneme vysledok — najma ener-
giu zakladného stavu — ktory ma pozoruhodnu kvantitativnu presnost vzhladom na
to, aku jednoduchu analyticky zvladnutelnd metédu na to pouzivame. V tejto Casti sa
zameriame na to, aby sme lepsie porozumeli vinovej funkcii dvojelektronovych sustav,
a nielen vlnovej funkcii zdkladného stavu, ale aj vzbudenych stavov.

Je vhodné dopredu povedat, Ze presné vlastné vinové funkcie Ziadnej dvoj a via-
celektronovej interagujiicej stistavy nevieme analyticky vyjadrit. Prekazku sposobuje
coulombovska interakcia elektronov medzi sebou, ktora je pri skimani elektréonove;j
Struktury tazkym problémom. Inymi slovami, prislusna Schrédingerovu rovnicu (ani
bez¢asovu ani Casovil) nevieme pre taku sustavu presne vyriesit. Numericky by sa vsak
aspon zakladny stav dvojelektronovej sustavy dal najst s prakticky fubovolnou pres-
nostou.

Pre porozumenie elektréonovej Struktury je potrebné aspon kvalitativne poznat
spravny analyticky tvar vlnovej funkcie. Vlnova funkciu hélia (aj podobného iénu,
ale stru¢ne hovorme len hélia) navrhneme v tvare sté¢inu ¢ (7, 7)) = (7 )p(7) vodi-
kovych orbitalov. Tak sme to spravili na cviceni; pozri (D.4). Preskiimajme teraz kon-
krétne tvary dvojelektronovych vlnovych funkcii
v kontexte vieobecnych poziadaviek, aké méa spravna vlnova funkcia spliat.

%Hladanie vlastnych energii a funkcii hamiltonianu je zékladnou teoretickou tlohou v tedrii elek-
tronovej struktiry a aj v tejto prednaske.
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8.7.1 Nezavislé elektrony

V prvom rade si treba uvedomit, Ze faktorizovany tvar ¢(7r)p(r2) [rov. (D.4)] ne-
moze byt presnou vlastnou funkciou hamiltonianu hélia (D.1). Aby sme sa o tom pre-
svedcili, uvazujme dvojelektronovy hamiltonidn, ktory sa da zapisat ako sucet navza-
jom komutujicich jednocasticovych operatorov takto:

H™ = hy(7) + ha(7) (232)

Ide teda o sucet navzajom nezavislych operatorov, pretoze jednotlivé premenné (sa-
radnice) sa separované. Predpokladajme, Ze pozname presné vlastné funkcie tychto
jednoelektronovych hamiltonianov:

I (7)1 (F) = Evpr (7). ha(7)a (7) = Exps(7) (233)
Skonstruujme teraz faktorizovanu funkciu
U(, T2) = o1(71) 2 (72) (234)

a pocCitajme, Co s nou spravi posobenie hamiltonianom H"**:

~

H™p(Fy, ) = | ha (7)) + ha(7) | @1(71)p2(72) = E1p1(F1)a() + Expr (7)) pa(72)

teda )
H™*)(171,75) = (€1 + &) Y (1, 75) (235)

Prave uvedeny postup sa da vo svojom slede (aj ked trochu zlozitejsie) obratit a tym sa
da ukazat, Ze ak nejaka suc¢inova funkcia ¢ (7 )p2(72) je (presnou) vlastnou funkciou
pre nejaky hamiltonian zavisly od premennych 7 a 7%, tak sa ten hamiltonian da vy-
jadrit ako sucet typu hy (1) 4 ho(7). Takze konstatujeme:

Sucinova (faktorizovana) vinova funkcia (234) je (presnou) vlastnou funkciou hamilto-
nianu (232) majuceho separované premenné. Energia takejto dvojcasticovej sustavy je
stictom energii jednotlivych castic (tu elektronov).

Dva elektrony popisané hamiltonianom typu hy(7) + ho(7) st navzajom nezavislé,
nijako sa neovplyvinuja. Suc¢inova vlnova funkcia vsak nemoéze byt presnou vlastnou
funkciou hamiltonianu hélia, lebo ten sa neda zapisat ako sucet typu hy (7)) + ho (7).
Brani tomu interak¢ny ¢len W=1 /|71 — T3], ktory sa neda rozlozit do separovaného
tvaru. Na cviceni sme teda v skutocnosti nasli (prip. este len najdeme) iba presny za-
kladny stav akéhosi efektivneho hamiltonianu tvaru

Hef = —lvi _Llga Zer Zen (236)

2 2 2 (&} (]
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(v atomovych jednotkach), kde Z.¢ vyjadreny vyrazom (D.44) je efektivny naboj jadra
vypoéitany optimalizaciou. H®, ako vidno, je len konkrétnym prikladom separova-
ného zapisu H™*. Prave vdaka spomenutej optimalizacii sme mohli faktorizovanu vl-
novu funkciu typu o1 (7 )p2(72) povazovat za aspon priblizne dobria vlastnd funkciu
hamiltonianu hélia. Keby sme ni¢ neoptimalizovali, tak by elektronovy obal takého hé-
lia bol len naloZenim dvoch elektrénovych obalov héliovych katibnov He™ na seba, bez
prejavu akejkolvek interakcie elektronov. KedZe sme optimalizaciu spravili, elektrony
v takomto modeli hélia z fyzikalneho hladiska nie st povazované za navzajom uplne
nezavislé. Ich interakcia je zahrnuta tym spdsobom, Ze naboj jadra v takomto modeli je
(efektivne) mensi, nez skuto¢ny naboj jadra hélia. Je to efekt ¢iasto¢ného tienenia pola
jadra druhym elektronom. Matematicky vsak zapis vlnovej funkcie zostava na jedno-
duchej trovni nezavislych elektrénov, ¢o je samozrejme velmi praktické. Vyuziva sa to
v metddach stredného pola, kde sa elektron pohybuje akoby bez interakcie s ostatnymi
elektronmi v ustrednenom poli jadier plus tych ostatnych elektronov. V kontexte elek-
tronovej struktary si to Hartreeho metdda a aj Hartreeho-Fockova metoda, o ktorych
si povieme neskor.

8.7.2 Antisymetria vlnovej funkcie

V casti (8.5) sme sa naucili, Ze vinova funkcia ststavy identickych fermiénov musi
byt antisymetricka pri zdmene siradnic lubovolnych dvoch fermiénov, ¢ize musi zme-
nit znamienko. Sic¢inova vlnova funkcia, ktori sme pouzili pre atoém hélia, takou oc¢i-
vidne nie je. Pre zakladny stav hélia sme pouzili ¢; = ¢y = ¢ (teda oba elektrony
obsadzuju rovnaky atomovy orbital). Takato funkcia je symetricka, a preto ju teraz
oznadime )s(7, 75):

Us(m1, ) = (1) p(72) (237)

Ako sa vyrovname s problémom, Ze nie je antisymetricka? Uvedomime si, Ze v tejto
vlnovej funkcii sme neuvazovali ziaden spin. Uplny zapis vinovej funkcie musi zahfnat
aj spin; na to pouzivame spinové suradnice. Az takato uplna (celkova) vlnova funkcia
musi byt antisymetricka. Okrem tejto vlastnosti chceme, aby vyjadrovala to, Ze dva
elektrony (napr. v atome hélia alebo v molekule Hy) obsadzuju také isté priestorové
orbitaly, ale lisia sa svojimi spinmi.

Ak celkovu vlnovu funkciu zapiseme v tvare
(71, 01,72, 09) = Us(71,75) Xalo1,02) (238)

kde xa (01, 02) je nejaka antisymetricka funkcia spinovych stiradnic, tak aj stcin (238)
bude antisymetrickou funkciou. Aj bez hlbsieho zdovodriovania (spravime neskér) je
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nateraz prijatelné, Ze antisymetricka spinova vlnova funkcia sa da vyjadrit takto:

xa(o1,02) = % Der(o1)x—(02) — x—(01) x4 (02)] (239)

kde x4 (o) a x_ (o) st jednocasticové spinové vlnové funkcie oznacujuce stavy so spi-
nom ,hore” a ,dole” [pozri (212)]:

1, o=+1 0, o=+1
X+(0) = x-(0) =
0, o0=—

(240)
1, o=-—

Nasobiaca konstanta 1/+/2 je vo vlnovej funkcii kvoli spravnemu normovaniu:

<XA|XA> = Z Z XZ(Ul,Uz) XA(<71,02) =1

o1=11 o2==+1

Takto sme teda vyriesili problém s tym, Ze Cisto priestorova (t. j. orbitalna) vlnova
funkcia hélia, ako sme ju navrhli formulou (237), nespltiala poziadavku antisymetrie.
Celkova vlnova funkcia (238) sa neda vyjadrit ako sic¢in dvoch funkcii, z ktorych jedna
by zavisela len od stradnic prvého elektronu a druha len od stradnic druhého. Vdaka
tvaru (237) mozeme povedat, Ze v stave (238) oba elektrony obsadzuju taky isty pries-
torovy orbital, ale liSia sa priemetmi svojich spinov na os z. Tym je splneny aj Pauliho
princip, ktory hovori, ze dva elektrony nemézu obsadzovat ten isty jednocasticovy
stav. Tie nase sa lisia aspon spinmi, ¢o staci na splnenie Pauliho principu.

Je potrebné si uvedomit, ze vlastnymi funkciami hamiltonianu Fmer [rov. (232)]
(a aj dalsich hamiltonidnov, pozri dalej) st aj také funkcie, ktoré nespliiaji princip
antisymetrie. Napr. matematicky spravnou vlastnou funkciou je aj (Cisto priestorovo
zavisla) funkcia (234), ktora nie je ani symetricka, ani antisymetricka. Ked by sme ju
vynasobili akoukolvek spinovo zavislou funkciou, stale by aj takato celkova vlnova
funkcia bola matematicky spravnou vlastnou funkciou hamiltonidnu (232). V casti 8.5
sme sa vSak naucili, Ze spravna celkova (orbitalno-spinova) vlnova funkcia sustavy
elektronov musi byt antisymetricka. Z mnozstva matematicky spravnych vlastnych
funkcii hamiltonianu su teda fyzikalne vyznamné (spravne) len také, ktoré spliiaju
poziadavku antisymetrie.

8.7.3 Klasifikacia hladin v atéme hélia

Ku koncu predoslého odseku sme vyslovili tvrdenie v zmysle, Ze nech je spinova
cast celkovej vlnovej funkcie akakolvek, celkova vinova funkcia aj tak bude matema-
ticky spravnou vlastnou funkciou hamiltonianu Fyver [rov. (232)], samozrejme za pred-
pokladu, ze priestorova ¢ast (i, 7) je matematicky spravna. A plati to nielen pre
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H™*; zoberme si presny nerelativisticky hamiltonian atomu hélia alebo jemu podob-
ného i6nu (strucne len hélia):

. in R _, 1 Zé 1 Zé? 1 e’

i = 2 - V3 (241)

- = - - + - —
2m 2m dmeg 1 dteg T deq |7 — T

Nech niektora jeho presna ¢isto priestorova vlastna funkcia je (7, 75):
H(,72) = B(71, 7)
(Samozrejme, toto nie je sucinova funkcia.) Zapisme celkova vlnovu funkciu takto:
U(r), 01,7, 09) = (71, T2) X(01, 09) (242)

U je vlastnou funkciou H s akoukolvek x(o1,03), lebo nerelativisticky hamiltonian
hélia [rov. (241)] nezavisi od spinovych premennych. Takyto hamiltonian (a akykolvek
iny nezavisly od spinovych premennych) nijako na ¢isto spinovu funkciu y nepdsobi.
Aby sme sa o tom explicitne presvedcili, pocitajme to takto:

~

H\I’(ﬂ;Ul,Fz,Uz) = F[[w(FlaF2)X(Ula02)] = X(Ulﬂz)ﬁw(ﬁfz) =
- E\I/(Fl,O'l,F27O'2)

Cize W(r, 01,79, 02) je 0zaj tou vlastnou funkciou.

A ak by (7, 7) bola iba pribliznou &sto priestorovou vlastnou funkciou H, tak
U (7, 01,79, 02) by bola pribliznou celkovou vlastnou funkciou.

Nezavislost hamiltonianu od spinovych siradnic vSak znamena aj to, Ze takyto hamil-
tonian komutuje s akymkolvek spinovym operatorom. Uvedomme si, Ze to plati nielen
pre zjednoduseny hamiltonian H™ [rov. (232)], ale napr. aj pre presny nerelativisticky
hamiltonian hélia H [rov. (241)], obsahujuci ¢len s elektron-elektronovou interakciou.
Napr. plati

[H,5.] = [H,5% =0 (243)
kde .
S=35+35 (244)

je operator celkového spinového momentu hybnosti (MH) dvojelektronovej sustavy a
S2 = (5,2 + (S,)* + (S.)? (245)

je definicia operatora stvorca celkového spinového MH tej sustavy. Jednoduchym ex-
plicitnym vypocétom sa da presvedcit, Ze tento operator ma aj vyjadrenie

S2 = (8 + 8)? (246)
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¢o aj intuitivne oc¢akavame. Ako sme sa uz na predoslych prednaskach presvedcili,
z operatorov MH je délezita najma dvojica popisujtica priemet na os 2 a Stvorec velkosti
MH. Preto je v sulade s (243) vhodné a praktické konstruovat vlastné funkcie spinovo
nezavislého hamiltonianu tak, aby boli zaroven aj vlastnymi funkciami operatorov S,
a 523

Overme teda, ¢i vlnova funkcia ¥ = 5y [rov. (238)] zahfhajuca anisymetricka
spinovu funkciu (239), je vlastnou funkciou operatorov S, a S2 (Teraz nastupuje to
,hlbsie zdovodniovanie®, ktoré sme spomenuli v odseku 8.7.2, ale sme ho vynechali.)
Orbitalna cast vinovej funkcie v tomto overovani ni¢ nepokazi, lebo neobsahuje spi-
nové stupne volnosti (spinové stradnice) a spinovy operator cez nu jednoducho ,pre-
hodime®, ako uvidime nizsie. Po¢itajme najprv

~

S.U(Fy, 01,7, 00) = S.U(1,2) = S, [ths(1,2)xa(1,2)] = [prehodime] =
= wS(L 2)§zXA(1> 2)

Ak by platilo (eSte sme to neoverili), ze SZXA(l 2) = Axa(1,2), tak by sme dostali
S.U(1,2) = \¥(1,2), &ize funkcia ¥ by bola vlastnou funkciou operatora 3., a to bez
ohladu na to, aky je tvar cisto orbitalnej funkcie 1)s. Staci teda overit, ¢i spinova funkcia
xa(1,2) je vlastnou funkciou operatora S.. Ak je, tak potom aj cela vlnova funkcia

% A to nie je v3etko, lebo spravne vlastné funkcie musia byt aj vlastnymi funkciami operatora vymeny
Castic, pozri (217) a koniec prislusného odseku. Okrem toho spinovo nezavisly hamiltonian atomu ko-
mutuje aj s operatormi celkového orbitdalneho momentu hybnosti, ¢o pre hélium st kartezianske zlozky
operatora

L=0+10

a este aj dolezity operator L2. Preto spravna a prakticky vyjadrena vlastna funkcia spinovo nezavislého
hamiltonianu ma byt zaroven este aj vlastnou funkciou operatorov L.al?s tym sme nastastie uz
aspon pre pripad atdmu vodika oboznameni, ale vidime, Ze veci sa komplikuju. Este zloZitejsiu ulohu by
sme mali, keby sme do hamiltonidnu zahrnuli aj spinovo-orbitalnu interakciu, teda ze hamiltonian by
zavisel aj od spinovych suradnic. Tam by vo v§eobecnosti hamiltonidn atomu komutoval s celkovym mo-
mentom hybnostl J=L+Sas jeho tvorcom J2, /2, ale nie s orbitalnym ¢i spinovym momentom zvlast.
Ku komutacii s J, a J2 sa este vratime, lebo toto plati pre atébm vseobecne. Tieto ulohy sa Iahsie studuju
pomocou skiimania invariantnosti hamiltonidnu vo¢i réznym rotacidm v orbitalnom a spinovom pries-
tore [2]. Operatory momentov hybnosti st zaroven aj operatormi vyjadrujicimi roticie v orbitalnom ¢i
spinovom priestore. Tymto sa v§ak nemame cas zaoberat.
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U(1,2) nou je. Tak overujme:

A

Sxa(1,2) = % (81s + 822) e (DY (2) — x— (D)4 (2)] =

T @ - Seon] - [Seone+ jeaxe)|f o

(247)

Dvojelektronova spinova funkcia (1, 2) teda naozaj je vlastnou funkciou operatora
suctového spinu a prislusna vlastna hodnota je 0, ¢ize prislusny dvojcasticovy stav vy-
kazuje nulovy priemet celkového spinu do osi 2. Je vsak este potrebné preverit, ¢i tato
funkcia je aj vlastnou funkciou operatora S2. Kvéli tomu si tento operator vyjadrime
v tvare

52 =25.5 +(5.) —hS, (248)

¢o sme odvodili pre vSeobecny moment hybnosti na cviceni; pozri formulu (57a). Vy-
uzijeme aj jednu z rovnosti (69) vyjadrujice posobenie zvysovacich a znizZovacich ope-
ratorov na vlastné stavy momentov hybnosti. Tak m6zeme pocitat:

§2XA(1’ 2) - S+S—XA + SZ SzXA —h SZXA
0 0

Potrebujeme teda spocitat

Sxa = (51 +82.) 7 (s (Dx-(2) = x- (D, (2)

Uvedomime si, Ze 5;_ pdsobi len na funkcie so spinovou stradnicou elektronu 1 [¢ize
na x4 (1), x_(1)] aobdobne $,_ zasalen na elektrén 2. Roznasobime, vyuZijeme spomi-
nanud formulu (69b) pre j = 1/2 am bud +1/2 alebo —1/2. Po par riadkoch dostaneme

A

S_xa=0

a teda plati
$7xa(1,2) = 0 (249)

To znamena, Ze spinova vlnova funkcia ya(1,2) [a tym paddom aj celd vlnova funkcia

A

U(1,2)] je aj vlastnou funkciou operatora 52, pricom vlastnou hodnotou je opat nula.

Antisymetricka dvojelektronova spinova vinova funkcia [rov. (239)] teda reprezentuje
dvojicu elektronov s nulovym priemetom stictového spinu do osi z (a aj do lubovolnej inej
osi) a aj s nulovym celkovym spinom (teda s nulovou vlastnou hodnotou operatora S?).
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Standardne sa pre spinové vlnové funkcie pouziva znacenie
X, (250)
kde horny index znamena hodnotu S v rovnici
§2ng =h?S(S + l)xgz (251)
a dolny index zasa znamena hodnotu S, v rovnici
S:X5. =hSxs, (252)

[Pozri napr. rovnice (68), v ktorych sme pre kompaktnost vynechavalif.] Z indexov .S
a S, teda vieme, akym vlastnym hodnotam operatorov 5% a S, t4 ich spolo¢na vlastna
funkcia zodpoveda, ¢ize pozname vsetko o celkovom spine sustavy.

Singlet: S = 0, S, = 0. Spinovu funkciu (239) teda zapiseme

xa(01,02) = [ X8 = = [r (01)x- (0) — x—(00) x4 (02)] (259)

>

Nazyva sa singlet. Sistava v singletnom stave (napr. atbm He) ma protibezné spiny
elektronov a celkovy spin 0.

Triplet: S =1, S, € {—1,0,+1}. Z tedrie v Casti 4.5 vieme, Ze zrejme budu exis-
tovat aj spinové funkcie s nenulovym spinom. (Stale mame na mysli dvojelektronova
sustavu.) Su to funkcie [2, 3]

X1 = x+(01)x+(02) (254a)
Xo = % Xt (o1)x—(02) + X—(01)Xx+(02)] (254b)
XLy = x-(01)x-(02) (254c)

a spolu sa nazyvaju triplet. Tento nazov pochadza z toho, ze ak je atom v tripletnom
stave vlozeny do vonkajsieho magnetického pola, tak prislusna energeticka hladina
(ktora by inak bola degenerovana, pokial zanedbame iné, velmi slabé, efekty) sa roz-
Stiepi na tri podhladiny. Ak je atom v singletnom stave, tak také rozstiepenie nena-
stane. V tomto dokumente neuvadzame vypocty overujuce, Ze (254) si naozaj vlast-
nymi funkciami operatorov S, a 52, ale mali sme to naznacené a vypocty tohoto druhu
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sme uz par krat robili a treba ich vediet spravit. Postup pre | je priamo¢iary a podobny
na ten vyssie pre ) = ya a navyse kratsi. Vektory x{ a x!, potom mézeme odvodit
pouzitim znizovacieho operatora S_, teda pomocou formuly (69b). Alebo ich mézeme
priamo overit tak, ako sme overili x 4. Pripomenme, Ze v znaceni pomocou Diracovych
ket-vektorov sa zlozky tripletu zapisuju

11,1), [1,0), [1,—1) (255)

Vsimnime si, ze vSetky tri funkcie tripletu si symetrické. To znamena, Ze ak z nich
chceme vytvorit celkovu vlnova funkciu, tak jej orbitalna ¢ast musi byt antisymet-
ricka.

Sustava v hociktorom tripletnom stave ma velkost celkového spinu popisant kvan-
tovym é&islom S = 1.V stave x] je aj S, = 1, ¢o znamena4, Ze oba elektréony maju
priemety spinov na os z rovné +1/2. Povieme, Ze spiny st paralelné a sthlasne orien-
tované, ¢o je taka nepresna slovna charakteristika. V stave x! | st spiny tieZ takéto, ale
s hodnotami s, = —1/2. (Malymi pismenami tu zna¢ime symboly charakterizujice
jednu casticu, velkymi celd ststavu.) V stave y} si priemety spinov na os z navza-

jom opacné, ale velkost celkového spinu je stale urc¢ena hodnotou S = 1, teda jeho
2. mocnina je i2S(S + 1) = 2h*.

Nazorna predstava je taka, ze sipka vektora spinového MH ma pre kazdy stav z trip-
letu x§_rovnaku dizku [jej druha mocnina je 1(1 + 1)h? = 24%] dant &islom S = 1.
Pritom v pripade S, = 1 je ten vektor orientovany v kladnom smere osi 2. V pripade
S, = —1je orientovany v zapornom smere osi z a v pripade S, = 0 kolmo na os z. Ked
by sme sa napr. na stav i pozreli z hladiska inak orientovanej suradnicovej ststavy,
museli by sme ho v tejto novej sistave zapisat napr. ako y’ 171 (to jedine ak by sme novua
os z mali presne opacne natocenu), ale vo vSeobecnosti by sme ho museli zapisat ako
linearnu kombinaciu vietkych troch zloziek, teda /' = Z}gz:_l X§. Samozrejme, aj
v tejto inej suradnicovej stustave by to bol tripletny stav, ale vo vSeobecnosti, pri po-
hlade z tej druhej suradnicovej sistavy, by nemal ostrtt hodnotu S, . Vidime aj, Ze tie tri
vektory tripletu si navzajom rovnocenné; hovorime aj, Ze pri otac¢anich siradnicovej
sustavy sa transformuju medzi sebou.

A preco nie je ,dlzka sipky“ spinového MH v tripletnom stave rovna (v jednotkach
/i) hodnote 1/2 4 1/2 = 1? V3ak ide o dva elektrony, ktoré ked suhlasne natocia svoje
spinové MH, mali by sme dostat 1/2 + 1/2 = 1. Je to kvoli kvantovomechanickej
neuréitosti. ,DIzka $ipky“, praktickejsie jej druha mocnina, je sice uréena operatorom
52 = S’g + gj +5 2. Je to QM stredna hodnota tohoto operatora v danom stave; stru¢ne
<§2> Ale kedze kartezianske zlozky S’x, S’y, Sz medzi sebou nekomutujui, nedaju sa
sucasne najst ostré hodnoty S, S, S, a neda sa teda ani klasickym spdsobom ur¢it
stvorec ,dlzky sipky“ ako S? + Sy + S2. Pre stav 7 je S. = 1 a domnievali by sme
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sa, Ze potom este treba zobrat S, = S, = 0 a uréit tak $tvorec dlzky sipky; vysiel
by 1, ¢o je zle, lebo spravna hodnota pre tripletny stav je S(S + 1) = 2. Hodnota 2
je zaroven aj strednou QM hodnotou tohoto operatora v hociktorom tripletnom stave:
(x5.192Ix.) = 2 (v jedn. h®).

Vyssie spinové multiplety pre atom hélia neexistuji, pretoze dva elektrony nevy-
produkuju celkovy spin vyssi nez 1. Na to by sme potrebovali sustavu s viacerymi
elektronmi, napr. aspon atom litia.

Ktorakolvek funkcia z tripletu je ortogonalna ku singletnej funkcii:

X0 = D > xk(01,09) x0(01,02) =0 (256)

o1=1109==+1

(xs.

D4 sa to [ahko overit a vSeobecne to vyplyva z toho, Ze st to vlastné funkcie prislucha-
jice dvom rdznym vlastnym hodnotam hermitovského operatora, konkrétne S2. A aj
jednotlivé zlozky tripletu si navzajom ortogonalne:

(Xs.Ixs1) = ds..5, (257)

Iné multiplety. Hélium aj iné dvojelektronové stustavy teda umoznujua len existenciu
singletnych a tripletnych spinovych stavov elektronového obalu, teda stavov s celko-
vymi elektronovymi spinmi S bud 0 alebo 1. Jednoelektronova sistava, ako napr. atom
vodika, mé zasa celkovy elektronovy spin S rovny vzdy 1/2, ¢o umoziuje dva rézne
priemety spinu na os z (dve rézne hodnoty S,), a tuto dvojicu spinovych stavov na-
zyvame v angli¢tine aj v inych jazykoch doublet (Citaj dablet). Pre litium (N = 3) by
sme mali aj stavy s S = 3/2, o dava pocet roznych priemetov na os z 25 + 1 = 4,
a takato Stvorica spinovych stavov sa v odbornej literatire nazyva quartet. Pre vys-
sie multiplety sa pri Studiu elektrénovej struktury (ale aj u NMR) casto stretavame aj
s nazvami quintet a sextet, popr. aj dal$imi.

85



9 Hartreeho-Fockovo priblizenie

Pre N-elektrénovu stistavu ma uplny nerelativisticky hamiltonian plus prispevok
od spinovych ¢lenov tvar®’

3,j=1

I, 1
— V2 (T Sy —— ——— 4 [T 258
m ’+Ut(r)}+2 Ameg \Fi—Fj\+ (258)

pri¢om ¢iarka pri sume cez 7, j znamena, e sa vynechavaju pripady i = j. Clen s ope-
ratormi U, (7;) predstavuje elektrostatickd interakciu i-teho elektronu s danym von-
kajsim (externym) potencialom, ktory je sic¢tom coulombovskych potencialov od jed-
notlivych jadier a okrem toho méze obsahovat aj pripadny prispevok z inych zdrojov
(napr. pole kondenzatora, do ktorého méze byt molekula vlozena):*®

1 Ze?
Dea(F) = =Y —— ———— 4+ Bou(7) (259)

7 dreg |77— ﬁ]|

kde I indexuje jednotlivé jadra molekuly alebo krystalu, o ktorych predpokladame,
Ze su nehybné (¢o je Casto dobré priblizenie) a nachadzaju sa v miestach Ri. Naboje
jadier s Zje. Aj keby sa jadra pomaly hybali, nas popis pomocou bezéasovej SchR
by bol zvycajne vyhovujuci, lebo pri pomalom pohybe sa elektronova struktura stiha
prispdsobovat okamzitej polohe jadier. Zanedbanie kinetickej energie jadier sa nazyva
Bornovo-Oppenheimerovo pribliZenie. Do hamiltonianu (258) sme nezahrnuli coulom-
bovsku energiu jadier medzi sebou, teda ¢len

1 1 Z1Z;¢?
= il (260)
2 7 dmey |R; — Ryl

1£J

Pri nemennych polohach jadier tento ¢len predstavuje len konstantny posun v celko-
vej energii sustavy a jeho zapocitanie by teda bolo trividlne. Nebudeme ho teda pisat.
Bolo by ho vsak potrebné zahrnut aspon v pripadoch, ked by sme studovali napr. za-
vislost energie zakladného stavu molekuly od pol6h jadier, vibra¢né frekvencie a pod.
Vonkajsie magnetické pole do hamiltonianu (258) nie je zahrnuté.

3"Existencia spinu vyplyva z relativistickej tedrie. My relativistickt teériu nestudujeme, ale kedze
potrebujeme do popisu zahrnif aj spin, dodali sme ho do teérie ,rukou” (postulovali sme ho v kapitole 7
na zaklade znamych experimentalnych faktov a aj toho, ¢o sme sa 0 momente hybnosti naucili uz skor
v Casti 4.5).

38Vonkaj$im polom, v ktorom sa elektron nachadza, sa teda v tomto kontexte rozumie elektrostatické
pole vytvarané jadrami pripadnymi dal$imi vonkajsimi zdrojmi.
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Ulohou je najst riesenie problému
HU = EV (261)

a to aspon zakladny stav. Pre Hamiltonian (258) nevieme néajst presné riesenie tejto rov-
nice najma kvoli ¢lenu s elektron-elektronovou repulziou. Hartreeho a najméa Hartreeho
Fockova (HF) metéda umoznuja najst aspon priblizné riesenie.

9.1 Motivacia pre dalsi postup

Uloha najst vlastné stavy hamiltonianu (258) by sa velmi zjednodusila, ak by sme
tento hamiltonian dokazali nahradit efektivnym hamiltonianom tvaru
N
HT =" h{(F, 00) (262)
i=1
ktory je suctom jednocasticovych ¢lenov. Tento tvar implikuje, akoby jednotlivé elek-
trony medzi sebou neinteragovali, a preto takému hamiltonianu casto stru¢ne hovo-
rime ,neinteragujici hamiltonian® V skuto¢nosti takyto alebo formalne podobny Ha-
miltonian mdze zahrnat aspon nepriamu interakciu medzi elektronmi, ako uvidime ne-
skor. Pre vacsiu vSeobecnost teraz eSte uvazujeme aj moznu zavislost hamiltonianu od
spinu, i ked neskér od nej upustime; v tradi¢nych vykladoch Hartreeho metody (HM)
a Hartreeho-Fockovej metody (HFM) sa spin v hamiltoniane nezvykne vyskytovat.
Jeho zahrnutie by vsak nepredstavalo obtiaz. Priestorové a spinové siradnice budeme
oznacovat roznymi spésobmi, podla toho, kde ktory sa hodi: (75, ;) = (z;) = (4).

Predpokladajme, Ze pozname riesenia pre kazdy z efektivnych jednocasticovych
hamiltonianov:

BT i) = Ei6i(i) (263)
(Pretoze je to jednocasticovy problém, jeho rieSenia by povedzme nebolo tazké najst
asponi numericky.) Potom sa da fahko ukazat, ze rieSenim pre celkovy hamiltonian (262)
je sucinova funkcia
teda ze

Heff \IJHP - E \I/Hp (265)

pricom vlastné energia je si¢tom energii jednotlivych elektronov:*’

N
E=) & (266)
=1

%V HF metdde to bude o nieco zlozitejsie.
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Vlnova funkcia tvaru (264) sa nazyva Hartreeho sucin.

9.2 Antisymetrizacia vlnovej funkcie

Vlnova funkcia tvaru (264) sice moze byt aj presnym riesenim pre efektivny hamil-
tonian (262), ale fyzikalne nie je vyhovujica, lebo nie je antisymetricka. Nie je dokonca
ani symetricka, teda vobec nerespektuje nerozlisitelnost elektronov. (Symetrickou by
vsak bola aspon vtedy, ak by sme za ¢y, ..., ¢ zvolili funkcie rovnakého tvaru.) Uka-
Zeme si, ako z nej vyrobime antisymetricka funkciu.

N =2.

! 1
701 62(2) =612 ()] =

(1) ¢2(1)

" B
02 o) ~ TP

¢1(1) $2(2) —

(267)

N = 3. Tuje to zlozitejsie, preto si najprv ukazeme, ako z Hartreeho sucinu vyro-
bime symetricku funkciu a az potom antisymetrickd. Z trojice 1, 2, 3 reprezentujicej
suradnice elektronov vytvarame vsetky mozné permutacie (fyzikalne reprezentujuce
vzajomné zameny elektréonov):

123 132 231 213 312 321 (268)
Symetrizovant vinovt: funkciu zapiseme
Wgm = N [01(1) ¢2(2) ¢3(3) + ¢1(1) $2(3) ¢3(2) +
+¢1(2) 92(3) ¢5(1) + ¢1(2) P2(1) $5(3) + (269)

+ ¢1(3) p2(1) ¢3(2) + ¢1(3) ¢2(2) ¢3(1)}

kde N je normovacia konstanta také, aby vyslo (U|¥) = 1. Lahko sa da presvedgit,
ze antisymetrickou bude funkcia podobna na posledne zapisand, ale tak, ze pri kazdej
neparnej permutacii bude zmenené znamienko ¢lena:*’

1
7 [01(1) $2(2) $3(3) — ¢1(1) $2(3) ¢3(2) +

+ #1(2) $2(3) P3(1) — ¢1(2) P2(1) ¢3(3) + (270)
+ ¢1(3) p2(1) ¢3(2) — ¢1(3) ¢2(2) ¢3(1)}

“Rovnocennou alternativou by bolo zmenit znamienko pri kazdej parnej permutacii.

0(1,2,3) =
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Napr. permutacia 123 je nulta, ¢ize parna. Permutacia 321 vnikne jednym prehode-
nim poradia elektréonov 1 a 3 oproti pdévodne definovanému poradiu (123), takze je
neparna. Permutaciu 312 dostaneme z pévodného poradia az dvomi po sebe iddicimi
elementarnymi prehodeniami, takze je to parna permutacia. Popr. az $tyrmi prehode-
niami, ale to je tiez parne ¢islo. Opit sa da ahko, aj ked trochu zdlhavejsie, presvedgit,
ze aj antisymetricku trojelektronovu funkciu (270) vieme zapisat ako determinant:

P1(1)  ¢2(1)
$1(2) ¢2(2) ¢3(2) (271)
$1(3) $2(3) 3(3)

U(1,2,3) =

Sl -

Vseobecné N . Permutacii IV ¢isiel je N!. Antisymetrickt funkciu vyrobime z Har-
treeho suc¢inu (264) ako linearnu kombinaciu N! ¢lenov, ¢o zapiSeme takto:

N!—1

U(1,2,...,N) = \/_2;

)’ ¢1(1p) ¢2(2p) ... ¢n(Np) (272)

Symboly 1p, ..., Np su ¢isla ziskané p-tou permutaciou poévodného poradia 1, ..., N.
Nulta permutacia predstavuje povodné poradie. Na poradi ostatnych permutacii neza-
lezi. Dolezita je len parita permutacie (¢i je parna alebo neparna), a parita nezalezi od
zvoleného poradia. Pre ilustraciu, napr. pre N = 4 v stru¢nom symbolickom znaceni

bude

U(1,2,3,4) = —— (1234 — 1243 + 1342 — 1324 + 1423 — 1432 4
12143 — 2134 + 2314 — 2341 + 2431 — 2413 +
13124 — 3142 + 3241 — 3214 + 3412 — 3421 +

+4132 — 4123 + 4213 — 4231 + 4321 — 4312 )

5~

Pod pojmom permutacia v tychto poznamkach myslime bud cela usporiadant N-ticu
Cisiel, alebo len elementarne prehodenie dvojice ¢isiel, ktorym dant N-ticu ziskame;
konkrétny vyznam treba vyrozumiet z kontextu. Taku istd vyslednu antisymetrickt
vlnova funkciu, ako je (272), vsak dostaneme aj vtedy, ked budeme vymienat indexy
vlnovych funkcii a poradie stiradnic nechame pévodné:

(=1)P ¢1p(1) P2p(2) .. dnp(N) (273)
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VInovu funkciu (273) vieme opét zapisat aj determinantom, ako sa to uci v algebre:

¢1(1)  @2(1) ... on(1)
1 2 2) ... 2
T2 N) = ¢1(2)  ¢2(2) On(2) (274)
VNI ...
¢1(N) ¢2(N) ... ¢n(N)
Takto zapisana vlnova funkcia sa nazyva Slaterov determinant. Z algebry je znama
vlastnost determinantov, ze ak vymenime dva riadky, zmeni sa znamienko determi-
nantu.*’ Vymena dvoch riadkov, ako vidno, fyzikalne zodpoved4 vymene dvoch elek-
tronov. Preto Slaterov determinant naozaj zabezpecuje, ze vlnova funkcia pri vymene
hociktorych dvoch elektronov zmeni znamienko na opacné.

Aby sme nemuseli zakazdym vypisovat zdlhavé formuly typu (273) alebo (274),
pouzivame niekedy vyjadrenie

U(1,2,...,N) = A[¢:1(1) 62(2) ... on(N)] (276)

kde A je antisymetrizacny operator. Spdsob, ako na funkciu (na Hartreeho sucin) po-
sobi, je zrejmy z vykladu vyssie.

V Casti 8.6 sme sa naudili, Ze dva elektrony nemo6zu obsadzovat rovnaky jednocas-
ticovy stav. Preto napr. stav

U(1,2,3) = A[p(1) ¢(2) ¢3(3)]

(v ktorom prvé dva spinorbitaly st rovnaké, teda ¢y = ¢ = ¢) by mal mat nulova
pravdepodobnost realizacie. Ked sa pozrieme na vyjadrenie (270), vidime, Ze v takom
pripade je U naozaj nulové. Tato vlastnost je pre determinanty opét znama aj z algebry:
ak st hociktoré dve funkcie Hartreeho sucinu rovnaké, prislusny Slaterov determinant
je identicky nulovy. Takto nam volba vlnovej funkcie v tvare Slaterovho determinantu
zabezpeci aj splnenie Pauliho principu a, ako vidno, tizko to suvisi s tym, ze takato
vlnova funkcia je antisymetricka.

#Tak isto aj vymena dvoch stipcov. Ak vsak hovorime o vymene siradnic elektronov, tak pre
tvar (274) je dolezita vymena riadkov. Casto sa viak pouziva aj stipcovo zapisany Slaterov determinant,

teda
#1(1)  ¢1(2) ... ¢1(N)

1| 62() ¢2(2) ... oa(N) (275)

on(1) on(2) ... on(N)
Je identicky rovny determinantu (274). Pre determinant (275) je vymena dvoch elektronov matematicky

reprezentovana vymenou dvoch stipcov. Je len vecou vyberu, ¢i pouzivame zapis (274) alebo (275).
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Nakoniec si vS§imnime, Ze ak Hartreeho su¢in (264) je vlastnym stavom efektivneho
hamiltonianu (262),
Heff \IJHP — E \DHP

tak aj lubovolny stav vzniknuty niektorou permutaciou Hartreeho stc¢inu bude vlast-
nou funkciou prislichajicou tej istej vlastnej energii. Potom prichadzame ku poznatku,
Ze aj prislusna antisymetricka vlnova funkcia ¥ = AU je pre tento hamiltonian
vlastna a prislacha tej istej energii &/ . A zhrnme nase zistenia z prave sa konciacej
Casti: naucili sme sa, ako z Hartreeho sucinu (264) vyrobit vlnovt funkciu, ktora bude
mat spravnu permutacnu symetriu.

9.3 Hartreeho-Fockova metdda self-konzistentného pola

Zadanie ulohy. Mame nijst priblizny zakladny stav /V-elektronovej sustavy popisa-
nej hamiltonianom

. 1 & 1
H=Y h()+= . 277
; (Z)_"QijZ:l‘?:;_F,‘ (277)
i
kde
. . V2
h(i) = h(r;) = —71 + Vext (77) (278)

V tomto odseku teda budeme pouzivat atobmové jednotky. Hamiltonidnom su defino-
vané fyzikalne parametre ulohy (polohy a naboje jadier a pocet elektrénov), ktoru treba
riesit. Ako vidime, oproti operatoru (258) uvazujeme trochu zjednodusena tlohu, lebo
zanedbavame spinovo zavislé cleny. To je vSak ¢asto vynikajice alebo velmi dobré pri-
bliZzenie, najma pre lahsie atomy.** Hladani mnohocasticovi vlastnt funkciu si tento-
raz ozna¢ime ®, nie U. Mame teda riesit tlohu H® = F® [rov. (261)].

Navrh rieSenia. V Hartreeho-Fockovej metéde (HFM) budeme vinovu funkciu ® hla-
dat v tvare Slaterovho determinantu (274), ¢ize funkcia bude splhat poziadavku antisy-
metrie.* S podrobnym rozpisom argumentov by bola zapisana

“2Tym, %e neuvazujeme pritomnost spinovych stuptiov volnosti v hamiltonidne, uvazujeme Cisto ne-
relativisticky hamiltonian. Pritomnost spinu totiz vyplyva z principov relativistickej kvantovej elektro-
dynamiky. To v8ak nebrani tomu, aby sme spinové stupne volnosti uvazovali vo vlnovych funkciach.

“3Len poznamenavame, 7e existuje aj Hartreeho metéda (HM). V nej sa vlnové funkcia hlada v tvare
Hartreeho sucinu. Pre elektronova struktdru to nie je dostatoéné, ale ako medzikrok ku HF metode
by bola HM vhodna; po jej prestudovani by sa dala HFM zvladnut lahsie a lepsie jej rozumiet. Pre
nedostatok ¢asu sa HM nemoéZeme venovat, ale mozete si ju pozriet v Dodatku E. KedZe sa v nej uvazuje
jednoduchsi tvar vinovej funkcie, je to jednoduchsia metdéda nez HFM.
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q)(Fla o1, FZa 02,... 77?]\77 UN)-
Z praktickych dovodov tento determinant casto piSeme nie tak, ako sa determinant
zvykne, ale rozvojom (273):

N1
®(1,2,...,N 2) ) $15(1) 2p(2) .- Pnp(N) (279)
Spinorbitaly ¢, (7, 0), ..., ¢n(7, o) st pre nas zakladnymi stavebnymi blokmi pri kon-

Strukcii mnohocasticovej vlnovej funkcie ®. St to nezname funkcie, ktoré treba urcit.

Funkcional predstavujuci energiu pre zvolenu vinovu funkciu (279). HFM je is-
tou realizaciou variacnej metddy; pozri odsek 6.1. V zmysle tejto metoédy potom fun-
kciu (279) budeme povazovat za pokusnu funkciu, na ktora aplikujeme variaénu me-
todu. Variaénymi parametrami budd jednocasticové spinorbitaly** ¢;. Ak by sme za-
bezpedili, Ze menovatel zZlomku (167) vo varia¢nej metéde by bol rovny 1, celkovi ener-
giu ststavy by sme mohli hladat minimalizaciou vyrazu

G- /cp* ) H®(1,.... N)dr > B, (280)

kde d7 = dxydz, . ..dxry znamena integrovanie cez priestorové suradnice vsetkych
elektronov a aj sumovanie cez ich spinové siradnice. Pri spravnom normovani,

/@*(1,...,N)@(L...,N)dT:1 (281)

bude totiz G predstavovat kvantovomechanicku strednti hodnotu energie sustavy na-
chéadzajicej sa v stave ®. Kedze vyraz G zavisi od funkcii (mame na mysli tie ¢;), na-
zyvame ho funkcional. Normovanie ¢ na 1 dosiahneme tym, Ze aj pre jednocasticové
funkcie budeme pozadovat ortonormovanost spinorbitalov:

Vi, j (282)

/@ o) 657, 0) dr = (Giley) = 0

Tieto podmienky byvaji zvycajnym prvkom pri konstrukcii HF metody [7, 8] a ulah-
¢uju jej odvodenie. Splnenie podmienok ortonormovanosti zabezpe¢ime pouzitim Lag-
rangeovych multiplikatorov. Preto definujeme rozsireny funkcional

N
Eyr =G — Z Nij [(@i]@5) — 6ij] (283)

ij=1

4V skutoénosti aj tie budd neskér vyjadrené ako linearne kombinacie nejakych znamych funkeii.
Takze varia¢nymi parametrami budu az prislusné koeficienty, ¢o je praktické.
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kde \;; st spomenuté multiplikatory. Namiesto jednoduchsieho funkcionalu (280) teda
budeme minimalizovat Fyr. Jednocasticové funkcie ¢; vystupujice v (279) si nezname
anaSou ulohou je najst ich tak, aby bola hodnota Eyr ¢o najmensia. Spinorbitaly ¢; teda
maju, aspon formalne, ulohu varia¢nych parametrov. Cely funkcional (283) je praktické
rozpisat si a nasledne zjednodusit takto:

By = G+L = ¢V 4P 4 (284)
kde
N ~
gl = /@*(1, LN D h(i)] ®(1,...,N)dr;...dovy (285)
i=1
je prispevok od jednocasticovych ¢lenov hamiltonianu,
1w, 1
Q(Q) = /q)*(l, . ,N) [—Z,—] @(1, Ce ,N)dl’l .. .dZEN (286)
27Lj:1 Tij

je prispevok od dvojcasticovych ¢lenov hamiltonianu. Ciarka pri sume cez i, j zna-
mena, Ze sa vynechavaju pripady ¢ = j. Tretou zlozkou funkcionalu Fyf je ¢len zod-
povedny za ortonormovanost spinorbitalov:

N
L==% Xldile) — 6] (287)

ij=1

Teraz do tychto troch zloziek Hartreeho-Fockovho funkcionalu Eyr explicitne dosa-
dime Slaterov determinant (279). Za¢neme s GV, Dostaneme

N ) N .
00 = Y [ b e dn = Y (@il (288)
i=1 =1

Aby sme sa od definicie (285) dopracovali ku vyslednému vyjadreniu (288), bolo po-

trebné najma toto:

« Explicitne pouzit antisymetrickt funkciu (279).

« Vyuzit ortonormovanost spinorbitalov, vdaka ktorej zo sumy cez permutacie p’ zo-
stal nenulovy len ¢len s p' = p.

« Neskor si bolo treba v istom kroku Gprav uvedomit, Ze vo vzniknutej sume cez per-
mutécie sa (pre [ubovolné zvolené i) kazdy ¢len (kazda hodnota) opakuje (N — 1)!
krat. Preto sa nasledne dalo vyjadrit

N1—1 N
E Cosi = (N —1)! E Cosi podobné, zavislé od indexu j, nezavislé od i.
p=0 7j=1
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« Este stale tam zostava suma cez i, ktora bola nalavo od sumy cez permutacie. Tato
suma cez ¢ sa da spocitat trivialne, lebo od indexu ¢ tam uZ ni¢ nezavisi.

+ Nakoniec tam zostane sumacia len cez j. Tento sumacny index kvoli elegancii ko-
nec¢ného vysledku preznac¢ime na 7.

I ked Hartreeho metodu (HM) nepreberame (ale v Dodatku E je), aspori spomenieme,
ze aj v nej by sme prisli k ¢lenu tvaru (288), a to ovela jednoduchsie, lebo v HM ma
vlnova funkcia len jeden clen.

Podobnym, len zlozitejsim postupom sa teraz pustime do vyjadrovania dvojcasti-
cového prispevku G? do celkového funkcionalu Fyp. Odvodenie je este zdlhavejsie
a naozaj narocnejsie, ale pri vhodnom zapise a déslednosti v jednotlivych krokoch
vypoctu nie je mimoriadne tazké. Uvedieme si aspon niekolko najpodstatnejsich za-
chytnych bodov.

« Opit je potrebné vyuzit ortonormovanost spinorbitalov, vdaka ktorej zo sumy cez
permutacie p’ zostanu (pri danych i a j) len dva nenulové ¢leny:

~ tensp = p [ako tomu bolo aj pri odvodzovani G(V]

— aj ¢len vzniknuty takou permutaciou p’, ktora ma oproti poradiu v permutacii p
vymenené len indexy ¢ a j; MoZeme ju oznacit pj,. Ak je teda permutacia p parna,
tak tato pj, je neparna a naopak. Cize p + pj, je v tomto druhom nenulovom ¢lene
neparne cislo.

« Podobne, ako pri odvodzovani GV, aj tu je v istom kroku potrebné uvedomit si, ze
hoci je pri lubovolnych zvolenych ¢, j v sumacii cez permutacie p az N! prispevkov,
nie vSetky su navzajom odlisné. Navzajom odlisnych, nazvime ich jedineénych, je
N(N —1)/2 prispevkov pri tom fubovoInom danom pare indexov ¢, j. Kazdy z tych
jedine¢nych prispevkov sa teda opakuje N!/[N(N — 1)/2] krét.

Dostavame

GO _ [/(b ¢( )6;(2) day o
i.j=1 (289)

/¢ ¢<>¢z<>dx1dx2

Dva ¢leny (okrem toho, Ze sa to este sumuje) sme dostali kvoli antisymetrii vinovej
funkcie. Preto ma druhy ¢len vymenené stradnice elektronov (alebo indexy vlnovych
funkcii) a ma opacné znamienko nez prvy ¢len. VHM by sme dostali len ten prvy
¢len; pozri prip. (E.13). V znaceni pomocou Diracovych bra a ket vektorov bude zapis
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strucne;jsi:
N
1
G = 23" (0165 i 0ns) — (6 [rid | @501)] (290
7,7=1
V takomto zapise si vSak treba pamatat, od akych premennych jednotlivé funkcie za-
visia a dodrziavat zavedené poradie.

Skonstruovali sme teda cely funkcional Eyr = G + G® + L pre vypocet energie
zakladného stavu:

N ] . 3
Eur[¢] = Z<¢i|h’¢i> + 3 Z (¢i0; ‘7“1 1‘ Gidj) — B Z Gi¢; ‘7»1 1‘ 6:61)
i=1 =1 =
. j
ij=1

(291)

Jednocasticovy ¢len. Prvy clen predstavuje sumu jednocasticovych energii, ¢o su
kinetické energie elektronov plus ich potencialne energie v danom vonkajsom poli,
t. j. v potenciali Doy (7).

1
Dvojcéasticovy ¢len +— .... Aby sme spoznali fyzikalny vyznam druhého ¢lena, roz-

pisSme si ho detailnejsie, pomocou priestorovych integralov a s¢itavani cez spinové
suradnice. Na chvilu sa pritom vratime ku SI stustave. Spinorbitaly si explicitnejsie vy-
jadrime vo zvycajne faktorizovanom tvare

¢i(x) = pi(F)x:i(o) (292)

kde (zvycajné priestorové) orbitaly su ortonormované a spinové funkcie tiez,* po-
zri (212). Potom, rozmiestniac integraly, sumy a dalSie symboly ¢o najpraktickejsie,

B Aj ked teda by sa mohlo zdat, Ze tam méze byt N roznych spinovych funkeii x1, xo, ..., X, v sku-
to¢nosti kazda z nich je len bud x4 alebo x_, v inom znaceni x 41 alebo x_;.
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dostavame

1 (—e)?
2. ¢len (291) = d’r, d? —
clen ( Z/ nd'ra GG () o e A7) X
X Z Z X; (01)x; (02)xi(01)x;(02)
0'1 +1 o9=%1
1

(293)
Na druhom riadku napisana spinova dvojsuma je rovna 1 kvoli normovanosti spinovych
funkecii; napr. pre elektron so suradnicou oy mame ) _ ., x;(01)xi(01) = 1 pre kazdy
index i. Vyraz
— ep; (M)@i(71) = pi(71) (294)
sa da v kvantovo-mechanickom zmysle*® rozumiet ako hustota elektrického naboja
vytvarana elektrénom 1 v orbitali ;. Uplne obdobne vidime v (293) aj hustotu p;(72).
2. ¢len rozpisu (291) sa preto da vyjadrit takto:

N - .
Z gbng] ‘7’1 1} ¢1¢J _ Z /dgT d3 4 1 Pi(fl)/%’_(}ﬁ) (295)

1
drey 2 ey | — T
t,j=1

Vidime, Ze integral tam vystupujici nie je ni¢ iné ako elektrostatickd Coulombova
energia interakcie dvoch nabojovych rozlozeni s priestorovymi hustotami p;(7) a
p;(72). Teda ¢isto klasicky prispevok, dobre znamy aj zo zékladného kurzu fyziky!
Z tychto dévodov sa vyraz (integral)

m—ifﬂ @i(T1)p;(12) > 0

(296)
nazyva Coulombov integral [8, 11] (alebo aj coulombovsky). Dostali by sme ho aj
v HM [prip. ¢f. (E.13)]. Z jeho zapisu pomocou integralu v (295) vidno, ze kvoli sa-
hlasnym znamienkam interagujicich nabojov je naozaj kladny. Zhrnme diskusiu vy-
razu (295) inymi slovami: predstavuje elektron-elektronovu elektrostatickti coulom-

bovsku repulziu (energiu) danej /V-elektronovej sustavy.

Jij = (¢ |ris| diy) | = /d3r1d3r2 ©; (T1) 5 (72)

0% (7); () nie je klasické hustota, ale hustota pravdepodobnosti v zmysle 1. postulatu QM. V ob-

dobnom zmysle je potom —e|p; (7]? ndbojova hustota.
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Dvojcasticovy ¢len —— .... Skusme este podobnym postupom najst vyznam tretieho

¢lena rozpisu (291). Ziskame tak vysledok

RN 1 4 s ) () 0y () i)
2 Z <¢z¢] ‘7”1 ‘¢j¢l - Z XiXj /d Tld T2 = =
i,7=1 j=1

|71 — 7%

(297)
Sucinitel d,,,, sa tam objavil z prispevku spinovych funkcii vdaka ich ortogonalnosti
a normovaniu.*’ Tentoraz sa z orbitalov nedaju jednoducho dostat hustoty. Treti ¢len
rozpisu (291) preto nema ziadnu jednoducht klasicku interpretaciu. V popise sa objavil
ako dosledok antisymetrie vinovej funkcie identickych fermionov, co v HM nie je. Je
to teda Cisto neklasicky prispevok. Integral

Kij = <¢’L¢j |T1 1| Qb]gbz

— b, / i dry o () 01 (7%)

1 (298)
— (T >0
’F]_ - ?72’ 90](7“1)(10 (Tz) -
sa nazyva vymenny integral [8, 11]. Bez dokazu sme uviedli, Ze pokial je nenulovy,
tak je kladny [7], podobne ako je vzdy kladny aj Coulombov integral. V porovnani
s Coulombovym integralom ma vymenny integral napravo od 1/r15 vymenené indexy
¢, j na spinorbitaloch.

Zaratanie antisymetrie teda vedie ku vymennému integralu, ktory znizi celkova
energiu, a preto Hartreeho-Fockova metéda dava nizsiu, ¢ize lep$iu energiu zaklad-
ného stavu, nez by dala Hartreeho metoda, v ktorej vymenné integraly nevystupuju.
Pouziva sa aj pojem vymenna interakcia. Nesmie sa vSsak mylne chapat ako nejaka fy-
zikalna interakcia, ale len ako isty sposob alebo pojem, ako reprezentovat prislusny
prispevok do celkovej energie sistavy popisanej jednodeterminantovou vlnovou fun-
kciou [7].

47V dbec to nie je zlozité ani tazké dostat, len treba dosledne postupovat:

> Xie)x(e)xio)xilo) = D xilo)xi(o1) Y X (02)Xi(02) = Gy,x,Oxsx =

o1=1109=%41 o1=%+1 oo==41

)

XjXi
= 5>(in

Krutenou zavorkou oznacena suma je teda nenulova len vtedy, ked spinova funkcia pre spinorbital ¢;
je taka ist4, ako spinova funkcia pre spinorbital ¢;. A samozrejme, hodnota tejto sumy uz nezavisi od
7iadnej spinovej siradnice, je to len ¢islo (0 alebo 1). Zvy$nt sumu, ti cez o1, vyéislime tak isto.
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Faktor 0., v (297) spbsobuje, Ze do vymennej interakcie prispievaji len spi-
norbitaly s rovnakymi spinmi. Vymennu interakciu a vymenny integral ani nema
zmysel uvazovat pre elektrony ¢i spinorbitaly s réznymi spinmi.

Intuitivne modZeme efekt zniZenia energie ¢iastocne pochopit ako désledok Pauliho
repulzie: dva elektrony s rovnako orientovanymi spinmi sa musia lisit ¢imsi inym, inak
by porusovali Pauliho vylucovaci princip. Lisia sa teda svojimi priestorovymi vlno-
vymi funkciami, ktoré su také (medzi sebou odlisné, dokonca navzajom ortogonalne),
ze tieto elektrony oddaluju od seba. Tym znizuja ich coulombovsku elektrostaticku
energiu a nasledne aj celkovu energiu sustavy. Dosledné pochopenie znizenia energie
by vsak muselo ratat aj s energiami elektrony-jadra. Preto je vyssie uvedena interpre-
tacia nepresna.

Nakoniec pripominame, Ze aj ked je vymenna interakcia neklasickej povahy, predsa
len je odvodena od klasickej elektrostatickej interakcie, lebo aj vo vymennych integra-
loch je faktor 1/|r, — 73|. Prislusna energia je predsa ista ¢ast kvantovo-mechanicke;
strednej hodnoty operatora potencialnej energie elektronov.

Posledny ¢len funkcionalu Eyr - vystupuje len kvoli zabezpeceniu ortonormova-
nosti spinorbitalov. Ak je ta dosiahnuta, je nulovy.

Podmienka j # % vo vyssie sa nachadzajucich dvojsumaciach uz nie je nutna. Vi-
diet to z toho, Ze vyrazy <¢i¢j ‘7“1_21‘ ¢i¢j> a <¢iq§j ‘7“1_21‘ ¢jgbi> vo funkcionali Fyr sa
pri j = 7 navzajom odcitaju. Ich nefyzikalnost teda nevadi a ak sa nam to bude hodit,
budeme uvazovat sumacie bez podmienky j # i. V tejto suvislosti sa pozrime, ako sa
zmeni coulombovsky sucet (295), ak zaratame aj prispevky s 7 = i. Sumacie cez i, j je
pre tento ucel vyhodné presunut napravo za integraly a spoéitat (uz bez ¢iarky pri ) )

N

S pi)ps() = p(F)p(F) (299)

ij=1
kde
N
p(F) = pi(7) (300)
=1

je celkova nabojova hustota od elektrénov. Takto navyseny coulombovsky prispevok
do Eyr sa da teda vyjadrit

N — .
1 1 Z <¢1¢J |T1_21| ¢l¢]> _ % /d3,,,,1 d3r2 1 p(ﬁ)p(’f?) (301)
=1

Amey 2 £ 4meg |y — 75|
27]
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V kontexte metdd elektronovej struktuiry sa tato veli¢ina nazyva Hartreeho energia. Je
to opét elektrostaticka interakcia nabojovej hustoty, ale tentoraz celkovej, ¢ize obsa-
huje aj nefyzikalny prispevok interakcie elektronu samého so sebou (tzv. self-interak-
cia).

Minimalizacia funkcionalu (a energie). Chceme zistit, pri akych funkciach ¢; bude
funkcional Fyr minimalny. Ide o nieco analogické ku hladaniu minima funkcie, kedy
sa funkcia derivuje. V minime funkcie je nulovy jej uplny diferencial. Tu vSak mame
hladat minimum funkcionalu. Preto budeme funkcional Eyy varirovat, ¢o znamena, ze
skusime, ako sa zmeni pri malej zmene funkcii ¢;, od ktorych zavisi. Uvazujme takuato
variaciu funkcii ¢;:

bi —> ¢ +0¢; (302)

Potom sa funkcional zmeni takto:

Eurl¢] —  Eupl¢ + 00| = Exr[¢] + 0 Enr (303)

a obdobne sa to da pisat aj pre jeho jednotlivé zlozky GV, G?) a L. Pre stcet jedno-
Casticovych integralov v sume (288) teda mame

GVl — GVlp+01= 3 [0+ 660" KD 0+ 50 =

GWle +Z/6¢> ¢zdx+2/ ) ¢il*d¢idz + (304)

J/

5g(1)

+ ¢leny 2. radu v d¢y, , ktoré st zanedbatelné

Viimnime si, ze druhy ¢len v G je komplexne zdruzeny (k.z.) ku prvému. Tak do-

stavame
N

0G0 = (9| h|¢n) + k.z. (305)

i=1
Aj pri pocitani s dvojcasticovymi integralmi budeme miestami kvoli stru¢nosti vyne-
chavat pisanie argumentov funkcii ¢. Opét pripominame, Ze si pritom treba pamatat,
ktora funkcia zavisi od x; = 77, 0; (strucne ¢) a ktora od z;. Pre variaciu sumy dvojcas-
ticovych integralov (289) dostavame postupom podobnym nez vyssie, len zloZzitejsim,
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toto [pricom vyuzijeme, Ze r;; = r;; a Ze sumacné indexy modzeme lubovolne preme-
novat, aj vymenit (¢ <> j) medzi sebou]:

G 3 Josr0; Lty dndrn+ 3 [ 6165 = 60i0, dnyd

zyl 1]1

(306)
Sy Jo6105 o0 dnidn = > [ 616] - 50,61 dor o
1,j=1

3,7=1

Vsimnime si, Ze druhy ¢len na kazdom riadku je komplexne zdruzeny k prvému. V struc-
nom znaceni tato variaciu zapiSeme takto:

N N
0G® = [Z (6 BT 1|¢z ¢J> tkz - [Z (66 bl 1|¢J i) +k.z. (307)

Aby sme spocitali aj variaciu funkcionalu Fyy, nielen G, zostava este spocitat variaciu
¢lena s Lagrangeovymi multiplikatormi, pozri (287). T4 sa pocita lahko a je

N
— " N (00iles) + k. (308)

ij=1
Teraz uz vieme napisat, Comu sa rovna variacia celého funkcionalu Fyf, ¢ize hodnota
dBur = Eupl¢ + 0¢] — Eurlo] = 6GW +6G% + oL (309)

Potrebujeme na to zozbierat vysledky (304), (306) a (308). Dostavame

N N

0By =Y _ (063 |h|) +Z (s §5lria 0 65) = D" (665 &5lriz' |05 6)
’L;l 3,7=1 3,5=1 (310)
=) Nij(ddilss) +kez.
7,7=1

100



¢o si radsej prepiseme pomocou integralov a hned aj vytkneme spolocné casti vlavo:

SEwr = ﬁ:/dxl 5¢;(1){
Dex(1 +Z/ﬁm )t du(1) 652 Z/mm )i 65(1) 6:(2)

- ZM (1) (311)
] + k.z.

kde k.z. oznacuje ¢leny komplexne zdruzené s predoslymi. Stale piseme ciarky na su-
mach, teda vynechavame sumovanie cez j = i, i ked to uZ nie je nutné.

Ako sme povedali uz skor, snazime sa hladat, pri akych funkciach ¢; je funkcional
Eyr minimalny. Tak ako pri funkcii je v okoli jej extrému nulova prva derivacia, ¢ize
v prvom rade nulova zmena, tak pri funkcionali je v okoli jeho extrému nulova variacia.
Preto kvoli nadjdeniu minimalizujacich spinorbitalov ¢; pozadujeme

Aby toto bolo splnené pre Iubovolné malé variacie d¢;,
vyraz v hranatych zatvorkach (311) musi byt nulovy. (313)

Skor nez nulovost vyrazu v hranatych zatvorkach zapiseme, zavedieme si dva dolezité
pojmy a ich znacenia, aby sme mohli vhodne zapisat integraly cez x» v hranatych
zatvorkach v (311).

Coulombov operator. Vyraz

1

|,,,1 —T2| (,0]( 2)

50) = [ 0,@)|= [ & @)

nazyvame Coulombov operator. Jeho nazov pochadza z toho, Ze vyjadruje (v atomo-
vych jednotkach) coulombovsku elektrostaticka energiu elektronu nachadzajiaceho sa
v mieste 7 s elektronovym oblakom, ktory je vytvarany vlnovou funkciou ¢,. Z for-
muly (314) vidno, Ze je to operator vyjadreny realnymi Cislenymi hodnotami; je to
realna funkcia premennej 7;. Coulombov operator je teda hermitovsky.
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Vymenny operator. Druhy c¢len v hranatych zatvorkach v (311) je zlozitejsi nez prvy.
Prislusny operator definujeme len nepriamo, pomocou posobenia na spinorbital. Forma
tohoto operatora bude vyzerat dost umelo a je motivovana tym, aby sa rovnice dali jed-
noducho zapisat. Hranaté zatvorky v nasledovnej definicii (to je ta zaramovana cast)
nie su nutné, ale st vhodné kvoli sprehladneniu.

G0 = | [ @) 6m)] o] -

(315)
= {5ij¢ /d37’2 ©;(75) |a—1~| %(FQ)} ©;(T)x;(01)

rL—re

Operator Iéj sa nazyva vymenny operator. Jeho nazov pochéadza z toho, Ze sa nachadza
v tom ¢lene funkcionalu, ktory vznikol vymenou stiradnic dvoch elektrénov. Pritom-
nost tohoto operatora pochadza z nerozlisitelnosti elektronov a z poziadavky antisy-
metrie vlnovej funkcie, a je teda neklasickej povahy. Zaroven je to vsak prejav elek-
trostatickej interakcie, kedze v tomto operatore sa nachadza vyraz ry, . Aj ked sa moze
zdat, Ze operator Iéj by mal vo svojom oznaceni niest aj index ¢ funkcie, na ktoru p6-
sobi, nie je tomu tak.* léj(l) hocijaka funkciu, na ktora posobi, spracuje tak, ze ju

Formalne vyjadrenie symbolu K ; zavisi od i-teho spinorbitalu a preto by sa mohlo zdat, Ze vymenny
operator by mal dostat aj index i:

K0 = | [ @ o) S

¢i(1)
Pre lepsie pochopenie vymenného operatora si uvedomme, Ze moéze posobit na hocijakd funkciu, nie-

len na spinorbitly ¢;. Uvazujme najprv lubovolnu funkciu ¢(x) vyjadritelna ako linedrna kombinécia
nasich spinorbitalov:

(316)

N
r) = ch@c(ﬂ?) (317)

Potom pdsobenie vymenného operatora na ¢(x) vyjadrime vdaka jeho linearnosti takto:

N R N
=> ak;Mér(1) = a U dzs ¢3(2) 115 ¢k(2)] ¢;(1) =
k=1 k=1

N (318)
[/dxﬂﬁ (2 )7"12 chﬁbk@)] (1)
k=1
tj.
K (1)6(1) = [ [ a2 ¢<2>} b5 (1) (319)
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preintegruje cez x a vyrobi aj funkciu ¢;(1). Je to teda operator, ktory zavisi od ¢;,
definovanym spdsobom spractiva hocijaku dant funkciu (napr. ¢;) a nie je dovod, aby
sme do oznacenia operatora kladli symbol funkcie, na ktora prave posobi. Priamo z de-
finicii 3 a 4 v odseku 1.2.4 vieme [ahko dokazat, Ze aj vymenny operator je hermitovsky.

Hartreeho-Fockove rovnice. Rovnost (313) teraz vieme zapisat takto:

h(1) + Z’fj(l) - Z K;(1)| 6s(1) = Z ij 6;(1) (320)

Tato sdstava rovnic sa nazyva Hartreeho-Fockove rovnice (HFR) [7]. Bude sa dat este
zjednodusit na tzv. kanonicky tvar, v ktorom je \;; o< ¢;;, a teda s¢itavanie na pravej
strane vypadne. Clen v hranatych zatvorkach sa nazyva Fockov operdtor:

F) = (1) + 37 [ F0) - K50 (321)

J=1

Ako sme uz vyssie spomenuli, nie je nutné v sumach vynechavat hodnoty j = . To je
dolezité, lebo potom v HFR, ktoré teraz mdzeme strucne zapisat

f(D)ei(1) = Z Aij ¢5(1) (322)

na kazdy spinorbital ¢; pdsobi jeden a ten isty Fockov operator i

'Nakoniec si eSte uvedomme, ze Fockov operator je hermitovsky. Vyplyva to z toho,
ze h(1), J;(1) a K;(1) st hermitovské operatory.

Riesenie HFR. Self-konzistentné pole. HFR predstavuja sastavu NV integralno-diferer
rovnic pre nezname funkcie ¢;. Vyriesenim tychto rovnic teda najdeme funkcie, ktoré

Vidno, Ze ni¢ nam nebrani rozsirit definiciu vymenného operatora tak, aby mohol pésobit na hoci-
jaku funkciu premennej x1, nielen na vyssie zavedend linedrnu kombinaciu (317). Pésobenie vymen-
ného operétora K;(1) teda treba rozumiet tak, ze vytvori spinorbital ¢;(1) a este ho vynéasobi Cislom
[ 65(2) 15 ¢(2) dzo. Toto &islo teda zavisi od funkcie, na ktord K (1) posobi.

“To je podstatny rozdiel a mozno prekvapivo aj zjednodusenie oproti Hartreeho rovniciam (E.29).
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minimalizuji funkcional Eyr. Hodnota tohoto funkcionalu v takom pripade je pribliz-
nou energiou zakladného stavu ststavy. V tejto prednaske nemame dostatok ¢asu po-
riadne sa venovat sposobom riesenia HFR, takze si ich popiseme len v najhrubsom
nacrte.

HFR sa v principe sa riesia pomocou postupnych iteracii: na zaciatku si zvolime
nejaké startovacie funkcie

A T ) (323)

Napr. ak riesime HFR pre atom, tak za gbgo) mozeme zvolit presne zname vlastné spinor-
bitaly pre vodiku podobny ién. Z tychto startovacich funkcii uréime zaciatocny Fockov
operator (ktory je urcite este velmi nespravny). Pomocou neho (blizsie nepopisanym
spdsobom) najdeme spresnené (ale stale velmi hrubé) spinorbitaly

¢1 7¢2 P ]\1/) (324)

Pomocou nich znova zkonstruujeme Fockov operator; tentoraz by uz mal byt trochu
blizsi presnému. A tak dalej iterujeme, az raz skoncime, a to napr. vtedy, ked rozdiel
medzi vystupmi po sebe iducich iteracii bude zanedbatelny. Vtedy uz budu spinorbi-
taly ¢; konzistentné s Fockovym operatorom. Vysledné elektrostatické pole od uvazo-
vanych elektronov nazyvame self-konzistentné pole (SCF); pojem samostihlasné pole sa
pouziva menej c¢asto. Kazdy elektron sa teda pohybuje v tomto SCF. Je to vlastne pole
vzniknuté QM ustrednenim pola od ostatnych elektronov a este je tam zapocitané aj
pole od jadier. PouZiva sa, a to aj v $irSom vyzname, pojem stredné pole.”®

Alternativnym a dnes Coraz castejsie praktizovanym spdsobom riesenia HFR je
priama minimalizacia HF funkcionalu. Vyhodou tejto metody je jej vyssia robustnost,
kedZe ide o priame pouzitie varia¢ného principu.

Energia zakladného stavu. Tato energia je dana minimom funkcionalu (291). Kedze
¢; su ortogonalne, dostavame (za predpokladu, Ze ide o minimalizujice spinorbitaly)

N N
Ewr =Y (¢ilhlo) + Z (¢idy |ria'| di6s) — = Z (¢iy |ria | ¢500)  (325)
1=1 t,j=1 ,7=1

Ked vyuZijeme vyjadrenia (314) a (315) pre Coulombov a vymenny operator, mézeme
HF energiu zapisat aj takto:

Fr = / dz ¢! () {;a(@ £ [F) — Ky @) } bilx)]  (326)

j=1

Y mean field; aj v Statistickej fyzike
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Rozdiel medzi presnou (ale nerelativistickou) energiou a Hartreeho-Fockovou energiou
sa nazyva korelacna energia:

Ecorr - EO - EHF < O (327)

(Tu mame na mysli len zakladny stav.) Jej velkost je v porovnani s velkostou celko-
vej energie F, mala, radovo napr. jedno percento z celkovej energie. Napriek tomu
byvaju efekty spojené s elektronovou korelaciou dolezité. Urcenie energie a vinovej
funkcie zakladného stavu nad ramec HF metody je pri studiu elektronovej struktury
stale velkou a zdkladnou vyzvou. Pri velkych sastavach (velké molekuly, klastre alebo
krystaly) sa Casto stava, Ze ani sicasné metddy a vypoctové prostriedky neumoznia
uspokojivo vypocitat energiu a vlnovu funkciu zakladného stavu daného systému.

9.4 Matematicka odbocka: Maticové reprezentacie, unitirne trans-
formacie

Maticové reprezentacie.

Majme sadu navzajom linearne nezavislych funkcii ¢,, tvoriacich uplnu sustavu fun-
kcii; uplnu asponl v tom zmysle, Ze pomocou ich linearnej kombinacie vieme s pozado-
vanou presnostou vyjadrit lubovolnu funkciu, ktord pri §tudiu daného problému vyjad-
rit potrebujeme. Tt sustavu (sadu, postupnost) funkcii potom nazyvame bdza. Samotné
funkcie volame bazové funkcie. Okrem linearnej nezavislosti predpokladajme aj ich vza-
jomnu ortogonalnost a normovanost na 1:

/(P:nspn dr = <50m|90n> = Omn (328)

pricom integrujeme cez bliZsie nespecifikované premenné, od ktorych tie funkcie zavisia.
Tych integraénych premennych mdze byt vela a nemusia byt len spojité (ako napr. z,
Yy, %), ale mdzu byt medzi nimi aj spinové siradnice, v pripade ktorych sa sumuje, nie
integruje. Symboly ako napr. ¢,, nazyvame funkcie. Zavisia od konkrétnych premennych,
napr. z, y, z. Abstraktné zapisy ako |, ) nazyvajme vektory.

Uvazujme [ubovolny linearny operator A. Pésobme nim na Iubovolnt funkciu f
takd, ktora sa da vyjadrit ako linearna kombinacia bazovych funkcii ¢,,. Vysledkom bude
nejaka ina funkcia. Oznacime si ju g:

Af =g, tj Alf)=lg) (329)

Kedze {(,} je uplna sistava, aj g sa musi dat vyjadrit ako ich linedrna kombin4cia.
Zapis$me to pre obe tie funkcie takto:

f = Z fn@nv 9= Zgn@n (330)
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kde f,, a g, st koeficienty v tych linearnych kombinaciach (rozvojové koeficienty).’!
Dosadme tieto rozvoje do (329). Dostaneme

Aan‘Pn = Zgn@n

Linearny operator prejde cez rozvojové koeficienty (nejaké komplexné ¢isla) trividlne
podla Definicie 2 (10). Tak dostaneme

> FaAen = gnn (331)

Posobenim A na bazovi funkciu n, vznikne funkcia Agon, ktoréa sa tiez da zapisat v danej
baze: R
App =" Agn o1 (332)
k
Prislusné rozvojové koeficienty sme teda oznaéili Ay,,. Index n je tam potrebny, lebo ide
o rozvoj funkcie ,,. Pri pésobeni A na int bazovu funkciu, napr. na ,, by sme totiz

dostali iné rozvojové koeficienty (Ag,), a preto ich treba oznacovat aj indexom bazovej
funkcie, na ktort pdsobia. Dosadme rozvoj (332) do (331):

DI Aknok =D Gnn
n k n
Prenasobme tuto rovnicu zlava funkciou ¢}, a preintegrujme:

n k n

VyuZijeme ortonormalitu (328) bazovych funkcii, ¢im dostaneme

> Amnfn = gm (333)

To je sustava algebraickych rovnic, ktoré davaju do vztahu tri rozne sady rozvojovych
koeficientov. Sady koeficientov f,,, g,, definované rovnicami (330) sa daja zapisat aj ako
stipcové vektory. Koeficienty A,,,, zasa tvoria stvorcovii maticu. Ak si pocet bazovych
funkcii oznac¢ime N a indexovat za¢neme od 1, tak posledne napisana sustava sa da za-
pisat aj maticovo-vektorovo:

A ... A fi 9
: : 1= (334)
An1 ... Ann fn gN

Aj (333) je maticovo-vektorovy zapis, ale v zlozkach. Aby sme plne pochopili aj vyznam
koeficientov A,,,, vratme sa ku rovnici (332), ktorou boli definované. Prenidsobme ju

INetreba si ich teda popliest s nejakymi funkciami. Inde sme totiZ symboly typu f,, pouzivali ako
bazové funkcie, pricom rozvojové koeficienty sme znacili inak; pozri napr. stat 6.1.1 o varia¢nej metode.
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zlava funkciou ¢}, a preintegrujme:

/wifnflwndezAkn /wi‘nwk dr = |Amn =/<pi‘nf1<pndf = (pml|Alpn)
k

(335)
Ked teraz porovname abstraktnu rovnost (329) so zapisom (333) alebo (334), mdzeme
skonstatovat, Ze tie maticovo-vektorové zapisy predstavuju istd reprezentaciu abstrakt-
ného zapisu (329). Matica A s prvkami (335) je maticovou reprezentaciou operatora A
v nami pouzitej baze {y,}. Vektor s prvkami f, je reprezenticiou funkcie f v danej
baze. Obdobne vektor prvkov g,,.

Ak chceme explicitne vediet, ako ur¢ime koeficienty f,,, g,, zoberieme defini¢né
rovnice (330), prenasobime ich zlava ¢},, preintegrujeme a dostaneme (po premenovani
indexu)

fnz/wilfdf = (enlf), In Z/wiigdf = (pnlg) (336)

Este sa pozrime na maticovd reprezentaciu stéinu dvoch operatorov: C = AB. Nech
C = AB pdsobi na nejaka funkciu f, nasledkom ¢oho vznikne funkcia h: Cf = h.
V reprezentacii pomocou danej bazy to zapiSeme

> Confn = hm (337)

Ako vyjadrime Cy,, pomocou maticovych prvkov A, a By, ? Pomocou vyjadrenia
Cpn = [ ¢k, AB¢p,, d7 nie je tazké sa dopracovat k vysledku

Cmn = Z Akakn (338)
k

t.j. ide o beZné nasobenie matic, C' = AB, ¢o je aj intuitivne o¢akavany vysledok.

Este dopliime, ze podla Vety 2 — pozri (12) — pre lubovolny linearny operator A, ku
ktorému existuje hermitovsky zdruzeny, plati

drdendr= [Apnyondr = [A= ()] 69

Maticovou reprezentaciou hermitovsky zdruzeného operéatora teda je matica Af, ktora je
transponovana a navys$e komplexne zdruzena ku matici A. V $pecialnom pripade, ak by
sme mali nejaky hermitovsky operator H, t. j. platilo by

HY =H (340)
tak pre ich maticové reprezentacie by sme dostali
H., =Hpm (341)

z ¢coho vyplyva, Ze diagonalne prvky su realne. To je znama a dolezita vlastnost hermitov-
skych matic a uzko suvisi s tym, Ze vlastné hodnoty hermitovského operatora si realne
Cisla.
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Unitarne transformacie.

Definicia 7: Lmearny spojity [2] operator U sa nazyva unitérny, ak k nemu existuje inverzny
operator U 'a plati

Ut =1 (342)
kde 1 je jednotkovy operator.
Cize U~! = U anasledne dostavame, e plati aj UUT = 1. Pre maticové reprezentacie
v nejakej zvolenej ortonormovanej baze potom musi platit

vlv=vut=1 (343)

kde I je stvorcova matica, ktora ma na diagonale jednotky a vSade inde nuly (jednotkova
matica). Vyznamnou matematickou vlastnostou unitarnych operatorov je, ze zachova-
vaju skalarny sicin. Nech | f) a |g) st nejaké vektory. Unitarne transformované vektory

st X .

1) =Ulf), 1) =Ulg (344)
Potom

(19) = [ 79 ar= [ (05)" (0g) ar = [ 701 () ar= [ £gar
teda
{f'l9') = (fl9) (345)
Aj maticovy element nejakého operatora A, teda éislo
(I Alg)

je skalarny sucin, konkrétne sucin vektorov | f) a A|g). Preto sa maticové elementy musia
unitarnou transformaciou zachovavat. Pocitajme, ¢o z toho vyplynie.

(f|Alg) = /f Ang—/f UTUAUT Ug dr—/f UTA'g dr

A/ g/
— [(vs) dgar= [ itg ar
teda
('14lg') = (f1Alg) (346)
Zavedené oznacenie ) o
A —UAUT (347)

teda treba rozumiet ako unitarne transformovany operator A. Operatory sa teda uni-
tarne transformuju tak, Ze ich treba nasobit zlava aj sprava unitarnymi operatormi U
a UT. A tak isto to bude aj s maticovymi reprezentaciami operéatorov: ak A je matica re-
prezentujica operator AaU, U st matice reprezentujice unitrne operatory U, Ut tak
unitarne transformovana matica bude A’ = UA UT. Mimoriadne dblezitou vlastnostou
hermitovskych matic je, Ze sa daju diagonalizovat unitarnou transformaciou. Treba tomu
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rozumiet takto: Nech H je hermitovska matica N X N.Potom ma N vo vSeobecnosti na-
vzajom odlisnych vlastnych hodnoét, oznaé¢me ich &1, ..., En, Podla Vety 4 v ¢asti 1.2.5 st
realne. Prislusné vlastné vektory st stipcové. j-ty vlastny vektor nech ma zlozky znacené
Xij,t€{l,...,N}, asamozrejme aj j € {1,...,N}.
Hyq - Hin le le
: : =g s el N (3499)
Jednotlivé vektory st podla Vety 5 v Casti 1.2.5 navzajom ortogonalne a budeme ich nor-

movat na 1, ¢ize budu ortonormované. Ked naukladame vsetkych N vlastnych vektorov
vedla seba, dostaneme $tvorcovd maticu

X11 . XlN
x=| : : (349)
XNl A XNN
Spomenutu ortonormovanost vlastnych vektorov, konkrétne ¢-teho s j-tym, vyjadrime
takto:
X1 N
(Xioo o Xn) | 0 | =065, teda > X5 Xp; =0y, djef1,2,...,N}
XNj k=1
(350)
Posledne zapisana sustava rovnic ortogonalnosti sa da prepisat do tvaru
N
S (XNaXp; =06,  i,j=12,...,N (351)
k=1

v kompaktnom zapise XX = I, ¢o zodpoveda definicii unitarneho operatora [cf: (342)];
konkrétne teraz mame ten operator reprezentovany pomocou matice X. I je jednotkova
matica®® N x N.Dokazali sme teda tento délezity poznatok:

Vlastné vektory hermitovskej matice tvoria unitarnu maticu.

Sustavu sustav (348) vieme pomocou X zapisat takto:

H11 HlN X11 XlN X11 XlN 51 0

Hyx1 ... Hyn Xn1 ... XnN Xn1 ... XnN 0o ... EN
(352

alebo kompaktne

|HX = Xdiag(€)| (353)

kde diag(&) je matica, ktora ma na diagonéle hodnoty &1, ..., Ex a vsade inde nuly. Vy-
nasobme teraz poslednii rovnicu zlava maticou X . Kedze je unitarna, dostaneme

diag(§) = XTHX (354)

52Po anglicky identity matrix, a nie unity matrix! Tato druh4 je také, ¢o ma jednotky vsade.
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9.5

Diagonalnu maticu vlastnych hodnét hermitovskej matice H teda dostaneme istou uni-
tarnou transformaciou matice H. Konkrétne takou unitarnou transforméaciou, ktorej ma-
tica je rovna (349). Vypocet vlastnych hodnot matice sa preto ¢asto nazyva aj diagonali-
zdcia matice. Pri tom mdZeme pocitat aj vlastné vektory. Zvycajne jednym iterativnym
algoritmom vieme vypocitat tak vlastné hodnoty ako aj vektory [9].

Specialnym pripadom hermitovskej matice je symetricka matica. To je vtedy, ked je

H realna. A obdobne, $pecialnym pripadom unitarnej matice je ortogonalna matica. Aj
tato je realna. Symetricka matice sa teda da diagonalizovat ortogonalnou transforméaciou.

Kanonicky tvar Hartreeho-Fockovych rovnic

Predstavme si, ze HF rovnice (322) mame vyrieSené. Poznime teda jednocasticové
spinorbitaly ¢; a aj maticu A. Spomenme si v$ak, Ze nam $lo o najdenie vlnovej fun-
kcie a vlastnej energie zadkladného stavu mnohocasticovej sistavy definovanej hamilto-
nianom (277), teda o (priblizné) vyrieSenie Glohy H® = E® pre zékladny stav. T mno-
hocasticov funkciu sme hladali v tvare Slaterovho determinantu (274) [alebo (275)] a
priblizna energia zadkladného stavu je uréend minimom funkcionalu (291); sta¢i don do-
sadit najdené optimalne spinorbitaly.

Sktsme skumat, ¢o sa stane s determinantovou vlnovou funkciou @, ak na spinor-
bitaly ¢; uplatnime nejakd unitarnu transformaciu [7].

U ... Uwn o1 ol
: : = (355)
UN1 ce UNN ¢N (bIN

Dostaneme nejaké nové spinorbitaly, ktoré sme si oznacéili ¢}. Struéne, spravili sme teda
transforméaciu

N
{6} — {¢}}, kde ¢ =) Uie; (356)
j=1

Ak4 bude hodnota determinantu ®' poskladaného z transformovanych spinorbitédlov?

Najprv si zapiSme maticu, ktord pouzivame pri skladani Slaterovho determinantu ® podla (275).

Oznaéme ju M:
¢1(1) ... ¢(NV)
M = : : (357)
on(1) ... on(N)
V§imnime si, Ze maticu transformovanych spinorbitalov ¢/} teraz dostaneme maticovym
nasobenim:

Unr ... U ¢1(1) ... ¢1(N) o1(1) ... d1(N)
s z s = -] G
Uni1 ... Unn on(1l) ... on(N) (1) o PN(N)
alebo stru¢ne a s prehodenym poradim stran takto:
M =UM (359)
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Z algebry je zname, Ze pre (Stvorcové) matice plati

det(AB) = det(A) det(B) (360)
Preto
det(M') = det(U) det(M) (361)
R//—/ H(ﬁ_/
o

Pre unitarne matice z definicie plati
Utu =1

Preto
1 = det(U") det(U) = [det(U)]* det(U) = | det(U7)|?

Cize sa da pisat 4
det(U) = e (362)

kde g je nejaké realne ¢islo (ktorého hodnotu sme nezistili, ale ani nie je dolezita). Podla (361)
potom transformovany Slaterov determinant bude

(363)

Cize sa od povodného lisi len o fazovy faktor. Z QM je vsak zname, 7e vynasobenim vl-
novej funkcie ststavy lubovolnou konstantou (velkosti 1 kvoli spravnemu normovaniu)
sa ni¢ na fyzikalnych vlastnostiach sistavy nemeni. Naozaj: ak nejakd U(¢) je riesenim
SchR 5T
t .
n Y _ g ()W (t) (364)
ot

tak vynasobenim tejto rovnice lubovolnou kongtantou napr. tvaru e vidime, ze aj ¥’ (t) =
U(t)e* je riesenim SchR pre ten isty hamiltonian. A uplne obdobne to plati aj pre staci-
onarnu SchR a nas jednodeterminantovy stav ®.

Ak teda HF met6dou najdeme nejaké spinorbitaly {¢; }2¥ a potom z ich fubovolnou
unitarnou transformaciou vypocitame nové spinorbitaly, tak tieto nové budud v principe
tak isto dobrym rie$enim HF rovnic. Naozajstny fyzikalny vyznam ma mnohocasticova
vlnova funkcia, nie jednocasticové spinorbitaly. Tie st len pomocnymi ,stavebnymi teh-
lickami“ na vyjadrenie mnohocasticovej vlnovej funkcie. KedZe energia je fyzikalna ve-
li¢ina, musi sa pri unitarnych transformaciach spinorbitalov zachovavat; je vo¢i nim in-
variantna. Lahko by sme sa o tom presveddili aj explicitnym vypoctom tak, Ze by sme
funkcional Eyr[¢] (291) vypoctitali pre ¢'. Dostali by sme Eyr[¢'] = Enr[¢)].

Ukazuje sa, ze Fockov operator (321) je invariantny (nemeni sa) voci zamene spi-
norbitdlov ¢; za unitdrne transformované ¢),. Ideme to dokazat. Najprv sa pozrime
na ¢len ﬁ(l) vo Fockovom operatore. Tento ¢len od spinorbitalov nezavisi, a teda je, cel-
kom trivialne, invariantny voé¢i ich zmenam. Dalsou skupinou ¢lenov je sticet Coulom-
bovych operatorov. Pocitajme, aky bude, ked ho vyjadrime pomocou transformovanych
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spinorbitalov (356).

N R N N N
S5 =Y [0y )= [an 3 U@ 7 62) =
j=1 j=1 j=1

k=1
N N N N .
— [dn2 3 6@ Y Uil = [dn 36 re! au2) = 32 500)
k=1 =1 k=1 j=1
Okt

Sucet Coulombovych operatorov je teda invariantny voci lubovolnej unitarnej trans-
formacii spinorbitalov. Este overme invariantnost su¢tu vymennych operatorov. To sa
spravi trochu naroc¢nejsie, lebo vymenny operator ma zlozitejsie struktirovani formu;
pozri poznamku 48 pod ¢iarou a rovnice (315), (316), (317), (318) a (319). Pocitajme teda
pbsobenie I@; (1) na Iubovolnu funkciu ¢:

. N
Ki(1)p(1) = Z/dxz ¢;(2) i (2)85(1)
j=1

N N
= Z/du > an,¢n(1)]

Tak isto ako pri dokazovani invariantnosti Coulombovho operatora, aj tu sa suma cez j
da vypocitat, teda

=1

N
> Ufmczﬁfn(?)] 2 6(2)

N
Z U;m an = (;mn
i=1
Tak dostavame

SRS (Ma(h) = 3 K

pre lubovolnt funkciu ¢. Aby toto mohlo byt splnené, musi platit aj
N N
> K1) = K1) (365)
j=1 j=1

Cize aj sucet vymennych operatorov je invariantny vo¢i U. Tak zistujeme, Ze Fockov ope-
rator (321) je tieZ invariantny, ¢o bolo treba dokazat. Zoberme teraz HF rovnice v kom-
paktnom zapise (322) a zapi$me ich maticovo-vektorovo:

¢1(1) )\11 . )\1N d)l(].)
fol = =1 : : (366)
(]51\[(1) )\Nl >\NN ¢N(1)
alebo kompaktne L ~
FMe(1) = Ae(1) (367)



Posledne napisant rovnicu vynasobime zlava unitdrnou maticou a e$te do rovnice vlo-
7ime jednotkovi maticu v tvare UTU (¢im ni¢ nezmenime, ale sa nam tam ta jednotkové
matica hodi):

FMUs(1) = UAUTU 6(1) (368)

Na Iavej strane bolo v poriadku maticu U pozostavajtcu len z ¢isiel prekomutovat s ope-
ratorom f [ f (1) je len jednozlozkovy operator, nie matica ani vektor]. Matica A je her-
mitovska; musi byt, inak by funkcional Fyr nebol redlny, a ten je definovany ako reélny.
Vyssie sme sa naudili, Ze hermitovskt maticu mozno diagonalizovat unitarnou transfor-
méciou. Aj pre nasu maticu A teda existuje taka unitarna matica, ktora nam ta diagona-
lizaciu spravi. Tak dostavame

F(1)¢'(1) = diag(€) ¢'(1) (369)

kde diag(&) je matica, ktord ma na diagonéle vlastné hodnoty matice A a vsade inde nuly.
Ked to zapiSeme v zlozkach a pre jednoduchost znacenia bez ¢iarok, dostadvame

~

f(x)gi(r) = & ¢i(x) (370)

Je to kanonicky tvar HF rovnic.

Dostali sme ho teda pomocou unitarnej transformacie pévodne najdenych spinorbitalov.
Spinorbitaly teda nie st tie isté ako v (320), ale pre jednoduchost ich tu znac¢ime tak isto.
Operator f je vsak taky isty kvoli svojej invariantnosti. Ako sme vyssie povedali, povodné
spinorbitaly davaju td istd energiu Fyr ako tie nové, transformované. Neda sa teda pove-
dat, Ze by jedni boli fyzikélnejsie nez druhé. Ale niektoré (zvycajne tie diagonalizujtce)
mozu byt praktickejsie nez iné.

Najma v kvantovej chémii si HFR zakladom alebo startovacim vypocétom aj pre
viaceré presnejsie (ale vypoctovo narocnejsie) ab initio metody.”
9.6 Interpretacia rieSeni HF rovnic

Aj z tejto Casti si opdt staci pozriet len to, Co je pisané
vacsim fontom.

Rie$enim HF rovnic (370) st spinorbitaly ¢, a vlastné energie &;. Ddlezitym nasled-
nym vysledkom je potom aj priblizna energia Fyr [pozri (325) zadkladného stavu $tu-
dovanej sustavy. Mnohocasticova vlnova funkcia ® sa zriedkakedy vy¢isluje; nie je to

¥Klasicky [ab initié], v neskorsich dobach [ab inicio/i'nicio]; je to pojem (prevzaty z lat.) zauZivany
v odbornej literattire. V angli¢tine sa alternativne pouziva aj pojem first principles a v slovencine z pr-
vych principov; ide teda o metddy, ktoré pocitaju elektronovu Struktiru len zo zékladnych fyzikalnych
zakonov, teda zo SchR, bez pouzitia empirickych parametrov alebo formul. Medzi ab initio patri v prvom
rade Hartreeho-Fockova metdda, ktora je vsak pomerne nepresna, lebo nezahfna korela¢nu energiu.
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potrebné, staci pracovat s jednocasticovymi spinorbitalmi. Pomocou nich sa d4, ako sme
videli, vypocitat energia Fyr i dalsie fyzikalne veli¢iny. Samotné spinorbitaly nemaja
jednoznaény fyzikalny vyznam, ako sme zistili a skonstatovali pod rovnicou (364). Kano-
nické HF spinorbitaly ziskané riesenim (370) nie st o nic¢ fyzikélnejsie ako Tubovolné iné
k nim vztiahnuté unitarnou transformaciou. Napriek tomu bud kanonické spinorbitaly
(alebo len prislusné orbitaly) alebo nejaké vhodné unitarne transformované vykazujuce
ista lokalizaciu v stlade s nasou intuiciou mézu ¢asto byt uzito¢né pre lepsie porozume-
nie chemickych véazieb, alebo aspori umoznit cenné intuitivne nahlady. Ale takéto tvahy
niekedy nemajt dostato¢ny racionalny zaklad.

9.6.1 Orbitalne energie a celkova energia

(Mali by sme hovorit o spinorbitalnych energiach, lebo nami najdené &; prislachaja
spinorbitalom. Ale kvdli stru¢nosti ich nazyvajme orbitalne.)

Z kanonickych HF rovnic (370), v ktorych vystupuje Fockov operator (321), dostavame
N
& = (0ulflos) = (0ulhlos) + D [(6:lT10) — (@ilK;160)] (371
j=1

Orbitalnu energiu & moézme interpretovat ako energiu elektronu obsadzujtuceho stav ¢;
nachédzajiceho sa v elektrostatickom vonkajsom poli plus v spriemerovanom poli os-
tatnych N — 1 elektrénov a minus vymenna energia. Za Coulombov a vymenny opera-
tor dosadime podla ich definicii (314) a (315). Zaroven si aj zavedieme $tandardné kom-
paktné znacenie pre jedno a dvojcasticové maticové elementy, ktoré velmi zostruénuje
z&pis a pouziva sa najméa v HF teérii. Pomerne kompaktné znacenie sme zaviedli uz rovni-
cou (290), najmi v porovnani s (289). Standardne sa vsak v ucebniciach kvantovej chémie
pouziva este struénejsi zapis [7], a to bud ,fyzikalny“ alebo ,,chemicky“. My si uvedieme

ten fyzikalny:
L) = (Gilhlgs) = / dx ¢7(2) h 65(2) (372)
GlkD) = (i londt) = / day dry 6 (1)67 (22) 1t (1) o (a2) (373)

(ijl|kl) = (ij|kl) — (ij|lk) =/dx1 dwy ¢ (21)05 (w2) riy" [dr(21)di(22) — di(w1)dr(x2)]
(374)

Orbitalne energie teraz moZeme zapisat takto:

N

N
(ilhléy + > ((ilig) — (ijlji) ) = | (i|hli) Zwl\w (375)
j=1

Pomocou strué¢ného znacenia zapiseme aj HF energiu (325):

N N

B = S Gilhli) + 5 ° Gill) (376)

i=1 ij=1
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Porovnajme Hartreeho-Fockovu energiu (325) zakladného stavu so suctom vsetkych
orbitalnych energii. Vidime, Ze

N
Bur # ) & (377)
1=1

Energia zakladného stavu teda nie je si¢tom energii jednotlivych elektronov.

N N N
&= ilhli) + > (i) (378)
i=1 i1 ij=1

Je to preto, ze do vyssie napisaného suctu orbitalnych energii vstupuje kazda interakcia
dva krat; chyba tam st¢initel 1/2.

9.6.2 Orbitalne energie a Koopmansova teoréma

Aj z tohoto odseku si staéi pozriet len to, Co je pisané vacSim font

Ideme preskumat fyzikalny vyznam orbitalnych energii.

Najprv si véak uvedomime, 7e Fockov operator (321) ma nekoneéne vela vlastnych fun-
kcii. Vyrie$enim HF rovnic dostaneme postupnosti tych najnizsich N funkcii a prislus-
nych energii, ktoré sme zatial studovali: {¢;, &}V . Vyriesenim HF rovnic viak naj-
deme aj Fockov operator a pre ten méZeme potom pocitat aj cely zvysok vlastnej st-
stavy: {¢i, & }2 v 15 pozri rovnice (370). Podla literatury [7] sa dohodneme na znaceni
indexov takto: Indexy a, b, ... budeme pouzivat pre i € {1,2,..., N}, teda pre najniz-
gich N jednoelektronovych stavov. Tieto stavy popisuja elektrony formujuce Slaterovu
mnohocasticovu funkciu, a preto ich nazyvame obsadené stavy ¢i spinorbitaly. Indexy
r,S,... budeme pouzivat pre ¢ > N, teda pre neobsadené spinorbitaly, ktoré sa zvyknua
nazyvat aj prazdne alebo (najmé v kvantovej chémii) virtudlne. Naozaj: v sistave je len NV
lov méze byt obsadenych, kazdy jednym elektronom. Pripadné vzbudené stavy sustavy
sa potom daja aspon priblizne popisovat tak, Zze vytvorime novy determinant, v ktorom
jeden z obsadenych spinorbitalov ¢, nahradime jednym z prazdnych spinorbitalov ¢,..

Treba si uvedomit, Ze vyjadrenia typu ,elektron obsadzuje hladinu i“ (a ma energiu
&; apopisany je vlnovou funkciou ¢;) st nepresné. V skuto¢nosti je sustava popisana ne-
jakou mnohocasticovou funkciou. Také vyjadrenia v$ak zodpovedaji jednocasticovému
obrazu, ktory HF metdda poskytuje, st aj intuitivne zrozumitelné, a preto je vhodné ich
pouzivat.
S vyuzitim (375) a identity [podla (374)]
(#d]]#) = 0 (379)
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hned vieme napisat

N
Ea = (alhla) + ) (abl|ba) (380)
b;al
N
= (rlh|r) + > (rb||rb) (381)
b=1

V rovnici pre obsadeny stav sme teda mohli zo sumovania vypustit ¢len, ktory by bol aj
tak nulovy.

Uvazujme teraz tri fyzikalne sustavy:

1. Td N-elektronovy, pre ktord sme pocitali zakladny stav HF metddou. Oznaéme
prislusny determinant ket vektorom aj s indexom N a dolnym indexom O (prizvu-
kujicim, Ze ide o zékladny stav). ZapiSme pritom aj prislusne oznacenu celkova
energiu sustavy (376).

N N
o) NEo = (M@ ‘I:I‘ Npy) = Z alh|a) —I—% Z (ab||ab) (382)

a=1 a,b=1

2. (N — 1)-elektrénovu sustavu taku, ktora ziskame vytrhnutim elektrénu z (obsa-
denej) hladiny ¢ zakladného stavu. Ostatné elektroény pritom nechame v takych
spinorbitaloch, a akych su. Prislusny determinant a energiu zapiSme obdobne ako
v predoslom bode:

N-lgp NTE, = (Vo |H| N T1e,) = §Nj h 1§N §Nj b||ab)
|"le.) e = (" e) = _lalhla)+3 (abl|ab)
a=1 a=1b=1
#e #c o
(383)

Je zrejmé, Ze vybranim jedného elektréonu zmenime elektrické pole vo vnutri sd-
stavy a stav |V 1®,) nebude zékladnym stavom N — 1 elektrénovej stistavy ani
v priblizeni HF metody. HF zékladny stav by sme dostali tak, Ze by sme spinorbi-
taly existujicich NV — 1 elektrénov prisposobili novému polu, teda by sme vlastne
museli spravit novy HF vypocet. Stav |N -1 <I>c> vSak ¢asto mdZzeme pokladat aspon
za priblizny (N — 1)-elektronovy zékladny stav.

3. (N 41)-elektronovi ststavu takd, ktort ziskame dodanim elektrénu do (prazdnej)
hladiny r zakladného stavu. Ostatné elektrény pritom opét nechame v takych spi-
norbitaloch, a akych st. Prislu§ny determinant a energiu ozna¢ime podobne ako
v predoslych bodoch, ale energiu vypocitame len univerzalnou formulou platnou
pre [ubovolny jednodeterminantovy stav:

occ occ

) = D tilhlay+ 3 3Gl

i 4,J

}N+1(I)r>7 N+1Er — <N+1q)7- H

(384)
Rozsah occ znamena, Ze sa sumuje cez vSetky obsadené spinorbitaly, nech sua to
ktorékolvek. Konkretizacia pre N + 1 elektronov v hladinach 1,2, ..., N, (...),r
je jednoducha, ale vyzaduje viac pisania.
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Ionizacna energia (niekedy nie prilis vhodne nazyvana ionizacny potencial) atomu,
molekuly alebo i6nu je mnozstvo energie potrebnej na uvolnenie elektréonu z obalu
danej sustavy (atomu, ...).

V ramci jednodeterminantovej aproximacie (ktora je v HF metdde pouzita) by sme
teda za pribliznu ioniza¢nu energiu mohli povazovat energiu potrebnti na uvolnenie elek-
trénu z najvyssie obsadenej (/N-tej) hladiny. Pre ucel interpretacie orbitalnych energii
v$ak uvazujme uvolnenie elektronu z Tubovolnej z prvych N hladin. Takto $irsie defino-
vanu ioniza¢nu energiu je

I="N"1g, - Vg, (385)

Jej vypocet na zklade vyjadreni (382), (383) a (379) nie je tazky ani zdlhavy. Vyuziva aj
identity

(ijlkl) = (jiltk),  (ijl|kl) = (jil|lk) (386)

vyplyvajice z definicii (373) a (374). Vysledkom je

= ¢ (387)

Obdobne sa definuje aj elektronova afinita; ked pridame do molekuly dalsi elektron,
energia molekuly sa zvycajne znizi. Cim viac sa znizi, tym viacsia je elektronova afinita,
¢o je vtedy kladna hodnota.

Takze jej definicia v ramci HF teorie je

A= Ng, — N+igr (388)

Vypocet opit nie je tazky a vysledkom je

()

Vyjadrenia (387) a (389) pre ioniza¢nu energiu a elektronovu afinitu tvoria obsah Koop-
mansovej teorémy. Z dévodov, ktoré tu nebudeme vysvetlovat, su ionizacné energie
podla (387) pomerne dobrym priblizenim ku experimentalnym hodnotam, zatial ¢o
elektronové afinity podla (389) st zvycajne uplne nespravne, dokonca casto vycha-
dzaju zaporné, i ked by mali byt kladné [7].

Délezitou velicinou je aj elektronegativita EN atomu alebo molekuly. Mullikenova
definicia je takato:

EN — # (390)
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9.7 Spin-restricted a unrestricted varianty HF metody

Pri rieseni HFR sa nezname spinorbitaly rozvina do istej bazy znamych funkcii
a hladajua sa koeficienty toho rozvoja. Ako sme videli, HFR sa dali previest na tvar (263)
z motivacnej Casti 9.1. [Je to dokonca jednoduchsi tvar nez (E.29) pri HR, lebo v (263)
je efektivny hamiltonian rovnaky pre vsetky spinorbitaly, nema teda index i.] To ve-
die na predstavu energetickych hladin &; a tiez na predstavu, zZe elektron s vlnovou
funkciou ¢; obsadzuje energetickt hladinu &;. Casto byva pripadom, Ze tie hladiny su
dvojnasobne degenerované, teda

81:52, 83284, ......... y nglng

a spinorbitaly ¢, ¢ sa pritom lisia len v spinovej casti; podobne spinorbitaly ¢s, ¢4
maju rovnaké priestorové Casti a lisia sa len spinovymi. A tak dalej pre vsetky ostatné
pary spinorbitalov (ak ich vhodne oc¢islujeme). Inymi slovami, kazda energeticka hla-
dina je obsadena dvomi elektronmi, ktoré sa lisia len svojimi spinmi. Jeden ma spin
»hore®, druhy ,dole”. Hovorime vtedy, Ze ststava (atom, molekula ¢i krystal) vykazuje
spinovii degenerdciu. Potom teda treba hladat len N /2 nezndmych priestorovych or-
bitalov. Ak z takéhoto alebo akéhokolvek iného dévodu pri rieseni HFR nanatime rov-
naké priestorové ¢asti dvojiciam spinorbitalov, hovorime o spin-restricted Hartree-
Fock teorii (alebo struéne len restricted HF). Da sa dobre pouzivat najmi pre sustavy
s parnym poctom elektronov (ale nie vSetky). Restricted HFR zapisané v konkrétnej ne-
ortogonalnej baze (napr. v baze gaussovskych funkcii) sa nazyvaju Roothanove rov-
nice. Ak pri rieSeni HFR nepozadujeme identické pary priestorovych orbitalov, hovo-
rime o unrestricted HF metode alebo teorii.

10 Homogénny plyn elektrénov

Pre chemické reakcie a elektricktl vodivost su ddlezité najma valencné elektrony
atomov ¢i molekdl, a to aj atomov v ,rozlahlych sustavach®>* Medzi takymito latkami
maju dolezité miesto vodivé krystaly, teda bezné kovy (ktoré sa zvycajne neskladaju
z jedného monokrystalu, ale na staddium mnohych vlastnosti casto staci uvazovat jeden
krystal daného materialu). Najjednoduchsimi kovmi s lahsie prvky 1. skupiny Mende-
lejevovej periodickej tabulky: alkalické kovy Li, Na, K. Ich atémy maja len po jednom
valen¢nom (vonkajsom) elektrone. Ich najvyssia elektronova supka je tak podobna na
Supku atomu vodika, ktora je 1s!. Napr. lititum ma supky 152, 2s, ¢iZe vonkajsia supka

Zauzivany anglicky pojem je extended systems. Mdzu to byt napr. krystaly, ¢o st kondenzované
latky s periodickym opakovanim istej skupiny atomov. Ale mozu to byt aj neperiodické pevné latky,
ktoré sa Casto daju oznacit ako amorfné.
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je zaplnena len do polovice. Vnutorna je Gplne zaplnena (t. j. je uzavreta) a preto rela-
tivne stabilna, inertna. Alkalické kovy sa nazyvaju aj jednoduché.

Ak je atomov v sustave mnoho, valen¢né elektrony sa v nich len slabo viazané,
Tahko preskakuju z atdbmu na atém a tak sa pohybuju po celej krystalovej mriezke.
Neda sa povedat, ze niektory valen¢ny elektron by bol viazany na konkrétny atom.
Ak ide o jednoduchy kov, tak vsetky valencné elektrony su takto slabo viazané a ich
energie su z istého suvislého intervalu energii (vodivostny pas). Vodivostné elektrony
v zdkladnom stave (idealne pri teplote 7" ~ 0 K) obsadzuju len spodnu polovicu ener-
getickych hladin vodivostného pasu.

Kov je ako celok za beznych podmienok elektricky neutralny. Vdaka pohyblivosti
vodivostnych elektronov je ich priestorové rozlozenie také, ze elektricka neutralnost
je zabezpecena aj lokalne. Vyznamna odchylka od lokalnej neutrality v kove za bez-
nych podmienok ani nie je mozna, lebo na to nie je dostatok energie. V blizkom okoli
kazdého elektronu je teda kompenzujaci kladny naboj. Preto je Coulombova interakcia
medzi elektronmi vyrazne tienena. V najhrubsom priblizeni sa na elektrony dokonca mo-
Zeme pozerat ako na vzajomne neinteragujiice. Pre pochopenie niektorych zakladnych
vlastnosti kovu teda staci vodivostné elektrony uvazovat ako plyn neinteragujicich
(nezavislych) elektronov.

10.1 Neinteragujice elektréony

Uvazujme homogénny plyn neinteragujucich fermidénov so spinom 1/2 zaberajuici
makroskopicky (dostato¢ne velky) objem. Chceme vypocitat ich celkovi energiu. Po-
vahou to urcite bude kineticka energia, kedZe potencialnu neinteragujice Castice ne-
mozu mat. Ich vzajomna nezavislost znamena, ze nam bude najprv stacit preskimat
vlastnosti jedného takého elektronu. Je zrejmé, Ze ak je priestor, kde sa tie elektrony
nachadzaju, dostatocne velky, je jedno, ¢i ma ten priestor tvar kvadra, gule, kocky atd.
Na dostatocne velkej casti uvazovaného priestoru sa vinova funkcia takého elektronu
- volnej ¢astice — bude dat popisat ako rovinna vlna:

1/}%(7?) — AeiE.F — Aei(kz:r+kyy+kzz) (391)
a prislusna vlastna energia bude
h2k?

A je blizsie neurcena normovacia konstanta. KedZe teraz predpokladame skuto¢ne ne-
zavislé castice, a nie také, ktoré by interagovali aspon cez ustrednené pole v HF metdde,
tak celkova energia plynu bude sictom energii jednotlivych ¢astic [cf. (377)]. A mno-
hocasticova vlnova funkcia bude Slaterovym determinantom z jednocasticovych. Je tu
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vsak predsa len jedna podmienka, ktortd musia aj inak nezavislé elektrony respektovat:
Pauliho princip. Z neho pre danu sustavu vyplyva, Ze vinovou funkciou () mézu
v nej byt popisané najviac dva elektrony; ak su dva, musia sa lisit hodnotami spinu.
V dosledku toho teda energeticka hladina £ moze byt obsadena najviac dvomi elek-
tronmi, lisiacimi sa svojimi spinmi. Kedze elektrony v latkach maja pri nizkych tep-

sV v

svve

N
H=)» ——V? (393)
=1

nie je pritomna ziadna interakcia, Pauliho princip predsa len sposobuje, Ze i nezavislé
fermiony aspon ,vedia®, Ze ich susedia uz obsadili niektord hladinu.

Na hodnoty vlnového vektora k nie st ziadne obmedzenia. To méZe viest ku tech-
nickych tazkostiam, napr. ako pocitat sucty cez vsetky obsadené stavy. A tiez aj ako
normovat rovinnu vlnu v nekone¢nom priestore. Bezne sa to riesi zavedenim periodic-
kych okrajovych podmienok (PBC).>® Namiesto nekone¢ného priestoru si predstavime
len isty jeho vysek tvaru (najjednoduchsie) kocky o strane L a na vlnové funkcie na-
lozime spomenuté podmienky:

1/1;;‘(904'[/7 Y, Z) = QZJE('T,y,Z)
VYp(o, y+ L, 2) = Yp(r,y,2) Va,y,z€R (394)
Ve, y, 2+ L) = Ygp(r,y,2)

L

Aby bola prva z rovnic (394) splnena, musi platit

exp{i[kz(z + L) + kyy + k.2]} = exp {ilkox + kyy + k.z]}
2
—  exp(ik,L)=1 = k,= Vm%
kde v, moze byt Ilubovolné celé ¢islo. Obdobne to plati aj pre zvysné dve okrajové
podmienky. Tak dostavame obmedzenia na doteraz fubovolné realne vlnové vektory.
Hodnoty povolené definovanymi okrajovymi podmienkami st
- 2m

ky = T (Vgs Vy, V) Vg, Vy, Vs € 7 (395)

5Z anglického Periodic boundary conditions.
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Tvar vlnovej funkcie zostava samozrejme taky, ako sme ho nasli na zaciatku: (391).
Tentoraz vsak vieme najst aj normovaciu konstantu A, pretoze budeme pozadovat

[P &r =1 (396)
)

kde je vyznadené, Ze integruje sa cez objem 2 = L3. Normované vlastné jednoelektré-
nové vlnové funkcie teda sa

bl iky.7 (397)

1
f'):ﬁe

Prislusné vlastné energie pocitame formulou (392). Cisla v, v, v, méZeme povazovat
za kvantové cisla.

Samozrejme, Ze proceddra zavedenia PBC je umeld. M6zeme sa preto pytat, ¢i vy-
sledky, ktoré za jej predpokladu dostaneme, buda spravne. Najskor si uvedomime, zZe
periodicky sa opakujuci objem €2 sme zvolili velmi velky. Umelé nanutenie, Ze po ob-
rovskej vzdialenosti L vlnova funkcia musi zacat opakovat svoje hodnoty, ma mizivy
vplyv na lokalne fyzikalne velic¢iny kdesi vnutri uvazovaného objemu. Navyse uvidime,
7e tato rukou vlozena umela dlzkova a objemova $kala z vysledkov vypadne, vykrati
sa. V nasich uvahach je teda prakticka, ale jej konkrétna hodnota nie je dolezita. Na-
koniec, ked sa nad PBC neskor lepsie zamyslime, zistime, Ze sme tym len zvolili isté
(pravidelné) vzorkovanie k-priestoru.

Teraz podme spocitat celkovu energiu zdkladného stavu plynu nachadzajiceho sa
v objeme (2; plyn je aj vSade inde, ale my pocitame energiu pripadajicu na objem. V
sulade s tym, ¢o sme povedali pod formulou (392), plati

N
E=) & (398)
1=1

kde N nech je teraz pocet elektronov pripadajici na objem (2. Elektrony obsadzuju
stavy 1. MozZeme si predstavit, ako danych NV elektronov ukladame do kvantovych
$im. Do kazdého stavu umiestnime dva elektrony lisiace sa len spinmi. Kedze takto
budujeme zakladny mnohocasticovy stav sistavy, nemdzeme pri obsadzovani vyne-
chat niektory z jednocasticovych stavov, lebo vysledny N-elektronovy stav by tak

evwe

cez vlnové vektory (395):

E=D> 0:&= >, > > 05, (399)
;

Vgp=—00 Vy=—00 Vz=—00
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kde g;; su obsadzovacie cisla: sii rovné 2 pre obsadené stavy a 0 pre neobsadené. Su-
movat tak formalne moézeme cez vSetky vinové vektory. Mriezka povolenych k-vek-
torov (395) je pri velkom L velmi hust4; susedné vektory sa totiz lisia o 27/ L. Preto
bude v poriadku, ked sumaciu v (399) nahradime integrovanim:

E = Zg,; ng — /d?’k Pr 9x 5]; (400)
Kk

kde
1 Q
Pp = = (401)

2\ 3 83
L

je hustota stavov v 3-rozmernom k-priestore a ako vidno, je konstantna, teda neza-

visla od polohy kv reciprokom priestore. Rozmerovo aj vyznamom je teda p;; pocet
k-vektorov (teda aj pocet stavov ¢;) na jednotku objemu reciprokého priestoru:*®

dN

PE= Bk (402)

Celkovu energiu F potom mdZeme pocitat integrovanim podla (400), pricom obsadzo-
vacie ¢isla g st nenulové len pre vlnové vektory s velkostami do istej maximalne;
hodnoty, ktoru si oznac¢ime kp. Ako vidno aj s uvazenim (392), integrovana funkcia
bude zavisiet len od velkosti vlnového vektora, nie od jeho smeru. Preto bude vyhodné
integrovat s vyuzitim sférickych stradnic v reciprokom priestore:

0 0O ky T 27 21.2
E=— d%g,;é’,;z—/ dkk:Q/ dﬁsinﬁ/ dp2 M
T 813 /o 0 0 2m

8 3
Q [ Q R
= — 81 — = — 4
o3 8T o : dk k' = 1ok (403)
teda )
1 h
E = 0% kp Q (404)

Uvedomime si, ze sme integrovali cez objem gule so stredom v pociatku a polomerom
kg. Objem tejto gule v reciprokom priestore je
4
QF = g ™ kfg

Kde je potrebné, pouzivajt sa (v literatiire) aj inak definované hustoty stavov.
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a je to ten objem reciprokého priestoru, ktory je v zdkladnom stave plne obsadeny da-
nymi N elektréonmi. Pritom na dva elektréony (lisiace sa spinmi) pripada uz spominany
objem (27/L)3. Celkovy pocet elektronov sa teda da vyjadrit

4
N =2 = k3 Q
o\ 3m2 "t
L
Zavedme oznacenie
N
n=1g (405)

Je to hustota elektronov v beznom (hovori sa aj v priamom) priestore, ¢ize zakladny
parameter Studovanej sustavy. Kedze studujeme homogénny elektréonovy plyn, je to
konstanta. Pomocou hustoty teda uz vieme vyjadrit vyssie zavedeny parameter

1/3

kp = (37°n) (406)

ktory sa nazyva Fermiho vlnové ¢islo a je to teda velkost tych vlnovych vektorov, ktoré
sa vztahuji na najvyssie obsadené stavy. Je pozoruhodné, Ze vyjadrenie (406) zostava
v platnosti aj pre interagujice elektrony [12] s hustotou n (ale nebudeme to dokazovat).
Energia energeticky najvyssich elektrénov plynu pri teplote 0 K sa nazyva Fermiho
energia: )
2
& = Mok (407)
2m

Priemernu celkovi energiu E v prepocte na jeden elektron ststavy teraz mozeme vy-
jadrit s vyuzitim formul (404), (405), (406) a (407) takto:

— =& (408)

Vysledok pre celkovu energiu vyjadrent pomocou hustoty elektrénov po jednodu-
chom odvodeni vychadza

3 212/3 h’ 5/3
E:E(?m) —n"Q (409)

Je to kineticka energia, lebo nam vysla pre plyn neinteragujucich elektrénov, ktoré
potencialnu energiu nemdzu mat. Je to sucet kinetickych energii jednotlivych elektro-
nov.
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11 Thomasov-Fermiho model

Formula (409) teda udava energiu neinteragujuceho elektronového plynu v objeme
(2. Model Thomasa a Fermiho (TF) extrapoluje platnost tohoto vztahu aj na pomerne
vSeobecné situacie s nehomogénnou hustotou elektrénov v sustavach, ako su atomy,
pripadne aj molekuly, i6ny a rozlahlé sustavy. Podla tohoto modelu si predstavime
objem sustavy rozdeleny na malé objemy Af). V kazdom tomto objemovom elemente
predpokladame platnost formuly (409), pricom za hustotu zoberieme priemernt hus-
totu v tomto elemente a za jeho objem hodnotu AQ). Pritom tu uz urcite nejde o neinte-
ragujuci plyn, ale Thomas a Fermi napriek tomu robia popisany odvazny predpoklad.
Celkovu kineticku energiu tak dostaneme sé¢itanim cez vSetky objemové elementy A(),
Cize integrovanim cez cely objem sustavy. V atomovych jednotkach (A = m = 1) tato
energia vychadza
3
10
Tty sa nazyva Thomasov-Fermiho funkcional kinetickej energie. Kineticka energia sa-
stavy elektronov sa tu teda pocita iba z hustoty. Aby bolo mozné spravit vypocet

energie zakladného stavu ststavy, treba este pridat aj dalsie zlozky energie. V zéklad-
nom TF modeli [11, 12] sa prida este:

Tre[n] = Cr / B3R &, Cr (37%)*° ~ 2,871 (410)

« Elektrostatick4 interakcia ndbojovej hustoty —en(7) s vonkajsim potencidlom e (7°),
ktory v TF tedrii zvycajne predstavuje potencial vytvarany jadrom atomu; ak vsak
Studujeme zlozitejsiu sustavu, tak je to celkovy elektrostaticky potencial od jadier
plus od dalsich vonkajsich zdrojov:

U (F) = Ay Ut () (411)

I |F_ RI|

Je to presne tak definovany vonkajsi potencial, ako sme to pouzili v HF teorii [ cf. (259)]
ale tam sme ho este vynasobili nabojom elektronu, ¢im sme z potencialu dostali ope-
rator potencialnej energie elektronu v, (7). V SI ststave teda plati

Uext(ﬁ = _euext(F) (412)
My vsak v tomto odseku inak pouzivame Hartreeho atomové jednotky, v ktorych
Vext (T') = —Uext (7). Okrem toho v TF tedrii nepracujeme s operatormi, ale len s kla-

sickymi pojmami, takze operatorovy symbol 0y tu ani nepotrebujeme.

« Klasicka Hartreeho energia popisujuca elektrostaticku interakciu elektronov medzi
sebou pomocou ich celkovej hustoty; aj v HF tedrii takyto prispevok vystupuje, aj ked
primarne je vyjadreny pomocou orbitalov; Hartreeho energia v HF tedrii sa nachadza
v coulombovskom elektrostatickom integrali.
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Tak dostavame energiu sustavy ako funkcional hustoty:

Ereln] = Gy / n®/3(7) d¥r — / e (PN (F) &r + % / AWLIGI e

|77 — 7| (413)

= TTF + Eext + EHartree

Toto je funkcional Thomasovej-Fermiho tedrie atomov (a dal by sa pocitat aj pre mo-
lekuly a krystaly). Jeho prvy ¢len (kineticka energia) je neklasicky, druhy a treti su
klasické elektrostatické interakcie spojitého rozlozenia naboja s vonkajsim polom a so
sebou samym, tak ako ich pozname zo zakladného kurzu fyziky.

Ak je TF model spravny, tak najdenim minima funkcionalu Fry ur¢ime energiu
zakladného stavu uvazovaného atému ¢&i inej sustavy. Ulohou teda bude najst mini-
malizujicu hustotu n(7). Ta véak musi poskytovat pozadovany pocet elektronov stu-
dovaného atomu:

/n(F) d&’r=N (414)

Toto nalozime pomocou Lagrangeovho multiplikatora ako vedlajsiu podmienku. Mi-
nimalizovat teda treba rozsireny funkcional

Qre[n] = Ere[n] — p {/ n(7) d*r — N} (415)

kde 1 je Lagrangeov multiplikator. Aby sme nasli minimum tohoto funkcionalu, mu-
sime najprv vypocitat jeho variaciu a neskor ju polozit rovnd nule. Variaciu funkci-
onalu najdeme podobne, ako ked sme hovorili o Hartreeho-Fockovych rovniciach: spo-

—\

¢itame, ako sa funkcional zmeni, ked sa hustota n(7) zmeni o mald hodnotu dn(7)
5QTF [TL] = QTF [TL + 571] - QTF [TL] (416)

Aby sme nemuseli pisat prili§ dlhé formuly, napiseme si cely funkcional ako sucet
niekolkych ¢lenov:

QTF = TTF + Eext + EHartree — K |:/ TL(F) dBT - N:| (417)

Pocitajme najprv
5TTF [n} = TTF [TL + 5n] — TTF [TL]

5/3
Treln + on] = C / (n +0n)*? & = Gy / nd/3 (1 + 5_”> &

n
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Variacie hustoty pri hladani minima funkcionalu su velmi malé, také, aby platilo
|0n|/n < 1. Potom na ¢ast podintegralneho vyrazu mozeme uplatnit Taylorov rozvoj

(I1+2z)P =1+ px, lz] < 1 (418)

a dostavame .
Tre[n + on] = CF/ (n5/3 + gnz/gdn) d3r

Preto

dTrr[n] = gC’F/n2/3 on d3r (419)

Teraz pocitajme

FHartree[n + 0n] = 5 / [n(F) + on(7)] [n(F") + on(7")] #

2] =7 2] =]
1/ 57[’(_7?)571(71 ) d3 d3’l"/
2 |7 — 7|

Posledny ¢len — ten so suc¢inom variacii - je nekonecne mensi nez ¢leny linearne vo
variacii n. Dva linearne ¢leny rozpisu su totozné, lebo na oznaceni integra¢nych pre-
mennych nezalezi. Tak dostavame

0 Etartree[1)] = / <’ 7)on £|) d*r d*r’ (420)

_F

ﬂi

Variacie zvy$nych dvoch prispevkov do funkcionalu €)1y sa spocitaji obdobne (a velmi
jednoducho). S¢itanim prichadzame ku rozpisu

6Qre[n] = gC’F/nQ/?’ on dr — /uext(F)dn(F) d*r + / M d*r d®r’

|7 — 7"

(421)
—p / on(7) d®r
a ked to dame do jedného integralu a vytkneme, ¢o sa da, ziskame vyjadrenie
_ 3 |9 2/3(= _ 5 n(™)
0Qre[n] = [ d°r 3 Cr n*°(F) — uen(7) + [ d°r 7 | on(r)+
+ ¢leny umerné vy$sim mocninadm on (422)
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Z podmienky minima funkcionalu vyplyva, ze musime ziadat
59’1‘1: - O (423)

a to pre fubovoIné malé variacie hustoty elektréonov. Aby za tychto podmienok bolo
0Q1r nulové, musi platit

d3r’ = p (424)

5 . . n(r’
501: n2/3(r)—uext(’l“)—|—/ ’7?(_ )

=

VyrieSenim tejto integralnej rovnice pre neznamu hustotu (taku, aby bola nezaporna
a aby sa integrovala na N) potom uZ vieme vypocitat aj energiu zakladného stavu TF
modelu. Lagrangeov multiplikator ;z ma vyznam Fermiho energie podla TF modelu (¢o
ale nebudeme zdévodnovat).

TF tedria (1927) teda poskytuje neuveritelne jednoduchy popis zlozitého mnoho-
casticového problému. Namiesto vlnovej funkcie, ktora ma 3NV priestorovych premen-
nych, vystacime s hustotou, ktora ma len 3 premenné. Darlou za tuto jednoduchost je
nepresnost TF modelu, a to aj po vylepseniach, ktorych bolo v histérii mnoho (napr.
zapoclitanie vymennej energie). Tato metéda napr. ani kvalitativne spravne nedokaze
popisat molekulové vazby (jadra molekuly by podla TF modelu nedrzali pokope). TF
teodria je vsak vybornou motivaciou pre rigorézny pristup ku popisu zakladného stavu
pomocou hustoty. Tento rigorézny pristup - teéria funkcionalu hustoty - sa zacal roz-
vijat v r. 1964, kedy Hohenberg a Kohn publikovali ich prelomovi pracu.

12 Teoria funkcionalu hustoty

Budeme pouzivat akronym DFT podla anglického nazvu Density-Functional Theory.
Zéaklady tejto teorie polozili Pierre Hohenberg a Walter Kohn v préaci [13]. Zakladné
dve teorémy DFT si uvedieme podla tejto ich originalnej prace.

12.1 Elektronova hustota

KedZze teorémy DFT pracuji s pojmom hustoty elektréonov, bude sa nam hodit
najprv si ozrejmit, ako sa tato hustota da urcit z vlnovej funkcie. Nech vlnova fun-
kcia N-elektronovej sastavy je ¥ (7,01, ...,7y, on). Teraz to ani nemusi byt vlnova
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funkcia zakladného stavu, moze dokonca zavisiet aj od ¢asu, i ked to explicitne nevyz-
nacujeme. Pozadujeme vsak standardni normovanost:

Z"'Z/dgrl'“/dgﬁv!‘1’(771,0'1,---,FN,0N)12 =1 (425)
o1 ON

’ — — 2 . . >
Vyraz |U(7y, 01, ...,7n,0on)|” d3r1 ... d3ry interpretujeme ako pravdepodobnost
najst:
elektron 1 v stave so spinom o, v objeme dr; v okoli bodu 7| a zdroveri

elektron 2 v stave so spinom o5 v objeme dry v okoli bodu 7 a zdroveri

elektron N v stave so spinom oy v objeme d>ry.

Pritom nesmieme zabudat, Ze elektrony su v skuto¢nosti nerozlisitelné a vlnova fun-
kcia je antisymetricka. Vlnova funkcia vsak byva konven¢ne normovana podla (425).
Podla tohoto normovania jednotku dostaneme, ked s¢itame pravdepodobnosti vysky-
tov IV elektronov tu a tam spdsobom, akoby boli rozlisitelné. Iné normovanie by totiz
prinieslo velké komplikacie.

Vypocéet n(7) pomocou hustoty pravdepodobnosti. Ked vynechame sumovanie a in-
tegrovanie cez jednu zo stiradnic, napr. cez prvu, dostaneme hustotu pravdepodobnosti
najdenia hociktorého elektronu v stave so spinom o v bode 7

PU-(F) :Z"'Z/d3r2"'/d3TN’\IJ(F,U,FQ,UQ,...7FN,UN)‘2 (426)

Zdoraznili sme hociktorého, lebo vdaka nerozlisiteInosti elektronov a antisymetrii vl-
novej funkcie, [V(j,4;t) = —W(4,j;t), pozri koniec odseku 8.5] je jedno, cez ktord
orbitalno-spinovi sdradnicu (7}, ;) by sme sumovanie a integrovanie vynechali; z da-
nej vinovej funkcie W by sme vzdy dostali taku istd funkciu P, (7). Samozrejme, vdaka

normovaniu (425) plati
> / &’r Py () = 1 (427)

¢ize ked prehladame cely orbitalno-spinovy priestor, so 100% pravdepodobnostou hla-
dany elektron najdeme (i ked nevieme povedat, ¢i je to prvy, alebo druhy atd). Ak
nas nezaujima, aky spin méa elektrén, tak hustotu pravdepodobnosti najst v mieste 7
nejaky elektron (s akymkolvek spinom) dostaneme s¢itanim cez oba spiny:

P(F) =Y Pyl (428)
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a oCividne plati

/ P(F) d*r =1 (429)
Teraz je uz zrejmé, ze hustota elektréonov n(7) je imerna funkcii P(7):

n(r) = N P(F) (430)

Konstanta imernosti musi byt celkovy pocet elektronov N, pretoze integral z hustoty
elektronov cez cely priestor musi dat celkovy pocet elektronov:

/n(F) &*r=N (431)

Pripomenme, Ze s hustotou elektronov N-elektronovej ststavy n, alebo (¢o je ekviva-
lentna veli¢ina) s nabojovou hustotou p vytvaranou takou sistavou sme sa uz expli-
citne stretli prvykrat pri stadiu HF metdody [rov. (300)] a druhykrat pri homogénnom
elektronovom plyne, kde pravda zo samotnej definicie problému nezavisela od polohy
[rov. (405)]. Potom sme s nou, uz priestorovo zavislou, narabali v te6rii Thomasa a Fer-
miho; pozri napr. rov. (413). Teraz sme konecne hustotu elektronov dali do vztahu ku
vlnovej funkcii N -elektronovej stistavy. Na zaklade formul (430), (428) a (426) napiSeme
tento vztah aj explicitne:

n(7) :NZZ~~Z/d3r2~--/d3rN]\D(F,U,Fg,az,...,FN,JN)\2 (432)
ON

o o3

V dalsich odsekoch budeme potrebovat vediet vyjadrit potencialnu energiu elektronu
v danom vonkajsom poli pomocou elektronovej hustoty vytvaranej tymto elektronom.

Vypocet n(7) pomocou operatora hustoty elektronov.

Tato Cast -- je pisand men3im pismom a uZSim textom -- netreba
vediet, ale sa doporucuje pre zaujimavost do nej aspoil pozriet.
Hustota elektronov je fyzikalna veli¢ina a preto sa d4 definovat aj jej operator; samotna

hustotu potom bude mozné pocitat ako kvantovomechanickt stredni hodnotu tohoto
operatora v danom Iubovolnom stave W:

n(F) = (2|7 |) (433)

Aké je vyjadrenie operatora hustoty elektronov? Treba ho skonstruovat v sulade s prin-
cipom kore$pondencie, teda na zaklade 2. postulatu kvantovej mechaniky preberanom
v odseku 1.2.6. Vychadzat preto treba z formuly pre hustotu klasickych elektronov; ta sa
potom da prehlasit za operator. Klasické elektrony st bodové Castice, a preto v miestach,

129



kde je niektory z elektrénov, je hustota nekone¢na, a v ostatnych miestach priestoru je
nulova. Teda

N
UGESPIGEH) (434)
=1

kde 6(7) je 3-rozmerné Diracova delta funkcia splnajica podmienky [2]
5(F) = 6(—7) / 57 dr = 1 (435)
a aj vSeobecnejsiu podmienku
[ 186 ) = 1) (436)

pre Tubovolnu ,slusne” sa spravajicu funkciu f(7) a pre lubovolny bod 7 v priestore.
Vsimnime si, Ze pre vyssie zavedenu klasickd hustotu (a zaroveri QM operator) 71(7) plati

/ﬁ(m &Br=N (437)

o je v stllade s tym, ¢o od spravne zavedenej hustoty ocakavame. Teraz mozeme vyjadrit
samotni QM strednud hodnotu hustoty podla (433):

mZa — 7)) W) =

N

=YY e
i=1 o1 oN
(F 1a'~-aTN70N)5(T_Ti)‘II(FhUl?"'aFNaO-N):
Yy Z/IF%
=1 o1
J?él
\If*(Fl,Ul,...,T_"Z' —)7?702‘7...,77]\7,0']\[) \11(771,0'17...,7_’;‘ —)77,07;,...777N,UN)

Vdaka antisymetrii vlnovej funkcie je jedno, aké je i — pre kazdé ¢ dostaneme taky isty
prispevok. Preto (ak pouZijeme i = 1)

N
n(F):NZmZ/ [ & | 19 o, i, on) (438)
o1 oN j=2

o je vyjadrenie identické s vysledkom (432), ktory sme dostali vypoctom pomocou hus-
toty pravdepodobnosti. Vypocet pomocou operétora 7(7) mozno povazovat za elegan-
tnejsi.
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12.2 Definicia studovanej ulohy

Uvazujme sustavu obsahujucu NN elektronov. Ich pohyb nech je ovplyviiovany von-
kajsim elektrostatickym potencidlom vy (7) a vzajomnymi coulombovskymi interak-
ciami elektronov. Vonkajsi potencial zahina jednak coulombovské pole jadier atobmov
a aj pripadné dalsie elektrostatické pole, presne tak, ako sme to predpokladali uz v te-
orii Hartreeho a Focka. Neuvazujeme spinové interakcie, ani iné relativistické efekty,
takze v hamiltoniane nie su Ziadne spinovo zavislé ¢leny. Cely hamiltonian preto bude

H=T+ Vi +W (439)
kde

T = ﬁ: (—i) v? (440)
: 2m ) "
je operator kinetickej energie celej sustavy,
N
T (4a1)
i=1
je operator potencialnej energie celej sustavy, pricom [pozri pripadne aj (411) a (412)]

b =~ AT (442)
7 471'50 |77— RI|

~

Vexe je teda suctom potencialnych energii jednotlivych elektronov. Kazdy elektron sa
pohybuje v tom istom vonkajsom potenciali’” ey () = eyt (7) /(—e€). To tak musi byt
uz zo samotnej definicie problému, lebo vsetkych IV elektronov patri do tej istej sustavy
(napr. molekuly alebo krystalu) a kazdy elektron teda citi pole tych istych jadier plus
pripadné dodatocné (,0st”) pole. Ueyt @ Uey; SU tie isté funkcie, ako Vey @ Uey V tedrii
Thomasa a Fermiho, ale tu im pridavame aj striesky, aby sme zdoraznili, DFT je na
rozdiel od TF modelu plne kvantova tedria. Striesku sme pisali aj v HF teorii [rov. (259),

(278)]. Nakoniec
1 <, e 1
Ww==3" — 443

7V striktnom zmysle sa teda potencidlom nazyva e (7) (zvycajne pochadzajici od jadier, teda
kladny), zatial o vey(7) = —euex(7) je potencialna energia bodovej astice s nabojom (—e) v poli
Uext (7). Pre strucnost vyjadrovania budeme aj Dey(7) = Vext(7) obCas nazyvat potencidlom. Tuto ve-
licinu tu pouzivame v zmysle operatora; v QM totiz elektréon nemodzeme pokladat za klasickt bodovua
Casticu. Skuto¢nu potencialnu energiu elektrénov vo vonkajsom poli treba pocitat z vlnovej funkcie
podla (445) alebo z hustoty podla (446).
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je operator vzajomnej interak¢nej energie elektronov.

Hlavnou dlohou v DFT je ndjst hustotu elektronov a energiu zakladného stavu. Za-
kladnou priestorovou premennou je spominana hustota n(7). Vlnové funkcie (alebo
skor subor jednocasticovych orbitalov) maja v DFT, ako uvidime, len pomocnu dlohu.

12.3 Potencialna energia elektronov vo vonkajsom poli

Celkovu energiu ststavy v akomkolvek normovanom stave ¥ najdeme ako kvan-
tovo-mechanicku strednt hodnotu operatora energie:

= (VIH|Y) = (U[TT) + (U|Veu ¥) + (T W) (444)

Zaoberajme sa teraz prispevkom od vonkajsieho pola, aby sme ukazali, Ze sa d4 jedno-
ducho vyjadrit pomocou hustoty n(r).

Eext = <\II|‘A/ext|\Ij> - (445)

o1 oN
N
\II*(Fluo-lw'"FN;O-N) [Z@ext(ﬁ»

_ZZ Z/dng T’N |\I/<7?1,0'1,...,7?N,0'N)|2 @ext(f;ﬂ)

=1 o1

\If(Fl,Ul,...,FN,O'N) =

Vdaka antisymetrii vlnovej funkcie je kazdy z NV ¢lenov tejto sumy rovnaky. (Je jedno,
aké ¢ zoberieme, prispevok pre kazdé 7 je rovnaky.) Preto s uvazenim (432) dostavame

Foq = / ()i (F) &7 — / (—e)n(F) G (F)dr (446)
p(7)

Aj v kvantovej mechanike sa teda stredna kvantovomechanicka hodnota potencialnej
energie elektronov v danom vonkajsom poli pocita formulou znamou z klasickej fyziky:
akoby elektrony vytvarali spojité nabojové rozloZenie s ndbojovou hustotou p(7) a toto
nabojové rozloZenie ma v potenciali Uy (7) elektrostaticki energiu F.,. Presne ta-
kymto sposobom sme (v atdbmovych jednotkach) pocitali tato energiu aj v modeli Tho-
masa a Fermiho, pozri druhy ¢len v (413).
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12.4 Hustota ako zakladna premenna

Zatial ¢o v odsekoch 12.1 a 12.3 mohla byt ¥ TubovoIna normovana vlnova funkcia
N-elektronovej sustavy (aj casovo zavisla), tu uz pod ¥ budeme rozumiet vlnovu fun-
kciu zakladného stavu. Budeme predpokladat, ze zakladny stav studovanej sustavy je
nedegenerovany. Vlnova funkcia zakladného stavu je potom jednoznacne urcena po-
¢tom N a vonkaj$im potencidlom 0ey (7). Ak totiz pozname pocet elektrénov nejake;j
sustavy a tvar vonkajsieho potencialu, tak potom uz jednoznacne vieme urcit jej hamil-
tonian (439); nech je totiz sustava akakolvek, prispevky T a W maju vzdy tvary (440)
a (443) (a pre rozne sustavy sa tieto formuly mézu lisit len ré6znymi poctami N). A ak
pozname hamiltonian, tak aspon v principe vieme vyriesit bezcasovu SchR a tak najst
vlnovu funkciu a energiu zakladného stavu. Vsimnime si aj, Ze ak mame dve rozne
sustavy (napr. dve rozne molekuly), ale s rovnakymi poctami elektronov, tak ich ha-
miltonidny sa potom lisia len vonkajsimi potencialmi; napr. molekula H, a atom He.
TakzZe este raz — vlnova funkcia zakladného stavu W je jednoznacne urcena poc¢tom N
a vonkaj$im potencialom Uy (7). Striesky na vey pre struénost dalej nepisme.

1. teoréma Hohenberga a Kohna: hlasi, Ze plati aj menej zrejmé tvrdenie opacnym

smerom [13]:

Vext j€ aZ na trivialnu aditivnu konstantu jednoznacnym funkcionalom
hustoty zakladného stavu n(T).

Alebo, trochu inymi slovami [11], vonkajsi potencidl v (T°) je uréeny, az na trividlnu
aditivnu konstantu, elektronovou hustotou n(7).

Ku tej konstante: Vieme totiz, ze ked ku potencialnej energii alebo potencialu pri-
pocitame [ubovolnu konstantu, ni¢ sa na fyzike sustavy nezmeni: sila na casticu je
F = —Vuey a aditivna konstanta na vysledok derivovania nema vplyv. A aj v QM su
dolezité len rozdiely energii.

Tiez si v§imnime, Ze ak pozname, elektronovu hustotu, tak z nej jednoznacne vyplyva
aj pocet elektrénov sustavy:
N = / n(7) d*r (447)

Désledok: KedZe podla 1. HK teorémy nam hustota zakladného stavu jednoznacne urci
potencial, a teda aj hamiltonian, jednoznacne (aZ na trivialne nasobiace konstanty) su
potom urcené jednak vlnova funkcia zakladného stavu a aj vSetkych ostatnych sta-
vov. Preto vsetky vlastnosti sustavy su uplne urcené, ak je dana len hustota v zakladnom
stave [12].
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Dokaz 1. HK teorémy: robi sa postupom reductio ad absurdum’® a je zarazajico jedno-
duchy:

Méame dant hustotu n(r) istého zakladného stavu. Predpokladajme, ze by 1. HK te-
oréma neplatila, teda Ze by existovali (aspon) dva netrivialne odli$né vonkajsie poten-
cidly, vew () a vl (7), také, Ze by oba davali (vyriesenim SchR) td istd hustotu zaklad-
ného stavu n( ). Tie dva rozne potencialy by nutne viedli ku dvom r6znym hamilto-
nianom H a H' a tym aj ku r6znym vlnovym funkciam ¥ a ¥’ zékladnych stavov.
Predpokladajme normovanost tychto vinovych funkcii. Energie zakladnych stavov ¥
a V' si oznatme E a E'. Potom plati

= (V[H|Y), B =(VHY)
Podla v§eobecne platného varia¢ného principu QM (167) plati*
E = (V|H'|V') < (U|H'|D)

Pouzili sme ostri nerovnost, lebo podla predpokladu uvazujeme stistavu s nedegenero-
vanym zakladnym stavom. Ak teda U’ dava minimum, tak WU musi dat vyssiu energiu.
Dalej to upravujme:

" < (U|H'|U) = (U|H|V) + (U|H' — H|U) = E + (V|H — H|D)

Druhy ¢len na pravej strane sa da upravovat s prihliadnutim ku (439) (445) a (446)
takto:

(VA" — H|U) = (V|V, — ext|‘1’>=/ (7) [vea (7) = vexe ()] d*r

Hustota n(7) je totiz podla predpokladu len jedna pre oba potencialy. Takze dostavame

E<E+ / (7) [t (7) — ven(P)] & (448)

Obdobny vypocet mdzeme spravit tak, Ze navzajom zamenime Ciarkované a neciarko-
vané veli¢iny:

E < (V|H|V') = (V|H'|V) + (V|H - H'|V') = '+ (V|H - H|V) =

*8klasicky [re'duktié ad ab'surdum], v neskorsich dobach [re'dukcio ad ab'surdum] (z lat.)

¥Ten princip samozrejme plati aj pre mnohocasticové sistavy. My sme si ho zapisovali len pomocou
jednocasticovych vlnovych funkcii, lebo vtedy sme poznali len také, ale vSimnime si, Ze na jeho platnosti
a dokaze sa ni¢ nezmeni, ked namiesto f(7) a d3r budeme uvazovat mnohocasticové funkcie, dokonca
aj so spinovymi premennymi.
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E<E + /n(F) [Vext (7) — V. (7)] &P (449)
S¢itanim nerovnosti (448) a (449) dostavame
E'+E<E+E

¢o je ocividny nezmysel. Predpoklad, Ze by (v pripade ststav s nedegenerovanym za-
kladnym stavom) pre dand hustotu n(7) existoval viac ako jeden vonkajsi potencial
Vext> teda nie je spravny, lebo vedie ku nezmyselnému dosledku.®

12.5 Varia¢ny princip

2. teoréma Hohenberga a Kohna:

Existuje univerzalny [t. j. nezavisly na vex (1) ] funkcional hustoty Fyg|[n]
taky, Ze vyraz

Eyfn] = / Ve () 1(F) & + Fagln] (450)

ma ako minimalnu hodnotu presnii energiu zakladného stavu N -elektro-
novej sustavy pre lubovolny dany potencial vey(T). Hustota, ktora mini-
malizuje funkcional E,[n], je presnou hustotou zakladného stavu [13].

Matematicky vyjadrené, variany princip 2. teorémy Hohenberga a Kohna spociva
v tom, Ze
Ey < B,[n] (451)

pre kazda pokusnt hustotu n(7), ktora spliia podmienky

n(r) >0, /n(F) d*r=N (452)

Dokaz 2. HK teorémy:

Energiu danej stistavy v lubovolnom normovanom /NV-elektréonovom stave ¥ uz vieme

%Neslo teda o typicky dékaz sporom, lebo v takom by sa prislo do sporu s nejakym vopred vyslo-
venym predpokladom. My sme len prisli ku nezmyslu. Ale aj dokazy sporom sa radia medzi logicko-
matematické postupy s nazvom reductio ad absurdum.
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vyjadrit, a to formulou (444). Pre ucel nasho dékazu by sme teraz potrebovali tuto for-
mulu prepisat tak, aby nou vyjadrena energia zavisela od hustoty elektronov, a nie od
vlnovej funkcie. D4 sa to? Ano; z 1. HK teorémy totiZ vyplyva pod fiou spomenuty
dosledok, ze aj samotna vlnova funkcia zakladného stavu je plne urcena hustotou za-
kladného stavu (ZS), a je teda tiez nejakym funkcionalom hustoty. A kedZe z vlno-
vej funkcie sa da vypocitat vsetko, napr. aj kineticka energia (v zmysle QM strednej
hodnoty), energia vzajomnej interakcie elektronov i celkova energia, mézeme aj tieto
pokladat za funkcionaly hustoty. Preto naozaj méZeme pre energiu (444) zodpoveda-
jucu stavu W a aj pre jej jednotlivé zlozky napisat, Ze sa daja vyjadrit ako funkcionaly
hustoty (a v tomto vyjadreni teda uz nebude zavislost od vlnovych funkcii):

E,n| =T[n] + Win] + /n(F)vext(F)dgr (453)

kde X A
Tin] = (WT1w), W] = (wi]w) (454)

Zadefinujeme teraz funkcional
Fi[n] = Tln] + W1n] (455)

Celkovu energiu potom mézeme vyjadrit formulou tvaru (450). Tym sme ¢ast dokazu
2. teorémy HK spravili, t. j. dokazali sme, ze existuje nejaky univerzalny funkcional
Fyx[n], pomocou ktorého vieme vyjadrit aj energiu ZS.

Vyssie sme celkovej energii pridali index v zvyrazniac tak, ze zavisi od vonkajsieho
potencialu ve (), ktory, ako uz vieme, je tiez funkcionalom hustoty, takze nebolo by
nutné hovorit o zavislosti od vey(r). Avsak z formalnych dévodov, ak tak potrebu-
jeme a chceme, mdézeme E,[n] rozumiet aj ako hodnotu zavisiacu od vex () a od n(r)
ako od dvoch navzajom nezavislych funkcii. Pre dany zvoleny potencial vey (7) potom
mozeme skusat rozne (pokusné) hustoty n(7) a zistovat, ktorad da najmensiu hodnotu
funkcionalu E,[n]. Ak by sme zobrali hustotu int neZ je hustota ZS, tak tato hus-
tota by zodpovedala vlnovej funkcii inej, nez je vlnova funkcia ZS. Pripominame, Ze
pri tychto uvazovanych variacidch hustoty drzime vonkajsi potencial vey(r) vo for-
mule (453) fixovany v jeho pdvodne danej forme. Na zaklade varia¢ného principu QM
preberanom v casti 6.1 potom musi platit, Ze ked sa hustota a teda aj vlnova funkcia
odchyli od vlnovej funkcie zakladného stavu, hodnota F,[n] musi nutne vzrast. Tym
sme dokaz 2. teorémy HK dokondili. Este poznamenavame, Ze variany princip prebe-
rany v Casti 6.1 bol sice zapisovany pre pripad jednej Castice, ale jeho zovseobecnenie
na N Castic je trivialne.

Existuje aj alternativna formulacia vztahu medzi potencidlom a hustotou. Tato
formulacia odstranuje aj problém s pripadnym degenerovanym zakladnym stavom,
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ktorého rieSenie sme v nasom vyklade vynechali. Autormi tejto formulacie su Levy
a Lieb [11, 12]. Podavaju v nej alternativny dokaz 2. teorémy Hohenberga a Kohna.

Teraz vidime, Ze heuristicky postup Thomasa a Fermiho, v ktorom sa hlada mini-
mum funkcionalu (415) vzhladom na hustotu, dostal teorémami Hohenberga a Kohna
(a aj pracami Levyho a Lieba) rigor6zny zaklad. Problém modelu TF je vsak v kvalita-
tivne nepresnom vyjadreni funkcionalov Tr[n] a Wn|. Napr. W n] v TF tedrii zahfria
len klasicku cast interakénej energie; uplne chyba vymenna energia a aj korelacna
energia. Dokonca aj samotna praca HK [13] sice dokazuje, Ze existuje nejaky univer-
zalny funkcional, ale nenachadza jeho presny explicitny tvar, iba pribliZzenia pre isté
limitné pripady. Ani neskor sa nikdy nepodarilo tento funkcional presne najst. Vhodnu
metddu vsak navrhli v r. 1965 Kohn a Sham, o ¢om si aspon trochu povieme v nasle-
dujicej casti.

12.6 Kohnov-Shamov ansatz

Tazko riesitelnu ststavu NV interagujucich elektronov nahradili Kohn a Sham (KS)
vo svojom pristupe ku DFT pomocnou sustavou N nezavislych, teda vzajomne nein-
teragujacich elektronov [14]. Tato pomocna sustava musi byt taka, aby poskytovala ti
isti elektronovi hustotu zakladného stavu, ako ma poévodny problém interagujicich
¢astic. Toto je KS ansatz (“educated guess” ako riesit dany problém [Wikipedia]). V an-
glicky pisanej literature sa niekedy pouziva sa aj pojem Kohn-Sham mapping, ktory
vyjadruje, Ze Kohn a Sham zobrazili (,namapovali®) sustavu N interagujiicich
elektronov na sustavu N neinteragujicich, ale tak, aby hustota elektronov bola
taka ista. Vdaka predpokladu o nezavislosti elektronov sa lahko uréi ich kineticka
energia. Samozrejme, nezavislé elektrony by mali len kineticka energiu plus energiu
E interakcie s danym vonkajsim potencialom. Tato energia by bola Gplne nespravna
a my chceme spravnu energiu zédkladného stavu. Preto do nasledujuceho vyrazu pre
celkovu energiu musime dopisat aj chybajuce prispevky Fiairee 1] @ Fyc[n]:

Exs[n] = Tsn] + / () Vext (F)A*7 + Partree[] + Exe[n)] (456)

kde T je spominana kineticka energia neinteragujicich elektronov, Fyaee je Hartre-
eho energia a F). je vymenno-korelacna energia (t. j. vymenna a korela¢na spolu).
Pre porozumenie treba (456) porovnat s (453). Vidno, Zze Hartreeho energia je ¢astou
(kvantitativne zna¢nou) celkovej interakénej energie W. Ale celkova W obsahuje este
aj QM prispevky: vymenno-korelacnu energiu, takze tie sme museli do (456) dopisat
ako clen Ei.. Je zrejmé, Ze takto definovana vymenno-korelacna energia obsahuje aj
cast kinetickej energie, lebo do 7, sme zahrnuli len taku kinetickd energiu, ktora zod-
poveda nezavislym elektronom.
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Sustava nezavislych elektréonov sa zvycajne da popisat jednodeterminantovou vl-
novou funkciou tak, ako je to v tedrii Hartreeho a Focka. Takze v DFT zavadzame
pomocné (spin)orbitaly, z ktorych je ten Slaterov determinant zlozeny (ale netreba ho
naozaj skladat a vy¢islovat). Tieto orbitaly, ked st spravne vypocitané, musia gene-
rovat spravnu hustotu zakladného stavu. Kinetickt energiu 7 potom uré¢ime z tychto
pomocnych orbitalov tak ako v HF metdde, ¢ize ide o (v principe) presnii kineticka
energiu neinteragujucich elektronov. Teda nie tak, ako v modeli Thomasa a Fermiho,
kde sa kineticka energia urcuje velmi nepresne priamo z hustoty podla (410). Kineticka
energia TF je totiz naozaj spravna len pre homogénny plyn neinteragujucich elektro-
nov (ale v TF modeli sa pouziva aj pre nehomogénny, ¢o potom ma aj svoje neziadice
nasledky.) V DFT sme sice previedli ilohu na problém neinteragujucich ¢astic, ale tvo-
ria vo vSeobecnosti nehomogénny plyn a preto je spravne pocitat ich kineticku energiu
z orbitalov. V praktickom pouzivani DFT sa teda vlnovych funkcii celkom nezbavime;
jednocasticové su potrebné.

Zvlastnostou DFT je spomenuta vymenno-korelacna energia, pre ktort sa navrhuja
rozne aproximacie. Zakladny model sa nazyva pribliZenie lokdlnej hustoty [14]
(LDA):“!

EXPAn] = /n(f") exe(n(7)) dr (457)

kde €(n) je vymenno-korela¢na energia homogénneho elektréonového plynu s husto-
tou n pripadajica na jeden elektron. Zavislost €,. od n pre homogénny elektronovy
plyn sa da dostato¢ne presne vypocitat Specializovanymi metédami. Formulou (457)
potom dokazeme priblizne uréovat vymenno-korela¢nu energiu E,.[n], ¢o umozZiiuje
prakticky pouzivat teériu funkcionalu hustoty. Model LDA vyzera byt hrubym pri-
blizenim, lebo v atémoch, molekulach a krystaloch vykazuje hustota silné nehomo-
génnosti. Je to podobna tazkost ako v modeli Thomasa a Fermiho. Pomerne prek-
vapujuco je vsak DFT s LDA funkcionalom velmi dobrym pribliZzenim, kvalitativne
lepsim nez model TF. Pocas vyvoja DFT boli samozrejme pre funkcional Ei.[n] vyvi-
nuté aj rozne vylepsenia, napr. gradientné korekcie, kedy €. zavisi nielen od hustoty
v danom mieste, ale aj od jej gradientu [pozri napr. prispevok autorov ].P. Perdew,
S. Kurth v [15], formula (1.230)]. V tomto smere je uspesny napr. model GGA (Genera-
lised gradient approximation) a konkrétne najmaé jeho realizacia PBE (akronym podla
mien autorov) [15, 12]. Ziaden dosial navrhnuty funkcional viak nie je presny (a fazko
predpokladat, zZe sa taky a prakticky pouziteIny niekedy najde). Napriek tomu je DFT
v spojeni s KS zobrazenim interagujtiiceho problému na neinteragujici najviac pouziva-
nou ab initio metédou.* Je to preto, lebo je dobrym kompromisom medzi presnostou

1 Local-density approximation
2Pojem ab initio sa, ako sme uz spominali, pouZiva v prvom rade pre metddy kvantovej chémie vyuzi-
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a vypoctovou narocnostou. Walter Kohn je za svoje klucové prace tykajuce sa DFT
laureatom Nobelovej ceny za chémiu z r. 1998.

Nakoniec uz len slovne uvadzame, ze KS ansatz po spraveni varirovania (hlada-
nia minima), podobného ako v TF metdde, vedie na Kohnove-Shamove rovnice pre
vyssie spominané pomocné jednocasticové orbitaly a prislusné jednocasticové vlastné
energie [14, 12, 11]. KS rovnice svojim tvarom trochu pripominaja HF rovnice.

vajuce len zakladné fyzikalne zakony a matematicko-numerické postupy na rie$enie prislusnych rovnic.
V $irSom zmysle sa medzi ab initio metddy radia aj DFT metddy, i ked kvantovi chemici ich tak zvycajne
nenazyvaju, pretoze navrhy funkcionalov E,.[n] byvaji konstruované spdsobmi, ktoré nezarucuju rov-
nomernu kvalitu vysledkov pre rézne sustavy. Napr. pre niektori molekulu dostaneme pomocou DFT
vysoko presné vysledky, pre mnoho dalsich (aj tuhych latok) tiez velmi dobré, ale v niektorych pripa-
doch DFT (s konkrétnym funkcionalom, napr. LDA) zlyha. Da sa tomu ¢asto pomdct navrhnutim iného
funkcionalu, ale ten zasa moze byt horsi pre niektoré iné struktury, alebo pre urcenie niektorych inych
parametrov danej Struktury.
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A Rozvojvlnovej funkcie podla aplného systému funkcii

A.1 Funkcie jednej premennej. Stredné hodnoty veli¢in

Majme uplnu sustavu funkeii

{un(2)} (A1)
Rozsah hodnét indexu n nepiseme. Typicky byva nekonecny, pricom ¢islovanie zacina
bud od 0, alebo od 1, alebo od —o0, popr. inak. Na tom teraz nezalezi a konkrétny
vyber zavisi od konkrétnej ulohy, ktoru treba riesit. Podstatné je, zZe tie funkcie tvoria
uplny systém, ¢o znamena, ze lubovolna funkcia sa da zapisat ako nejaka linearna
kombinacia funkcii u,, (z):

U(x) = Z Cnliy () (A.2)

n

Okrem uplnosti predpokladajme aj vzajomnu ortogondlnost bazovych funkcii u, (x):

/00 uy (z)uy(z)de =0 akm #n (A.3)

o0

Takéto funkcie su urcite navzajom linearne nezavislé: nijaku z nich nemozno vyjadrit
ako linearnu kombinaciu tych ostatnych funkcii.*® Z praktickych (a v kvantovej mecha-
nike aj z fyzikalnych) dévodov je vhodné predpokladat aj normovanost na jednotku:

/ lup(x)|de =1 pre kazdé n (A.5)

o0

3 Aby sme demonstrovali vyssie spomenutt linedrnu nezavislost, skiisme napr. vyjadrit funkciu
uy () ako linedrnu kombinaciu bazovych funkeii u, ():

ug(x) = chun(x) (A.4)

Prenésobme to zlava funkciou u?, () (kde m je hociktory z moznych hodnét indexu) a preintegrujme.
Dostaneme

[ o) do = e e

Cize, s vyuzitim ortonormovanosti (A.6),

5mk = E Cn(smn = Cm, vm
n

inak zapisané, ¢,, = d,x. V rozvoji (A.4) teda dostaneme len jeden nenulovy ¢len:

ug(x) = Z5nkun($) = ug(7)
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Posledné dve vlastnosti (ortogonalnost plus normovanost) jednym slovom nazyvame
ortonormovanost a zapiSeme

/OO ur (z)up () dr = dpn (A.6)

e}

Vyssie zapisané formuly a postup sa daju chapat aj Cisto matematicky. Ak to chceme
pouzit pre kvantovu fyziku, predstavime si, ze {u,(z)} je sibor vlastnych funkcii ne-
jakého hermitovského operatora a ¢ (z) je vlnova funkcia.®* Ta musi byt normovana
na jednotku:

JNCER™ (A7)

[e.e]

Dosadme do tejto podmienky rozvoj (A.2). S vyuzitim ortonormovanosti (A.6) dosta-
neme
>l =1 (A8)

Tento vysledok néas navadza na to, ze ¢islo |c,|> = P, treba interpretovat ako prav-
depodobnost toho, Ze Castica je v stave popisanom vinovou funkciou u,(x). To, Ze tieto
pravdepodobnosti sa sumuji na 1, znamena, Ze jedna z tych moznosti urcite nastane.
Ta Castica, kedZe existuje, musi byt v nejakom stave, a kedZe nasa linearna kombina-
cia (A.2) zahfna vsetky moznosti, jedna z nich musi nastat. Napr. ked hodime kockou,
tak jednotlivé pravdepodobnosti st 1/6, ale v stucte daju 1. Cisla ¢, nazyvame ampli-
tady pravdepodobnosti. Vieme pre ne najst vyjadrenie takto: rozvoj (A.2) prendsobime
zlava funkciou v}, () a preintegrujeme (uz sme operacie tohoto typu robili). S vyuzitim
ortonormovanosti dostaneme

o= [ i) v e (A9)

[ee]

Vyssie uvedent interpretéciu éisiel |c,|? podporime aj takto: Povedali sme, ze fun-
kcie u,(z) su vlastnymi funkciami nejakého hermitovského operatora, ktory si teraz

ozna¢me F": A
Fu,(x) = Fyu,(x) (A.10)

kde F,, je (redlna) vlastna hodnota prisluchajica vlastnej funkcii u,,(x). Ak je Castica
v stave popisanom vlnovou funkciou ¥ (), aka je stredna hodnota veli¢iny F' v tomto

®4Moze zavisiet aj od ¢asu, ale tito zavislost teraz netreba zddraziiovat.
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stave? Podla 2. postulatu kvantovej mechaniky sa tato stredna hodnota da pocitat
takto:

= /OO * () F(x) da (A.11)

Dosadenim rozvoja (A.2), vyuzitim (A.10) a ortonormovanosti (A.6) dostaneme

F=> e F, (A.12)

Porovnajme teraz tento vysledok s formulou (1) v diskusii o vreci s mincami (od-
sek 1.2.1). Vidime, Ze ¢isla |c,|* majt opit pravdepodobnostnt interpretaciu: |c,|? je
pravdepodobnost toho, Ze pri merani veli¢iny F' nameriame hodnotu F},. Podla (A.10)
to mdzeme povedat aj tak Ze |, |* je pravdepodobnost toho, Ze sustava je v stave u,,. Sa-
motné komplexné ¢islo c,, je amplitida pravdepodobnosti toho, Ze nameriame vlastnu
hodnotu F},, teda Ze sustava je v stave u,,.

Preto ak v rozvoji (A.2) je niektoré c,, nulové, tak je nulova pravdepodobnost toho,
Ze Casticu najdeme v prislusnom stave u,,. Obsah tohoto odseku je aj doplnenim argu-
mentacie ku 2. postulatu QM (Cast 1.2).

Celt argumentéaciu sme robili pre funkciu jednej premennej x, ale rozsirenie na tri
premenné (x,y, z) = 7 je trividlne a spravi sa len jednoduchym premenovanim x na
7, plus este integraly budu trojné (d3r).

A.2 Rozsirenie argumenticie na viaccasticova vlnovu funkciu

Ak teraz mame vlnovu funkciu popisujucu dve Castice, je to funkcia dvoch vektoro-
vych premennych W (77, 7). Chceme ju rozvinat do nejakého tiplného systému funkeii.
Tento uplny systém musi tiez byt tvoreny funkciami dvoch premennych:

U(ry, ) ZC’ Wy (71, T5) (A.13)

Typicky pouzivanym spdsobom konstrukcie uplnej sistavy funkcii dvoch premennych
je vyrobit ich z jednocasticovych bazovych funkcii:

Wny,no (Fla F2) = Up, (7?1) Unpy (FQ) (A.14)

Ze sa to tak d4, sme sa presved¢ili na prednaske o Pauliho principe (¢ast 8.6); pozri
poznamka pod ¢iarou ku formule (227). Index n v (A.13) teda mdze byt nejaky kompo-
zitny index: n = (n1, n2), ale to je len technicka zalezitost. Funkcie wy,, ,,, tvoria Gplna
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ortonormovanu sustavu funkcii dvoch premennych:

* — — - = 3 3 >
/wmlm2 (71, 7%) Wy 1y (T1,72) d711 A2 = Gy 1my Oy s (ortonormovanost)

ako sa da lahko presved¢it.® Rozvoj (A.13) podrobnejsie napiseme

(R, ) = ) > Coyiny Uy (F1) Uy (72) (A.15)

ny N9

Interpretacia je taka, ze C,,, ,, je amplitida pravdepodobnosti toho, Ze ¢asticu 1 naj-
deme v stave u,,, a zaroven Casticu 2 v stave u,,.

Plati teda, Ze ak je niektoré (), ,, v rozvoji (A.15) nulové, tak to znamena, Ze je
nulova pravdepodobnost najst casticu 1 v stave u,,, a zaroven casticu 2 v stave u,,,.
Toto sa priamo vyuziva v ddkaze Pauliho principu v Casti 8.6; pozri vyjadrenie (231),
kde pre fermiony vychadza C,, ,, = 0, ¢ize nulova pravdepodobnost najst dve castice
v tom istom stave.

B Rozclenenie vlastnej energie vodika alebo podobného
ionu na kinetickd a potencialnu

Ideme rozdelit energiu (147) na kineticku a potencialnu cast. Este skér poznamenajme,
Ze jej vyjadrenia sa daja zapisat viacerymi na pohlad uplne odlisnymi (ale ekvivalent-
nymi) spésobmi:

E, =

m( e 122 1 1 (Ze)(—e) 1 1R 11
2n2 24

o~ - 222 B

Ame T ay n?2 2 2m a% n?

To prvé vyjadrenie sme mali uvedené pri odvodeni vlastnych energii. V druhom, ktoré
sa da lahko odvodit, sme pouzili vyjadrenie pomocou 1. Bohrovho polomeru vodiku
podobného iénu:

a
kde ap je standardny 1. Bohrov polomer, teda polomer pre atém vodika:
h*4
an = 0 — 05291772083 . 10" m (B.3)
me

85Presved¢it sa o ortonormovanosti je fahké. Presved¢it sa o tplnosti byva zvycajne taZsie, ale ne-
musime si prednasku matematicky a technicky prili§ komplikovat.
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To druhé vyjadrenie nam pripomina coulombovsku potencialnu energiu medzi jadrom
s nabojom Ze a elektronom s nabojom —e. Akuréat Ze je to len polovica z takej energie.
Aj tretie vyjadrenie vlastnej energie v (B.1) sa samozrjeme da lahko odvodit a jeho
formu sme zvolili takii, aby nam pripominala kinetick energiu p?/(2m), kde hybnost
p =h/az a celé je to este vynasobené faktorom —1/2.

Ak by sme spravili vypocet podla Bohrovho modelu (¢o je jednoduché a nebudeme
to tu odvodzovat), dostali by sme kinetickt a potencialnu energiu takto:

2 j—
g g )= L1 [gpioag)- L EIEI L gy
2m a% n? dteg  ayzy  n?

Jednotlivé zlozky energie maju teda naozaj tu klasicku (sice nie fyzikalne presnu) in-
terpretaciu, ako sme vyssie napisali.

Tieto vypocty zloziek celkovej energie F),, sa vsak daju samozrejme spravit aj ko-
rektne kvantovomechanicky. Priamociary spdsob je tento: Kvantovomechanicka stred-
na hodnota kinetickej energie elektronu vo vodiku alebo podobnom iéne v stave

wnlm (F> je

Obdobne kvantovomechanicka stredna hodnota potenciélnej energie elektronu v tomto
stave v poli jadra s ndbojom Ze je

Z
Ve [t (52 )wnzmmdr B.6)

kde ©im (7) je prislusny vlastny stav (150). Po pomerne zdlhavych vypoétoch by sme
dostali

T = EN™ V = EP* (B.7)

Cize to isté, co z Bohrovho modelu. Elegantne by sa to dalo odvodit na zaklade virialo-
vej teorémy, ktora je velmi vSeobecna, plati pre mnoho situacii tak v klasickej ako aj
v kvantovej fyzike a hovori, ze V' = —27'. Ale nemali sme ju odvodenu.

Na zaver sa patri pripomentt, Ze ¢o celkova energia atomu vodika (alebo jemu po-
dobného i6nu) ma v stave Y1, () ostri hodnotu £, teda nulovi neucitost. Vyplyva
to z toho, Ze je to vlastna energia operatora celkovej (kinetickej plus potencialnej) ener-
gie. Matematicky by sme to lahko spocitali: stredna kvadraticka odchylka (druha moc-
nina neurcitosti) energie by nam vysla nulova. Kinetickd energia sama osebe vsak
nemd v tomto stave ostrit hodnotu, ani potencidlna. Energia EX" totiZ nie je vlast-
nou energiou operétora kinetickej energie 7. A obdobne, energia EP*' nie je vlastnou
energiou operatora potencialnej energie 1% skiimanej sustavy. Pri tychto ¢iatkovych
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energiach mozeme naozaj hovorit len o ich strednych hodnotach. V tejto suvislosti je
vhodné si aj uvedomit, ze [T, V] # 0.

C Hladanie lokalneho extrému funkcie komplexnych
premennych

Nech f je komplexna funkcia komplexnej premennej z = x + iy. MdZeme si ju preto
predstavit aj ako funkciu dvoch realnych premennych z, y. Predpokladajme, Ze par-
cidlne derivacie f podla realnych premennych z, y existuja. Ako vypocitame jej par-
cialnu derivaciu podla komplexnej premennej z? Takto:

of of dy

ofy _of ox| Of
0z dy 0z

" Ox 0z €1

z* z* z*

lebo z, y st navzajom nezavislé realne premenné. V postupe, o ktorom hovorime, bu-
deme za navzajom nezavislé premenné formalne pokladat aj z a 2*, i ked to moze zniet
zvlastne. Zvislé ¢iary |,- zvyraziuju Ze pri parcialnom derivovani podla z povazujeme
2* za konstantu. Komplexné premenné z, z* pomocou z, y vyjadrime rovnicami

z=x+ 1y, 2 =x+iy (C.2)

a prislusné inverzné vztahy st

1 k 1 *
r=5+2),  y=5(-) (C3)
Potom lahko vieme vypocitat parcialne derivacie podla z a obdobne aj podla z*; do-
stavame
of 1/o0f . Of of 1/of . Of
) e I =—( = — C4
0z | . 2(033 lﬁy)’ oz, 2 0w+10y (C4)

Nazyvaji sa Wirtingerove derivdcie. Dve rovnice (C.4) vieme hned obratit takto:

of _of| _of of  (0f] _ of
i < 9, 2) (C.5)

o = o:|. T o] oy = 5o
Teraz by sme mali hladat niektory extremalny bod funkcie f v premennych z, y. Preto
zapiSeme nutné podmienky pre extrém: 0f/0x = 0, 0f/0y = 0. Pomocou vyssie

z* z*
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vypisanych rovnic zistujeme, zZe tato dvojica podmienok je ekvivalentna dvojici rovnic

df 0z =0, 0f/0z* = 0. Cize plati ekvivalencia

of of af _ of _
(%_0 A 0—y—) = (82_0 A 8z*_0> (C.6)

Formalnu konstantnost tej komplexnej premennej, podla ktorej sa nederivuje, tu uz
pre strucnost nezvyrazinujeme. Zovseobecnenie tohoto postupu pre viac komplexnych
premennych zi, 29, ..., 2, je priamociare. Nakoniec zdéraznime, Ze treba striktne rozli-
Sovat parcialne derivacie podla z od uplnej derivacie podla z. V situacii, ktoru studu-
jeme, uplna derivacia ani neexistuje, lebo funkcia (182) nesplita Cauchyho-Riemannove
podmienky.

D Atom hélia a jemu podobné id6ny varia¢nou metédou

Tuato tlohu pocitame na cviceniach.

D.1 Formulacia dlohy a navrh riesenia

Ide 0o H™, He, Li*, Be?*, B3*, C*, .... Hamiltonian kazdého z takychto dvojelektréno-
vych ststav ma tvar
—ivz R _, 1 Ze 1 Ze? 1 e?

H—

— - + — — D.1
om Y 2m % Ameg Ay T deq |7 — T (D.1)

Z je pocet protonov v jadre, co moze byt 1, 2, 3, .... Pocet elektronov v obale je pre teraz
skiimanu sudstavu vzdy 2. Problém, ktory mame riesit, ma formulaciu

Hy(7, ) = E(r,T5) (D.2)

pricom chceme najst rieSenie s najnizSou energiou, t. j. zakladny stav. Pouzijeme va-
riacny princip kvantovej mechaniky:

(Y| H]y)
——F > E )
Wy = .
Za pokusnu vlnovua funkciu navrhneme
U(r,72) = ¢(1)d(72) (D.4)
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kde ¢(7) je zakladny stav vodiku podobného i6nu, ktory si napiseme v dalsom odseku.
Dvojcasticova vlnova funkcia (D.4) ma velmi jednoduchy sicinovy tvar znamenajuici,
ze elektrony uvazujeme ako keby boli nezavislé jeden na druhom, teda navzajom nein-
teragujice a pohybujuce sa v poli jadra atému hélia (¢i jemu podobného iénu). Neskor
predsa len istym nepriamym spdsobom priblizne uvazime aj ich interakciu. Dosiah-
neme to tym, Ze jednocasticova pomocna vlnova funkcia ¢ bude mat isty parameter
nastaveny tak, akoby ,citila“ nie celé pole jadra, ale pole oslabené vplyvom dalsieho
elektronu. Interakcia elektronu s druhym elektrénom tak sice nebude explicitna zahr-
nut4, ale bude uvazena aspon nepriamo. Dalsie kroky postupu $pecifikujeme nizsie.

D.2 Zakladny stav vodiku podobného iénu

Toto je pomocny odsek, kde si ,odvodime®, ako vyzera vlnova funkcia vodiku podob-
ného i6nu (t,j. jednoelektronovej sustavy, na rozdiel od nasho hlavného problému,
ktory je dvojelektronovy). Sice sme si ti vlnova funkciu uz odvodili, ale teraz ju pove-
dzme nemame po ruke a v literatire najdeme len vinovu funkciu pre vodik (teda pre
protonové ¢islo 1), a nie pre jemu podobné iény. Pre i6ny dostaneme vlnovu funkciu
jednoduchou upravou vlnovej funkcie vodika popisanou na dalsich riadkoch.

Vieme, Ze zakladny stav atomu vodika ma vlnovu funkciu typu 1s, ¢ize

— 1 —r/a
qblo()(’f’) = W (& Jan (D5)
kde )
h*4me
ap = m€20 (D.6)

je 1. Bohrov polomer. Chceme nijst zovseobecnenie vlnovej funkcie (D.5) platné pre
vodiku podobny i6n s nabojom jadra fe. Prave zavislost jednocasticovej vlnovej fun-
kcie typu (D.5) od naboja jadra bude teraz pre nas dolezita. Je zrejmé, ze z dvoch e
v sucine ee vyjadrenia (D.6) pochadza jedno e od jadra, druhé od elektronu. Preto vl-
novu funkciu pre vodiku podobny ién dostaneme z (D.5) zamenou

e? —» pe?

z ¢oho vyplyva zamena
as
ap — ag = —

B

Be je hodnota naboja jadra uvazovaného vodiku podobného iénu. Zdoéraznujeme, Ze
toto [ je len pomocny parameter zavedeny nezavisle od hodnoty Z skuto¢ného na-
boja jadra dvojelektronového iénu. Dalej pre stru¢nost budeme $tandardny 1. Bohrov
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polomer znacit jednoducho a:
a = ap

Pre vlnovu funkciu vodiku podobného iénu dostavame tvar

3\ 1/2
o(F) = ﬁ e~T/as (ﬁ_) e Br/a (D.7)

(ma a3

Je to teda vlnova funkcia jednoelektronového ionu. V Specidlnom pripade 3 = 1 by
zodpovedala vlnovej funkcii atomu vodika. V inom Specialnom pripade, § = 2, by
zodpovedala vlnovej funkcii i6onu He™.

Nasim cielom sledovanym v dalsich odsekoch je najst riesenie problému (D.2). Pri-
slusna vlnova funkcia v je teda vlnovou funkciou dvojelektronového atdbmu alebo ionu.
Vlnova funkcia (D.7) bude k dosiahnutiu uvedeného ciela slazit ako pomocny mate-
maticky objekt.

D.3 Energia pre zvolenu vlnovu funkciu )

Pokusna vlnova funkcia hélia (alebo jemu podobného iénu) teda bude [pozri (D.4)]

3

> o ﬁ —B(ri1+r2)/a
W(7, 7y) = g et/ (D.8)
Ta

Ako vidime, zavisi od parametra 3. Hodnotu tohoto parametra nejdeme hned urcovat,
ale dopredu prezradime, Ze neskor ho budeme povazovat za variacny parameter. Navr-
hnuté vlnové funkcia je normovana na jednotku ([ ¢*¢ d*r; d*r5 = 1, ¢o sa d& Tahko
overit, lebo [ ¢*¢d*r = 1). Preto v nasej aplikacii variatného principu (D.3) netreba
pisat menovatel a energiu pre navrhnuty stav ¢ piseme

E=E@B) = /1/’*(7?17772) H (7, 75) d’ry d°ry (D.9)

Zvyraznili sme, Ze hodnota tejto energie zavisi od pomocného parametra (3. Na pravej
strane tejto rovnice sa parameter 3 sa nachadza len vo vlnovej funkcii. Hamiltonian H
je od neho nezavisly. Do integralu (D.9) dosadime hamiltonian (D.1) a vzniknuty vyraz
mozeme zapisat v tvare suctu

E=T+V+W (D.10)
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kde
h2
T:/w*(FlaF2) (‘ m) V%Tﬁ(ﬂ,@) d*ry dPry+

+/¢*(F17F2) _%> Vi (i, ) dry dPry

<_ ze )1/1(7?1,772) d37’1d37‘2+

) '(b(?’_’i, FQ) d37’1 d37”2

— — € — —
W = /1/}*(7’1,7”2) —_— w(rl,TQ) d37’1 d37”2

471'50 ’Fl — 7?2|

D.3.1 Vypocet kinetickej energie (1)

2
r = I [ 6 ) V)6 i d,
2
- 2h_m / 6" (7)) 6" (72) V3 ¢(7) 9 (a) dPry dPry =

2
—— o [ En o VR o) [ Er ool

2
_ f—m / d’ry ¢"(72) V3 6(72) / d’ry ¢7(71)6(7)

Kedze orbitaly ¢(7) vodiku podobného iénu st normované na 1, t.j. plati

[ oo er=1

(D.11)

(D.12)

(D.13)

prislusné integraly netreba dalej pisat. Na oznaceni integracnych premennych neza-
lezi, a preto kazdy z dvoch sé¢itancov vo vyraze pre 1" bude rovnaky. Tak dostavame

T = <—%) ) / & (7) V2 6(7) dPr
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Za ¢ teraz dosadime podla vyjadrenia (D.7) a dostavame

B
T=—2— /e‘ﬂr/“ V2e frie g3y = —%Q%L (D.15)

&

-~
vA

Integral v tomto vyraze sme si oznacili Z;. Pocitajme ho vo sférickych stradniciach.

Pripomenme, ze Laplaceov operator v tychto suradniciach ma vyjadrenie

L 10 /,0\ 1,
— 9 (22} = D.1
v r2 Or " or + r2 vﬁ’“" (D-16)
kde 19 9 1o
2 = — ( sinv— - D.1
Vie = sind 00 (51“%19) T SinZ0 g2 (D.17)

TakZze pocitajme

1, = /em/a Ve Prladdy = / dr r2/dQ e Frlag?efr/e —
0
> 10 0 1
_ 2 —Br/a 2 2 —Br/a
= /0 drr /dQ (& / [ﬁ% (’I" E) + ﬁvﬁ#}:| (& /

V2 e~

Integrovanie cez priestorovy uhol €2 bude jednoduché, lebo v integrovanej funkcii ni¢
od uhlov nezavisi. Mame

™ 2m
/dQE/ dﬁsinﬂ/ dp = 4n
0 0
a mozeme teda pisat

]. (7 36 / 8 86 /
_ ﬁTCL 2 . T/a 2
Zl 47'('/ dTTe / - (T ) 47'('/ dTe ﬁ/ _<T’ )

Toto integrovanie lahko zvladneme metddou per partes. Vysledok je

Plati

7, = —% (D.18)

Kvantovomechanicka stredna hodnota kinetickej energie skimanych dvoch elektro-
nov energie v stave 1) preto bude

2
T= Zi <§) =3 (vaj) (D.19)

2m \ a

150



Faktor 2 sme explicitne vybrali preto, aby sme si pripomenuli, Ze tato kineticka energia
je suctom kinetickych energii dvoch elektronov v atdme ¢i idne, ktory riesime. Vidime,
ze Hartreeho atdomové jednotky [v ktorychm = e =h = 1, ¢y = 1/(47)] mimoriadne
zjednodusuju zapis niektorych formul. Ak by nam v konkrétnom probléme pouzitie
atomovych jednotiek vyznamne ulahcilo napr. postup odvodzovania, treba atdbmové
jednotky pouzit. K takej prilezitosti sa zakratko dostaneme.

D.3.2 Vypocet potenciilnej energie elektrony-jadro (V)

“ 28~ _azp (v aj.) (D.20)

V=-2
dreg  a

D.3.3 Vypocet potencialnej energie elektron-elektron (W)

Najzaujimavejsi prispevok do pocitanej energie I je vyjadreny vyrazom (D.13). Vyjad-
ruje energiu elektron-elektronovej interakcie. Za 1) dosadime formulu (D.8) a hodnotu
W prepiseme takto:

2 9 6 2 1 2 6
A N /exp (2BiAr)| L g, = €L (B L
4reg 2 \a a 19 dreg ™2 \ a

(D.21)
Samotny integral v tomto vyraze sme si teda oznacili
2 1
Ig = /eXp |:_6(7"1—‘i‘7“2>:| — d37’1 d37’2 (D22)
a T12

a pocitame ho s vyuzitim sférickych sturadnic takto:

0o 2 Q
Iy = / dry 72 exp (——7"1) /dQ1/ dry 73 exp (——57“2) % (D.23)
0 12

Integrovanie cez priestorovy uhol (2, elegantne zvladneme pomocou analégie s elek-
trostatikou (trik prof. Petra Licharda, pri ktorom sa uvazuje rovhomerne plosne na-
bita gula o polomere 72 a pocita sa od nej elektrostaticky potencial v mieste 7,
ktoré moze byt v hociktorom bode priestoru). Dostaneme

47

— prer; >1y
dQQ 1
— = (D.24)
T12 47

— prer; <y
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Ak zavedieme tzv. Heaviside-ovu skokovt funkciu

1 prex >0
O(x)=4¢1/2 prex =0 (D.25)
0 pre x <0

tak vysledok integrovania cez priestorovy uhol €2y mozeme zapisat aj takto:

dQ 4 4
—2 = _7T @(Tl — 7“2) + _7T @(’I"Q — T‘l) (D.26)
12 ™ T2

Toto vyjadrenie dosadime do vyrazu (D.23), ¢im sa nam integral rozpadne na sucet

I = / dr; r% exp <——Br1) /dQl/ drs r% exp (——57”2) - O(r; — 1)
0 a 0 a ™

+ / dry 7% exp (——Bh) /dQl/ dry 75 exp (——Bm) ll O(ry — 1)
0 a 0 a )

(D.27)
Ukazuje sa, Ze oba riadky tohoto vyrazu st rovnaké. Aby sme to videli, sta¢i v druhom

riadku vymenit poradie integralov. (Je to mozné, lebo zatial st hranicami integrovani
konstantné hodnoty alebo nekonecna, nie premenné.)

Is = / dr; r% exp <——ﬂr1) /dQl/ drs r% exp <——BT’2> - O(r; — 1)
0 a 0 a r1
+ / dr, r% exp (——Bm) /dQl/ dry 7’% exp (——ﬁh) - O(ry — 1) =
0 a 0 a T2

o 2 = 2 4
= 47r/ dry 7% exp <——6r1) / dry 75 exp (——Bm) il
0 a 0 a 1

e 2 "2 2 4
+ 47?/ dry rg exp (——ﬁw) / dry r% exp (——ﬂm) il (D.28)
0 a 0 a ra

(Integrovanie cez {2; dava v oboch riadkoch hodnotu 47.) Ked sa pozrieme na tieto
dva scitavané vyrazy, vidime, Ze sa liSia len tak, Ze indexy 1 a 2 st vymenené. Na ozna-
¢eni integracnych premennych vsak nemoéze zalezat. Preto su oba tie riadky rovnaké
a mozeme napisat

o 2 " 2 4
Is=2. 47r/ drq Tf exp (——57“1) / dry Tg exp (——Bm) ==
0 a 0 a 71
[e'e] 2 1 2
= 2(4m)? / dryr exp (——BT1> / dry 73 exp (——ﬂrg) (D.29)
0 a 0 a
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Integraly, ktoré tam vystupuju, sa uz dajui pocitat zakladnymi metédami. Najprv treba
pocitat integral cez 79, lebo ten ma ako hornu hranicu hodnotu 7. Celkovy vysledok
je

5(a\’
Iy =2(4r)* = | — D.30
Integral W, ktory ma rozmer energie, je potom podla (D.21) rovny
e? 58 5
= — = == .. D.31
esal "3 goo(vaj) (D.31)

D.4 Energia pre zvolenu vlnovu funkciu ¢ (pokracovanie)

Celkovu energiu F zapisant vyrazmi (D.9) a (D.10) teraz vieme vyjadrit s¢itanim pris-
pevkov (D.19), (D.20) a (D.31) takto:

2
Bl (§> B gg (D.32)

2m \ a dteg  a  4dmeg

Aby sme sa zbavili mnozstva teraz nepodstatnych konstant, vyjadrime ju v Hartreeho
atémovych jednotkach [m = e = h = 1, g9 = 1/(4m) ]. V nich vychadza hodnota
Bohrovho polomeru a rovna 1 [pozri (D.6)]. Dostavame omnoho jednoduchsi vyraz

=g —278+ gﬁ ) (D33)

Jednotka energie v Hartreeho atémovych jednotkach je 1 Hartree, co je

12
1Ha = S = & 972113834V = 4,35974380 . 10~ 18] (D.34)
a

ako sa to da usudit aj z formul pre energie zapisanych vyssie. Energia v atomovych
jednotkach sa teda da chapat aj ako relativna hodnota energie vyjadrenej vo¢i hodnote
1 Ha. Ako uz bolo spomenuté, jednotkou vzdialenosti v atémovych jednotkach je

h24ﬂ'€0
me?

1Bohr=a =ap = 0,5291772083 .10 m (D.35)

D.5 Minimalizacia energie variacnou metédou

Energia I vyjadrena formulou (D.33) je energiou dvoch elektrénov popisanych vlno-
vou funkciou (D.4) [pozri aj (D.7) a (D.8)] a pohybujucich sa v centralnom poli jadra
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s nabojom Ze. Samotna vlnova funkcia (D.4) svojou formou zodpoveda dvom navza-
jom nezavislym neinteragujticim elektréonom, z ktorych kazdy by sa pohyboval v cen-
tralnom poli jadra s ndbojom [e. Funkcia v teda urcite nebude spravna pre tu rieSeny
problém (hélium alebo jemu podobny i6n), najma preto, ze Gplne ignoruje vzajomnu
odpudivu interakciu elektréonov a okrem toho ma v sebe parameter (3, ktorého hod-
notu sme ani nes$pecifikovali. Napriek tomu ju v ramci moznosti mozeme vylepsit,
lepsie povedané nastavit, ako sa najlepsie da, ¢ize optimalizovat. Jedina moznost, ako
to spravit, je najst ¢o najlepsi parameter . Kritériom optimalnosti parametra  bude
pom kvantovej mechaniky (Veta 8). Matematicky to znamena najst minimum funkcie
E(pB). Pouzijeme teda derivovanie:

oF 5
— =20-27Z+ -
op ~ P2ty
a polozime podmienku
OFE
=0
9p
Z nej dostaneme vysledok pre optimalnu hodnotu f:
5
ﬁopt =7 - 1_6 (D36)
Hladana minimalna energia teda bude
5\ 2
Emin = E(ﬁopt) = - (Z - E) = - o2pt (D37)

To je nas priblizny vysledok pre energiu zakladného stavu atému hélia alebo jemu
podobného i6nu. Pozrime sa teraz na pripady jednotlivych proténovych ¢isiel 7 (ta-

bulka 1).

D.6 Ioniza¢ni energia hélia a jemu podobnych iénov

Prva ioniza¢na energia (neutralneho) atomu hélia je minimalna energia potrebna na
to, aby sme z neho vytrhli jeden elektron. Pritom sa predpoklada, ze tak hélium ako
aj vysledny i6n He™ su vo svojich zékladnych stavoch. Elektréon vytrhnuty dodanim
ionizacnej energie sa od atomu vzdiali a zastane (alebo ma zanedbatelnu kineticka
energiu). KedZe po vytrhnuti je daleko od jadra, ma zanedbatelnu aj potencialnu ener-
giu. Prva ioniza¢na energia atomu hélia sa teda da pocitat takto:

E™(He) = E(He') — E(He) (D.38)
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Tabulka 1: Energie atdému hélia a jemu podobnych iénov ziskané varia¢nou metédou
s jednym parametrom.

Z znatka FE.;, (Ha) FEgp, (V)

1 H- 04727  —12,86
2 He —2.8477  —T7,49
3 Lit ~72227  —196,53
4 Be**  —135977 —370,01
5 B 219727 —597,91
6 CH  —32,3477 —880,22

He™ je vodiku podobny i6n. Energiu jeho zadkladného stavu teda pozname presne: do-
staneme ju z formuly (147) prin = 1, Z = 2. Energiu samotného atému hélia sme
vyssie prave urdili priblizne variacnou metédou: formula (D.37) pri Z = 2.

Obdobne definujeme ioniza¢né energie héliu podobnych iénov H™, Li*, atd. To
vsak uz nebudu 1. ioniza¢né energie neutralnych atomov, ale idnov. Napr. formulou

E°MLit) = B(Li*") — B(LiT) (D.39)

urc¢ime tato energiu pre kation litia. V tabulke 2 tieto hodnoty uvadzame a porovna-
vame aj s experimentalnymi prevzatymi z [1]. VSetky energie v tejto tabulke sa v jed-
notkach Hartree. Zaporna hodnota v pripade aniéonu H™ je nefyzikalna. Ur¢ili sme ju
rovnicou

E°"(H )= E(H) - E(H") (D.40)

Zaporna hodnota indikuje, ze nami pouzita variacna metdda je uplne nedostato¢na na
vypocet ionizac¢nej energie tohoto aniénu. Je to preto, Ze energia anionu H™ touto me-
todou vychadza prilis vysoka (—0,4727 Ha). Pre ostatné iény (aj samotné hélium) vsak
tu vysvetlena jednoducha varia¢na metoda dava az prekvapujico dobré vysledky (na
to, aka je jednoducha). Keby sme pouzili variacni metodu s viacerymi parametrami,
dostali by sme vysledky blizsie experimentalnym a aj hodnota ionizacnej energie pre
H~™ by bola kladna. Fyzikalne by zaporna ionizacna energia znamenala, Ze i6n H™ by
bol nestabilny. V skuto¢nosti tento i6n existuje a je mimoriadne dolezity pre nepriez-
racnost atmosféry Slnka a jemu podobnych hviezd (D. Chalonge, 1946). I6n H™ moéze
stabilne existovat len v zakladnom stave. (Neexistuje jeho vzbudeny viazany stav.) Je-
den proton udrzi dva elektrony iba v zakladnom stave.
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Tabulka 2: Ionizacné energie atomu hélia a jemu podobnych iénov ziskané variac-
nou metoddou s jednym parametrom. Vsetky energie su v atdbmovych jednotkach (Ha).
Experimentalne energie st prevzaté z [1].

Z znacka experiment varia¢na metdda

1 H- 0,055 —0,0273
2 He 0,90331(4) 0,8477
3 Lit 2,7798(5)  2,7227
4 Be**t ——- 5,5977
5 B3 ——e 9,4727
6

CY  14407(4) 14,3477

D.7 Efekt tienenia

Pre energiu zakladného stavu atému hélia a jemu podobnych iénov sme odvodili vyraz

6/2 5 2
E=_-% (Z - —> (D.41)

a

Tento vyraz mozeme rozpisat na sucet dvoch rovnakych:

1 ¢? 5\% 1¢? 5\
E=—-2(z_-2) 25 (72 (D.42)
2 q 16 2 a 16

Kazdy z tychto dvoch ¢lenov ma taky tvar ako energia zakladného stavu vodiku po-
dobného i6nu (t.j. ako energia sustavy s jednym elektronom); pozri vyjadrenie (147),
ktoré naozaj mozno lahko upravit na tvar

Ei=—-—-—17 (D.43)

Vo vyssie napisanom vyjadreni (D.42) energie atému hélia alebo podobného iénu vsak
vystupuje v roli akoby proténového ¢isla hodnota Z —5/16, a nie hodnota Z. nevystu-
puje v roli proténového ¢isla hodnota 7, ale hodnota Z — 5/16. Preto mozeme zaviest

efektivne protéonové ¢islo

5
Lett = L — — D.44
N (D.44)
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Pre hélium je to hodnota Z(He) = 27/16. Elektrony si teda navzajom tienia jadro
a kazdy z nich sa akoby pohybuje v gulovo symetrickom poli jedného a toho istého
efektivneho jadra (v poli, ktoré je sic¢tom pola skuto¢ného jadra a toho druhého elek-
tronu). Takato interpretacia plati vdaka priblizeniu, ktoré sme pouzili, Ze sme si totiz
vlnovu funkciu zapisali vo faktorizovanom tvare separujicom premenné 7 a 7.

E Hartreeho metoda

Zadanie ulohy. Mame riesit problém (261). V Hartreeho metdéde budeme neznamu
vlnovt funkciu ¥ hladat v tvare Hartreeho sicinu. Pri vyklade Hartreeho metody sa
obvykle ignoruje spin [1], ¢o spravime aj my. Budeme teda riesit tymto sposobom
zjednodusent verziu dlohy (261). VInovu funkciu ozna¢ime a vyjadrime vyrazom

Je to tiez Hartreeho sucin, tentoraz zavisly iba od priestorovych suradnic. Hartreeho
metodda je istou realizaciou varia¢nej metddy; pozri odsek 6.1. V zmysle tejto metody
potom funkciu (E.1) budeme povazovat za pokusnt funkciu, na ktort aplikujeme va-
ria¢nt metodu. Ak by sme zabezpecili, Ze menovatel zlomku (167) vo varia¢nej metode
by bol rovny 1, celkovi energiu ststavy by sme mohli hladat minimalizaciou vyrazu

g:/w(ﬁ,...,m)ﬁw(a,...,fN)deEo (E.2)

kde d7 = d3ry...d3ry. G vtedy predstavuje kvantovomechanickd strednd hodnotu
energie sustavy nachadzajucej sa v stave 1. Jednotkovost menovatela v (167) znamena,
Ze mnohocasticova funkcia 1/ je normovana na 1:

/’QD*(Fl,,FN)’QD(’Fl,,’FN)del (EB)

KedzZe vyraz G zavisi od funkcii (mame na mysli tie ¢;), nazyvame ho funkcional. Nor-
movanie 1) na 1 dosiahneme tym, Ze aj pre jednocasticové funkcie budeme pozadovat,
aby platilo

/ i (M) () dPr=1, Vi (E.4)

Splnenie tychto normovacich podmienok zabezpecime pouzitim Lagrangeovych mul-
tiplikatorov. Preto definujeme rozsireny funkcional

G:Q—i)\i (/@(F)goi(??)d:*r—l) E5)
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kde \; si spominané Lagrangeove multiplikatory. Namiesto jednoduchsieho funkci-
onalu (E.2) teda budeme minimalizovat G. Jednocasticové funkcie ¢; vystupujuce

v (E.1) st nezname a nasou ulohou je najst ich tak, aby bola hodnota GG ¢o najmensia.
Funkcie ¢; teda maju tlohu varia¢nych parametrov.

Fyzikalne parametre problému, ktory treba riesit, si definované Hamiltonianom.
Ten zoberme podobny ako (258), ale bez spinovej Casti, co je casto velmi dobré pribli-
zenie. Hamiltonian teda teraz zapiseme

N ) 1 N
H= Z h(i) + 5 2 W (i, ) (E.6)
=1 i,j=1
kde
R R h2
h(i) = h(r;) = —%V? + Dext (75) (E.7)
a
e? 1 -
o, 1F]
(i,5) dreg |1 — 15 (E.8)
0, =

Funkcional predstavujuci energiu pre zvolenu vlnovua funkciu (E.1). Cely funkci-
onal (E.5) je praktické rozpisat si a nasledne zjednodusit takto:

G =G6G+L = ¢W4+g? 4 (E.9)
kde

g E/¢*(f1,...,fN) [Z ﬁ(i)] W(FL, ... Fy)dr = Z/g@f h(i) ;i dPr; =

= (na oznateni integ. prem. nezélezi) Z/% (7) h(7) @:i(F) &r  (B.11)

i,7=1
1 N
=32 [ GG E) i) e @) Endn @1
ij=1



L=— Z i [/ O (F) i (F) Pr — 1 (E.14)

Minimalizicia funkcionalu (a energie). Chceme zistit, pri akych funkciach ¢; bude
funkcional G' minimalny. Ide o nieco analogické ku hladaniu minima funkcie, kedy
sa funkcia derivuje. Tu v§ak mame hladat minimum funkcionalu. Namiesto jednodu-
chého derivovania budeme funkcional G varirovat, ¢o znamena, Ze skisime, ako sa
zmeni pri malej zmene funkcii ;, od ktorych zavisi. Uvazujme teda takuto variaciu
funkecii ;:

’%’ — @i + 0p; (E.15)

Potom sa funkcional zmeni takto:

Glp] — Gle+dp] =Glp] +0G (E.16)

a obdobne sa to da pisat aj pre jeho jednotlivé zlozky GV, G?) a L. Pre stéet jedno-
Casticovych integralov v sume vyssie teda mame

GVl — GWp+d¢] = Z /(901' +80i)* h(i) (i + 0i) dry =

+ Z / 5@1 901 d37’z + Z/ QOz (SQOI d37"2

S/

5g(1)
(E.17)

+ Cleny 2. radu v 0y , ktoré su zanedbatelné

Viimnime si, Ze druhy ¢len v G je komplexne zdruzeny k prvému.

Aj pri pocitani s dvojcasticovymi integralmi budeme miestami kvoli struc¢nosti vy-
nechavat pisanie argumentov funkcii p; ak st vynechané, tak plati ¢; = ¢;(i) =
©0i(13), ¢; = ¢j(j) = ¢,(7;). Pre variaciu sumy dvojéasticovych integralov (E.13)
dostavame postupom podobnym nez vyssie, len zloZitejsim, toto [pricom vyuzijeme,
ze w(i,j) = w(j,?) a ze sumacné indexy mdzeme lubovolne premenovat, aj vymenit
(z <> 7) medzi sebou]:

g(2 Z \/'(SSOZ SOJ <Z j) PiPj d37"1 dgrj + Z /901 gpj (l .]) 5(;01 2 d T dgrj

4,j=1 t,j=1
(E.18)
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Aj tu je druhy ¢len komplexne zdruzeny k prvému. Aby sme spocitali aj variaciu fun-
kcionalu G, nielen G, zostava este spocitat variaciu ¢lena s Lagrangeovymi multipli-
katormi, pozri (E.14). T4 sa pocita lahko a je

N
0L = _Z)‘i (/ Sof i dr +/g0;‘ dp; d37‘) (E.19)
i=1

Teraz uz vieme napisat, comu sa rovna variacia celého funkcionalu G, pozri (E.5), (E.9).
Potrebujeme na to zozbierat vysledky (E.17), (E.18) a (E.19). Dostavame

6G = Glo + 6¢] — Gle] = 66N + 5GP + 6L (E.20)

a teda

N N
0G = Z/dgﬂ' 0p; (h(i) +Z/d37“j @i, ) p; — )\i> o + kz  (E21)
=1 j=1

kde k.z. oznacuje ¢leny komplexne zdruzené s predoslymi.

Ako sme povedali uz skér, snazime sa hladat, pri akych funkciach ¢; je funkcional
G minimalny. Tak ako pri funkcii je v okoli jej extrému nulova prva derivacia, Cize
v prvom rade nulova zmena, tak pri funkcionali je v okoli jeho extrému nulova variacia.
Preto kvoli najdeniu minimalizujtcich funkcii ¢; pozadujeme

5G =0 (E.22)

Aby toto bolo splnené pre lubovolné variacie dp;, musi byt vyraz (...... )i vo for-
mule (E.21) nulovy.®® Musia teda platit rovnice

b+ Y [ & )00 ei)| el = M) (B2

Pripomenime, ze w(i,i) = 0, a teda ¢leny s j = 7 v tychto rovniciach vypadnu. ,k.z.
v rovnici (E.21) nam da len komplexne zdruZend rovnicu ku prave napisanej, teda
ziadnu novu rovnicu. Na oznaceni integracnej premennej 7; v rovniciach (E.23) ne-
moze zalezat. Ani pisanie indexu ¢ vo vonkajSej premennej 7; teraz uz nie je nutné.

%6Samotny obsah tych zatvoriek nema ¢iselnii hodnotu, je to len operator. Preto v tom nulovom vyraze
musi byt sprava aj ¢;.

160



Rovnice (E.23) sa preto daju pisat (trochu podrobnejsie) aj takto:

N 2

7 (= € 3.0, x(= 1 —/ N

0+ 5 [ ) = )| ) = he)| @29
J#i

Rovnice (E.24) predstavuju sustavu N integralno-diferencialnych rovnic pre nezname
funkcie ;. Vyriesenim tychto rovnic teda najdeme funkcie, ktoré extremalizuju (zvy-
¢ajne minimalizuji) funkcional GG. Hodnota tohoto funkcionalu v takom pripade je
pribliznou vlastnou energiou zakladného stavu ststavy. Stistava rovnic (E.24) [tak isto
aj (E.23)] sa nazyva Hartreeho rovnice (HR). Jednotlivé rovnice tejto sustavy svojou
formou pripominaja bez¢asovu Schrédingerovu rovnicu.

Fyzikalny vyznam sumy v Hartreeho rovniciach. Na jeho pochopenie staci najprv
v i-tej HR skiimat jeden ¢len (t. j. pre jedno j rozne od 7). Hodnota vyrazu ¢ (7 ) p; (77)
je hustota pravdepodobnosti vyskytu elektrénu s vinovou funkciou ¢;(7’) v mieste
7'. Vyraz (—e)|¢;(7’)|* je potom hustota elektrického naboja vytvarana takym elek-
tronom; je to hustota v kvantovo-mechanickom zmysle priemernej hodnoty v danom
bode priestoru. Vyraz

/ L (=0les)P 50 em uy (7) (E.25)

—

drey |7 =T

je priemerny elektrostaticky potencial v mieste 7" vytvarany elektronom s vinovou fun-
kciou ¢; (7). Preto

'LLj (7:.‘) ozn. UiHartree (T—.’) (E26)

M =

1

J
VE)

Sl

je ustredneny elektrostaticky potencial, ktory vytvaraju v mieste 7 vSetky elektrony
okrem i-teho (t. j. toho, ktory obsadzuje orbital ;). Volame ho aj Hartreeho potencial.
Cela suma cez j v HR teda je

N 2

€ 3.1 k(= 1 AN Hartree . Hartree / =
;47T50 /d (7 )m%‘(r) = —eU;"(r) =V, (M| (E27)
J#
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a ma vyznam potencialnej energie i-teho elektréonu v ustrednenom poli vsetkych os-
tatnych elektronov. Je priestorovo zavisla (preto sa nazyva potencialna) a ¢asto ju preto
tiezZ nazyvaji Hartreeho potencial [ale treba mat na paméti, Ze v SI sustave majui po-
tencial a potencialna energia odlisné jednotky a teda nie sa to totozné veliciny, i ked
sa lisia len o trividlny nasobok (—e)].

V tejto suvislosti si edte véimnime sumu G®) elektrén-elektréonovych odpudivych
energii vyjadrenu prispevkom (E.13). Na zaklade vyssie zavedenej Hartreeho poten-
cidlnej energie sa da zapisat

g(2 Z/ VHartree( )(pz(f‘) d3 (EZS)

Orbitaly v Hartreeho rovniciach. Efektivny Hamiltonian zavisly na orbitaloch. HR
(E.24) sa teda daju kompaktne zapisat

() + V(7| i) = A7) (E.29)

~
7 eff
hi

Velmi pripominaju sustavu navzajom nezavislych rovnic (263) z motivacnej casti. Je
tu v8ak jedna komplikacia: efektivny jednocasticovy potencial v (E.29) zavisi od orbi-
talov ¢;, ¢o su nezname funkcie. Tieto nezname funkcie v HR vystupuji v kubickej
forme. HR su preto nelinearne a nie su az tak jednoduché, ako sme si to na zaciatku
predstavovali v motivacnej casti.

Jednotlivé orbitaly ¢, st vlastnymi funkciami navzajom odlisnych efektivnych ha-
miltonidnov (ktoré sa preto tiez musia indexovat). Vyriesenim HR tak dostaneme or-
bitaly, ktoré nie st navzajom ortogonalne. Podmienku ortogonalnosti sme ani nikde
nepouzili. Naozaj: pri minimalizacii sme len nalozili podmienku (E.4), Ze orbitaly maju
byt normované na 1.

Riesenie Hartreeho rovnic. HR predstavuju sustavu N integralno-diferencialnych
rovnic. Rie$i sa metédou postupnych iteracii: na zaciatku si zvolime nejaké startovacie
funkcie

0,0, o (E.30)

Napr. ak riesime HR pre atom, tak za gpg ) mozeme zvolit presne zname vlastné fun-

kcie pre vodiku podobny ién. Z tychto startovacich funkcii uréime zaciatoéna hodnotu
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Hartreeho potencialu Ui(o) (7) (ktora je urcite este velmi nespravna). Z UZ-(O) (7) potom
rieSenim HR dostaneme uz spresnené (ale stale velmi hrubé) jednocasticové funkcie

1 1 1
sog)wé),-..,wgv) (E.31)

a aj prvy odhad Lagrangeovych multiplikatorov /\51). Tym mame ukoncent prvu itera-
ciu. A tak dalej iterujeme, az raz skoncime, a to napr. vtedy, ked rozdiel medzi vystupmi
po sebe iducich iteracii bude zanedbatelny. Vtedy uz budu orbitaly ¢; konzistentné
s Hartreeho potencialom. Vysledné elektrostatické pole od uvazovanych elektronov
nazyvame self-konzistentné pole; pojem samosthlasné pole sa pouziva menej Casto.

O vyzname vlastnych hodnot a jednocasticovych funkcii sme si povedali pri $tadiu
Hartreeho-Fockovej metody. Samotna Hartreeho metdda sa v praxi pouziva zriedka,
lebo nerespektuje antisymetriu vinovej funkcie.

F Funkcionaly

zatial len v anglickej verzii

F.1 An Intuitive Explanation of Functionals

Taylor expansion of a function of one variable:

1 df 1 d*f , 1 d3f 3
Taylor expansion of a function of m variables:
flx1 4+ Axy, 29+ Axy, ...,z + Azyy) = (F.2)

1 = Of
f(:z:l,asg,...,:);m)jtﬂ;axi

(Az;) (Az)) + ...

T T

1 m m an

The vertical lines |, says us: do the derivative and then evaluate it at . For the functions
on n variables, we used the shortcut

T=21,22,...,Tm, (F.3)
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A Functional. It is a mathematical form that depends on some function, i.e. not on an
elementary variable or variables like x1, ..., z,,. A nice examples is the Thomas-Fermi
(TF) kinetic-energy functional (410):

Tre[n] = Cr / n®3(7) d&r (F.4)

It depends on the electron density n(7), which itself is a function. Let us further use the
notation F'[n] for a functional depending of a function n(7) (which need not necessarily
be a density). The function n(7) is defined on some spatial domain D (which can be
either finite such as a cubic box or a sphere) or infinite. In any such case, the domain
contain an infinite number of spatial points that typically form a continuum and we
will consider this type of damains. We can, however, discretise the spatial domain, i.e.
to divide it between some finite number of grid points. Such a procedure is often being
done for a purpose like numerical integration (quadrature) and, certainly, we would
find several other examples from numerical mathematic. Here, however, we use the
discretisation of space for the purpose of a theoretical analysis. Let the grid points be

T1, T2y ooy T (E.5)

In such a discrete representation, the functional F'[n] becomes a function of m spatial
variables:

F(n(r),n(7),...,n(f)) (F.6)

To make notation more compact we introduce

n; = n(ry) (E.7)
and then the liist of the variables on which the function F' depends, is ny, no, ..., ny,:
F=F(ny,ng,...,nm) (F.8)

Let us now consider that the function n(7) is slightly modified by an amount dn(7):
n(r) — n(r) + on(r) (F.9)

How the functional F'[n] changes upon such variation of n(7)? Formally, we express
the variation § F'[n] of the functional F'[n] as follows:

Fn] — Fn+ dn] = F[n] + 0F[n] (F.10)

The last equation defines what is meant by a variation of a functional, 0 F'[n]; the term
variation is used for functionals, not for functions. Since we have discretised the functi-
onal [converted it to the function (F.8)] and since the quantities 0n(7”) are small enough,
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we can now take advantage of the Taylor expansion (F.2) to answer the above question
by calculating F'[n + dn| in the discrete representation:

F(ny+ong,...,ny, +5nm) = F(nl, cey M) F (F.11)

Because the grid can be very dense, we can replace the summations over the grid points
by integrals over the spatial domain D:

F(ni+o0ny,...,0ym+0ny,) = Fng,...,n,) + (F.12)
o
p On(F)],

3 3./
/d /d on(7 an(*f)

Thus, after the short trip to common functions, we are back to the world of functionals;
the last formula in the brief language of functionals is rewritten as

on(r) d3r +

on(r) on(r’) +

F[n+én] = F[n] + /d3 5257) on(r) + (F.13)
/d3 /d3 ’Wnan(F) () + ...

The expressions
OF 62F
on(r)’  on(r)on(r’)
are the first and the second functional derivatives of the given functional, F'[n], res-
pectively. In the above exansions, they are evaluate at the density n(7) [not at n(7) +
on(7)]. By comparing (F.13) to (F.12) we immediatelly see the principal meaning of the
concept of a functional derivative.

By definition, a variation of the functional is defined by [see (F.10)]
dF[n] = F[n+ én] — FIn| (F.14)

Now, if we are searching for a local extremum (a minimum or maximum) of the func-
tional, the necessary condition expressed in the discretised form is

=0, Vie{l2... F.15
(97%- ot ’ ? {77 7m} ( )
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We see that the functional form of this condition is

OF
on(r

=0 (F.16)

~
3
S

(the necessary condition of a local extremum of the functional). Very often, this equ-
ation is sufficient to use do determine a minimum or maximum. Its solution is the
extermising function ny(7), i.e. the one at which the functional takes its minimum or
maximum (may not be a global one).

If on is very small in (F.13), the first two terms then become sufficient to keep and
we can then express variation (F.14) around some arbitrary chosen function n(7) as

5 OF
5F[n]:/pdr 51 ()

If the chosen function n(7) is ny(7), then the variation § F'[n] vanishes. Hence, we
derived the frequently used formula of the variational calculus:

on(r), for on(r) =0 (F.17)

n

d0F[n] =0]| atalocal minimum or maximum (F.18)

It is just as when differential of a common function like f(x) of eq. (F.1) vanishes at
any extremal point of the function.

F.2 On the Kohn-Sham Mapping (or Ansatz)

The Hohenberg-Kohn total-energy functional is given by (453):
E,n| =T[n] + W]n] + /n(F)vext(F) d*r (F.19)

In this expression, the forms of 7'[n] and W [n] are unknown; hence such a functional
can not have any direct practical use. According to Kohn and Sham, we can, however,
introduce the auxiliary (or reference) system of non-interacting electrons such as to
provide the same ground-state density. A wave function of such a system has the form
of a Slater determinant, exactly as in the Hartree-Fock theory. (So, both in the HF
theory and in the DFT, total wave functions are some Slater determinants.)

Denote the non-interacting kinetic energy by symbol 7 [n] [see (456)]. We now can
add and substract T[n] in (F.19) and regroup the terms:

E,n] = Tuln] + / (7Y vex(7) & + Wn] + Tln] — Tu[n] (F.20)
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T'[n]|—Tg[n] is some difficult part of the kinetic energy. We also know that the electron-
electron interation energy, W [n|, contains an “easy” component (that is, easy to express
using the density). It is the Hartree energy, obviosly a relatively big component of
Wnl; see (301) for its first occurence in our course, then (413) of the Thomas-Fermi
theory, and finally (456) of the Kohn-Sham theory. So, decompose also W n|:

W[n] = EHartree [n] + Wrest (F.Zl)

Thus, the total-energy functional (F.20) can be expressed as

Ev [TL] = Ts [TL] + \/n(f‘)vext(f)) dgr + EHartree [TL] + T[TL] - TS [TL] + Wresﬁ = (Fzz)

Ey[n]

= EKS [n]

(It is the same expression as (456). And it has to be understood as the definition of
E[n].) So, the difficult-to-express but, fortunatelly, relatively small part was denoted
as Ey.[n]. It is called exchange-correlation energy. We know from the HF theory
that there must be the exchange-energy contribution to the total energy. Since this
contributions is neither in 7s[n| nor in the interaction energy with the external field, it
then obviously must be a part of T'[n| —T[n]+ West = FExc[n]. A similar consideration
holds for the correlation energy.

Now, if we want to find a local minimum of the Kohn-Sham functional, (F.22), we
have to keep the correct number of the electrons, N, in the minimisation. We do in
using a Lagrange multiplier, exactly as we have done it in the TF theory, see (415).
Therefore, again an augmented functional,

skwﬂzadm—uL/mm&r—N} (F.23)

is to be minimised. We do the minimisation by requesting that at the minimising den-
sity no(7),

0xs[n] =0 (F.24)
for very small variations dn(7) around the minimising density. Alternatively, we can
set the condition (see section F.1)

082s
on(r)

=0 (F.25)

no

This yields the Kohn-Sham equation for the ground-state density ny which is the den-
sity that minimises the functional Qxs[n], also (and importantly) the Kohn-Sham func-
tional (F.22) [and also the orginal functional (F.19) of Hohenberg and Kohn] as that
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one is equal to the KS functional by definition. Note also, that people often omit the
term with NV in (F.23) for it is a constant only and has no effect in the serach for the
minimum.

In practical calcuations, we are not able to find the exact functional F,.[n]. There-
fore, although the exact equality of the HK and KS functionals holds in theory, we do
not meet it in practice.
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