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5.3 Súvis rotáií s orbitálnym momentom hybnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.4 Súvis rotáií so spinovým momentom hybnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.4.1 Matiová reprezentáia in�nitezimálnyh rota£nýh operátorov pre j = 1/2 275.4.2 Fyzikálna interpretáia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28A Dodatok 281 ÚvodMoment hybnosti (MH) je d�leºitou veli£inou uº aj v klasikej mehanike. Vieme, ºe jeho trizloºky patria medzi sedem d�leºitýh £ísiel-veli£ín, ktoré sa v uzavretej sústave zahovávajú(sú to energia, 3 kartézske zloºky hybnosti no a práve aj 3 kartézske zloºky momentu hybnos-ti). Okrem toho sa MH, resp. jeho niektorá zloºka, zahováva aj v niektorýh neizolovanýhsústaváh, napríklad pri pohybe £astie vo vonkaj²om poli, ak to pole vykazuje istú symetriu.Dá sa ukáza´, ºe zahovanie momentu hybnosti v klasikej mehanike priamo vyplýva z izot-rópnosti priestoru, t.j. ºe pri oto£ení sústavy o istý uhol sa na nej a jej popise fyzikálne ni£nemení [1℄. (A podobne zasa zahovanie hybnosti súvisí s homogénnos´ou priestoru a zaho-vanie energie s homogénos´ou £asu.) Ak bude £as a bude to potrebné, tieto vei si niekedytieº prejdeme. Ako uvidíme, v kvantovej mehanike (QM) má MH e²te d�leºitej²iu úlohu akov klasikej. Uvidíme, ºe MH aj v QM ve©mi úzko súvisí s rotáiami. Okrem toho sa ukazuje,ºe QM objekty (napr. elektrón) majú nielen MH súvisiai s pohybom elektrónu v beºnompristore (tzv. orbitálny MH), ale aj vnútorný MH (spin). Tento druhý MH nemá ºiadenklasiký analóg. Úloha MH v QM sa tak ukazuje e²te d�leºitej²ia ako v klasikej mehanike.Táto d�leºitos´ je e²te via zvýraznená tým, ºe vlastné stavy operátorov MH sa £asto pouºí-vajú na klasi�káiu kvantovýh stavov atómov aj molekúl alebo aspo¬ na klasi�káiu symetriífunkií.2 Orbitálny moment hybnosti2.1 De�níia operátora orbitálneho momentu hybnostiTo, £o pod (orbitálnym) MH £astie máme na mysli v klasikej mehanike, t.j.
~L = ~r × ~p , (1)má svoju priamu obdobu aj v kvantovej mehanike. Kedºe poznáme predpis pre zámenuklasikýh veli£ín za operátory, vieme napísa´, ºe
~̂L = ~̂r × ~̂p , (2)kde ~̂r = ~r a ~̂p = −ih̄~∇. Na vyjadrenie vektorového sú£inu pouºijeme známe determinantovépravidlo a dostanemê

Lx = ŷp̂z − ẑp̂x , L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z , L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x . (3)Alebo, ak dosadíme za operátory súradní a hybností expliitné vyjadrenia, tak
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Príklad: Overte, ºe zloºky operátora MH sú hermitovské.Treba teda dokáza´, ºe operátor hermitovsky zdruºený k L̂x je opä´ L̂x a obdobne pre L̂y a
L̂z. Spome¬me si, ºe ak máme dva operátory, Â a B̂, tak

(
ÂB̂

)†
= B̂†Â† .Takºe zoberme

(ŷp̂z)
† = p̂†z ŷ

† = p̂zŷ = ŷp̂z ,lebo tak ŷ ako aj p̂z sú hermitovské a medzi sebou komutujú. Úplne obdobne to platí pre v²et-ky ¤al²ie sú£iny vystupujúe vo výrazoh pre zloºky MH. Tým máme dokázanú jeho hermi-tovos´.No a okrem kartézskyh zloºiek vektora je £asto potrebné uvaºova´ aj ve©kos´ vektora ale-bo niekedy e²te praktikej²ie druhú moninu jeho ve©kosti. Obdobne je to aj s vektorom -operátorom ~̂L. Operátor ²tvora MH de�nujeme úplne prirodzene vz´ahom
L̂2 = L̂2
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z . (5)2.2 Operátory momentu hybnosti vo sférikýh súradniiah
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] (7)2.3 Komuta£né vz´ahyAk dva operátory komutujú, tak vlastné funkie kaºdého z týhto operátorov moºno nájs´ tak,aby boli spolo£né pre oba operátory [2℄. To je ve©mi d�leºitý poznatok jednak pre h©adanievlastnýh funkií a najmä úzko súvisí s prinípom neur£itosti; dve pozorovate©né (v jednejfyzikálnej sústave) nadobúdajú naraz ostré hodnoty (nulové neur£itosti) práve vtedy, ke¤ ihoprátory komutujú. V QM je MH ve©mi d�leºitý, takºe si jeho komuta£né vz´ahy spo£ítameresp. pripomenieme.Takºe m�ºme ráta´
[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z] = [ŷp̂z, ẑp̂x] − [ẑp̂y, ẑp̂x] − [ŷp̂z, x̂p̂z] + [ẑp̂y, x̂p̂z] .Komutátory so ²tyrmi operátormi rozbijeme na jednoduh²ie a pre tie pouºijeme známe ko-muta£né vz´ahy:

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = ih̄a v²etky ostatné komutátory sú nulové, ako napr.
[x̂, x̂] = [x̂, ŷ] = [p̂y, p̂y] = [p̂y, p̂z] = [x̂, p̂y] = at¤. = 0 .3



Tak nám nakonie vyjde mimoriadne d�leºitý výsledok, ºe kartézske zloºky operátora MHnekomutujú a ºe ih komutátory sú
[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z , [L̂y, L̂z] = ih̄L̂x , [L̂z, L̂x] = ih̄L̂y . (8)No a e²te rátajme

[L̂2, L̂x] = [L̂2
x, L̂x] + [L̂2

y, L̂x] + [L̂2
z, L̂x] ,at¤., zrátajte si to sami. Moºno pri tom vyuºi´ nasledovné v²eobené komuta£né pravidlá,ktoré redukujú komutátory sú£inov na jednoduhé komutátory (strie²ky pre stru£nos´ zápisuvyneháme). Po£ítajme [ab, c] = abc − cab = abc − acb + acb − cab = a[b, c] + [a, c]b. Tedauºito£né v²eobené pravidlo je

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b .No a z toho m�ºme vypo£íta´ e²te zloºitej²í komutátor, ak by náhodou niekedy bol treba, ajke¤ teraz nie.
[ab, cd] = ac[b, d] + a[b, c]d + c[a, d]b+ [a, c]db .Výpo£tom zis´ujeme, ºe L̂2 a L̂x komutujú, a tak isto ¤al²ie podobné komutátory:

[L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y] = [L̂2, L̂z] = 0 . (9)(Kedºe osi x, y, z sú rovnoenné, v²etky tri tieto komutátory musia by´ rovnaké.)No a nakonie komutáia s Hamiltonovým operátorom pre entrálne symetriké pole. Takuvaºujme hamiltonián tvaru
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= −p̂z[p̂z, ẑp̂y] − [p̂z, ẑp̂y]p̂z = ih̄p̂zp̂y + ih̄p̂yp̂z = 2ih̄p̂yp̂z .Dohádzame teda k medzivýsledku, ºe
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2
, L̂z] = 0 . (11)Celkom iný typ komutátora, ktorý tieº treba vyráta´, je napr. [V (r), L̂x] a tak isto [V (r), L̂y]a [V (r), L̂z], ktoré musia ma´ z d�vodu symetrie tú istú hodnotu. (V (r) je gu©ovo symetriký,teda ºiaden smer nie je ni£ím výnimo£ný.) Rýhlo sa presved£íme, ºe najjednoduh²í výpo£et4



týhto komutátorov je zobra´ ten s L̂z , pri£om pouºijeme vyjadrenie L̂z vo sférikýh súradni-iah. Samotný komutátor potom po£ítame tak, ºe skú²ajme jeho p�sobenie, resp. p�sobeniejeho £lenov na ©ubovo©nú funkiu.
V (r)L̂zf(~r) = −ih̄V (r)

∂

∂φ
f(~r)Kedºe V (r) nezávisí od φ, hne¤ aj zis´ujeme, ºe operátory L̂z a V (r) komutujú, a tak istomusia ¤al²ie dva:

[L̂z, V (r)] = [L̂x, V (r)] = [L̂y, V (r)] = 0 . (12)Takºe oba £leny hamiltoniánu komutujú s L̂x, a tak isto aj s L̂y a L̂z:
[Ĥ, L̂x] = [Ĥ, L̂y] = [Ĥ, L̂z] = 0 . (13)Ako úplne posledný d�leºitý komutátor nám zostal

[Ĥ, L̂2] = 0 , (14)o £om sa m�ºme presved£i´ opä´ (aj) s vyuºitím vyjadrenia L̂2 vo sférikýh súradniiah.Bolo by dobré týmto komutáiám rozumie´ aj bez detailného po£ítania.Odvodené zarámované komuta£né vz´ahy nám nazna£ujú návod, ako budeme postupova´pri h©adaní vlastnýh sústav (funkií a hodn�t) týh jednotlivýh operátorov: Zoberiemenajprv ten operátor (je to L̂z), ktorého vlastnú sústavu vieme nájs´ najjednoduh²ie. Vieme,ºe takto nájdené vlastné stavy potom m�ºu by´ (ak na tom popraujeme) aj vlastnými stavmioperátora L̂2 - to preto, ºe tie dva operátory komutujú. No a vlastné stavy operátora L̂z aleaj operátora L̂2 m�ºu by´ aj vlastnými stavmi sfériky symetrikého hamiltoniánu.2.4 Vlastná sústava operátora L̂zAk si zoberieme jeho vyjadrenie vo sférikýh súradniiah, tak ©ahko zistíme, ºe
L̂zΦm(ϕ) = mh̄Φm(ϕ) , (15)kde

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕa vlastné hodnoty sú teda mh̄.2.5 Vlastná sústava operátora L̂2Vy²²ie uvedené vlastné funkie operátora L̂z nie sú (s výnimkou triviálneho prípadu m = 0)vlastnými funkiami operátora L̂2. Aby sme ih takými spravili, ur£ite treba nejak rie²i´závislos´ od uhla ϑ a nepokazi´ pritom to, ºe sú uº vlastnými funkiami pre L̂z. Vlastnýmifunkiami pre Lz m�ºu by´ len vtedy, ke¤ závislos´ na ϕ má tvar exp(imϕ). Teda spolo£névlastné funkie pre L̂z aj L̂2 musia ma´ tvar

Y = const Θ(ϑ) eimϕ ,kde Θ(ϑ) je nejaká zatia© neznáma funkia a onst je ©ubovo©ná kon²tanta, alebo dokonato m�ºe by´ aj funkia, napr. premennej r (ale s takými komplikáiami nie je teraz vhodné5



sa unúva´), len nesmie závisie´ na ϑ a ϕ. Spolo£né vlastné funkie Y teda treba h©ada´v separovanom (faktorizovanom) tvare. Matematiky ten problém zapí²eme
L̂zY (ϑ, ϕ) = mh̄Y (ϑ, ϕ) (16)
L̂2Y (ϑ, ϕ) = h̄2λY (ϑ, ϕ) (17)kde
Y (ϑ, ϕ) = Θ(ϑ)Φm(ϕ) (18)a h̄2λ sú neznáme vlastné hodnoty operátora L2. Φm(ϕ) uº poznáme:

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ , m ∈ Z (19)Vlastnú sústavu pre L̂2 budeme h©ada´ vo sférikýh súradniiah; inak by to bolo nesmiernekomplikované. Vidno napr., ºe v kartézskyh by sme mali hne¤ 3 premenné, x, y, z, zatia© £ovo sférikýh len 2. Dosadením faktorizovaného tvaru rie²enia do (17) dostaneme
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Θ = λΘTúto difereniálnu rovniu ideme teraz rie²i´ takým tradi£ným (a hodne zd¨havým a kom-plikovaným) sp�sobom. Viete uº z predná²ky Moderná fyzika, ºe existuje aj ²ikovnej²iametóda. Teraz v²ak nie sme na Modernej fyzike, takºe si m�ºme dovoli´ prebra´ aj tradi£núnemodernú metódu :-) Aj tá má svoje zaujímavé stránky a okrem toho aº po jej prebratídokáºeme oeni´ ²ikovnos´ tej inej metódy, o ktorej si e²te niekedy tieº povieme.Najprv zavedieme substitúiu ξ = cos ϑ. Vyjadríme vz´ahy medzi deriváiami pod©a jedneja druhej premennej (sta£í pouºíva´ oby£ajné deriváie)
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]
Θ = 0a h©adáme jej rie²enie na intervale 〈−1; 1〉. Na tomto intervale je to singulárna difereniálnarovnia, lebo jeden z £lenov pre ξ = ±1 diverguje; ±1 sú teda singulárne body (SB). Singu-lárne difereniálne rovnie sa rie²ia (pokia© to v�be ide) napr. nasledovne. Urobíme ¤al²iusubstitúiu:

t = 1 − ξ2 ,£ím zredukujeme dva SB na jeden, t = 0. Rovnia prejde na tvar
t

[
4(1 − t)

d2Θ

dt2
− 2

dΘ

dt

]
+ 4(1 − t)

dΘ

dt
+

(
λ− m2

t

)
Θ = 0a po úprave
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Jej priblíºenie v okolí SB je
4t
d2Θ

dt2
+ 4t

dΘ

dt
−m2Θ = 0 (pre t→ 0) .Skúsime (= uhádneme) presné rie²enie tejto pribliºnej v tvare

Θ = c1t
|m|/2 + c2t

−|m|/2 .(Dá sa o ¬om ©ahko presved£i´, ke¤ ho dosadíme.) c1 a c2 sú ©ubovo©né komplexné kon²tatny.Sú nezávislé na m. Druhý £len tohto rie²enia v²ak práve pre SB t→ 0 diverguje. Za fyzikálneprípustné rie²enie v²ak povaºujeme také, ktoré nedivergujú pre elý de�ni£ný obor 〈0; 1〉.Preto musí by´ c2 = 0. Rie²enie v okolí SB teda je
Θ = c1t

|m|/2 (pre t→ 0) .Rie²enie presnej rovnie platné pre v²etky t ∈ 〈0; 1〉 teraz budeme h©ada´ v tvare
Θ = t|m|/2vm(t) = (1 − ξ2)|m|/2vm(t) .Dosadíme tento tvar do kompletnej difereniálnej rovnie a po dos´ zd¨havýh úpraváh do-staneme rovniu pre neznámu funkiu vm:

(1 − ξ2)v′′m − 2(m+ 1)ξv′m + [λ−m(m+ 1)]vm = 0 . (20)To uº nie je singulárna DR. Zderivujme ju pod©a ξ. Dostávame
(1 − ξ2)v′′′m − 2(m+ 1)ξv′′m + [λ− (m+ 1)(m+ 2)]v′m = 0a po malom prepise
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+ [λ−m(m+ 1)]
dvm

dξ
= 0 . (21)Rovnie (20) a (21) sa rovnaké, len majú odli²ne zapísanú neznámu funkiu. Preto musí plati´

vm+1(ξ) =
d

dξ
vm(ξ) ⇒ vm(ξ) =

d2

dξm
v0(ξ) .Sta£í teda nájs´ rie²enie pre m = 0, £iºe rovnie

(1 − ξ2)v′′0 − 2ξv′0 + λv0 = 0 .Bolo by to treba dokon£i´ - nestihol som to tu zapísa´, ale na seminári sme sito povedali.3 Rotáie vlnovýh funkií a ih súvis s orbitálnym mo-mentom hybnostiBudeme uvaºova´ aktívne rotáie, £iºe súradniové osi sa hýba´ nebudú, bude sa hýba´ lenpripravujúi prístroj a teda aj vlnová funkia. Aº na odli²nosti v zna£ení to preberieme akov knihe [2℄, £as´ 11.2.Aspo¬ nie£o stru£ne, £o sme prebrali (a to iným sp�sobom ako v tej knihe). Neh sa jednáo fyzikálnu rotáiu o uhol α okolo istej pevnej osi. (Obr. 2 kdesi ¤alej znázor¬uje aktívnu7



rotáiu okolo osi z.) Zavedieme teda vektor ~α popisujúi tak ve©kos´ rotáie ako aj smer aorientáiu osi. Neh ~r je nejaký bod v priestore, ktorý tou rotáiou zmení svoju polohu na
~r ′. Ako túto novú polohu ur£íme na základe znalosti ~r a ~α? Budeme najprv uvaºova´ lenin�nitezimálne oto£enie δ~α. Potom to vyhádza

δ~r = ~r × δ~α . (22)Po zrotovaní bude ma´ vlnová funkia nejaký iný matematiký tvar ψ′ (aj ke¤ pri poh©adez inej, vhodne nato£enej, súradniovej sústavy, by vyzerala tak isto ako p�vodná funkia ψ).Platí 1
ψ′(~r) = ψ(~r − δ~r) .Rozvi¬me to do Taylorovho radu.

ψ(~r − δ~r) = ψ(~r) − δ~r · ~∇ψ(~r) =
[
1 − (~r × δ~α) · ~∇

]
ψ(~r) =

[
1 − δ~α ·

(
~r × ~∇

)]
ψ(~r) .�iºe

ψ′(~r) =
(
1 − i

h̄
δ~α · ~̂L

)
ψ(~r) . (23)Nedokon£ené, ale na seminári sme to prebrali.4 Spin elektrónu4.1 ÚvodV 20. rokoh minulého storo£ia sa nahromadila experimentálna evidenia, ºe elektrón mávlastný (vnútorný) magnetiký moment a moment hybnosti (nazvaný potom spin). Experi-menty ukázali, ºe sú len dva r�zne priemety spinového momentu hybnosti na ©ubovo©nú os anadobúdajú hodnoty ±h̄/2. Dá sa to nazva´ aj tak, ºe elektrón má nejaký vnútorný stupe¬vo©nosti, ktorý m�ºe nadobúda´ len dve hodnoty 2. M�ºme poveda´, ºe elektrón treba okremsúradnie ~r popisova´ aj ¤al²ou súradniou, ktorú budeme zna£i´ σ. No a h©adal sa vhodnýteoretiký popis spinu, ktorý by zapadol do shémy QM a vysvet©oval alebo lep²ie povedanépopisoval experimentálne pozorovania.4.2 Kon²trukia spinovýh operátorov a vektorov (spinorov)Pri kon²trukii tejto teórie m�ºme postupova´ zhruba nasledovne, induktívne; vi¤ aj kniha[2℄. Fyzikálne tie dva spinové stavy, ozn. ih | ↑〉 a | ↓〉, vykazujú vlastnosti navzájomortogonálnyh stavov: bu¤ detekujeme | ↑〉 alebo | ↓〉. Ak uº vieme, ºe elektrón je napr.v stave | ↓〉, tak ¤al²ie meranie jeho stavu ur£ite dá opä´ stav | ↓〉. Tie dva stavy teda nemajúºiaden �prekryv�; ak je elektrón ur£ite v jednom z nih, tak v druhom z nih je s nulovoupravdepodobnos´ou. (Ak prejde prvý krát Sternovým-Gerlahovým prístrojom a povedzmebude ma´ spin dole, tak druhý taký istý prístroj, ke¤ do¬ho tento elektrón vletí, uº ur£ite budedetekovaný, ºe má spin dole, teda stav tohto elektrónu nemá ni£ spolo£né so stavom spinuhore.) Práve toto sa nazýva ortogonálnos´ stavov a u spinu sa to experimentálne pozoruje.1Ak by sme heli by´ úplne v²eobení, tak by sme uvaºovali, ºe

ψ′(~r) = const ψ(~r − δ~r) ,kde onst je hoijaká komplexná kon²tanta s ve©kos´ou 1. Ale to by neviedlo k ºiadnym významne odli²nýmzisteniam.2Okrem toho má elektrón samozrejme aj tri vonkaj²ie - posuvné - stupne vo©nosti x, y, z, z ktorýh kaºdým�ºe nadobúda´ nekone£né mnoºstvo spojitýh hodn�t.8



Aby sme si trohu ozrejmili, ako súvisí formálna matematiká de�níia ortogonálnostis výsledkami meraní stavov, preopakujme si, ako je to so zvy£ajnými vlnovými funkiamizávislými len od priestorovej súradnie (lebo tie uº ako-tak poznáme). Ih ortogonálnos´ samatematiky vyjadruje integrálom
∫
ψ∗

i (~r)ψj(~r)d
3r = 0 , pre i 6= j,teda ºe ih skalárny sú£in je nulový. Skrátene to v QM pí²eme aj

〈ψi|ψj〉 = 0 .Okrem ortogonálnosti týhto dvoh funkií budeme predpoklada´ aj ih normovanos´, teda,skráteným zápisom,
〈ψi|ψi〉 = 1 , ∀i .Ortogonálnos´ plus normovanos´ sa zdruºene nazýva ortonormovanos´. Sústava funkií ψi jeteda ortonormovaná. Predpokladajme, ºe stavy ψi sú v²etky moºné, v akýh sa sústava m�ºenahádza´ (v tom zmysle, akýko©vek stav, v akom sa m�ºe nahádza´, je zapísate©ný akolineárna kombináia stavov ψi; v najjednoduh²om prípade je v tej lineárnej kombináii lenjeden £len). Predstavme si, ºe nejaká vlnová funkia elektrónu je
ψ(~r) =

∑

i

ciψi(~r) ,kde ci sú nejaké komplexné kon²tanty. Musia by´ také, aby funkia ψ bola normovaná (na 1),£iºe pravdepodobnos´ nájs´ elektrón niekde v priestore musí by´ 1:
1 =

∫
ψ∗(~r)ψ(~r)d3r ≡ 〈ψ|ψ〉 = [v d�sledku spomínanej ortonormovanosti] =

∑

i

|ci|2 .�ísla |ci|2 sú teda pravdepodobnosti toho, ºe pri meraní na superpozi£nom stave ψ nameriamestav ψi
3. ψi sú navzájom sa vylu£ujúe stavy, kedºe elková pravdepodobnos´ je jednoduhýmsú£tom. Iná interpretáia £ísiel |ci|2 sa ani nenúka. Vynásobením funkie ψ(~r) z©ava funkiou

φ∗
j(~r) a preintegrovaním dostaneme

cj =
∫
ψ∗

j (~r)ψ(~r)d3rSkrátene
cj = 〈ψj |ψ〉 .Toto m�ºme napísa´ aj trohu v²eobenej²ie znejúo - nemusí ís´ len o stav jedného elektrónuale hoijakej QM sústavy. A nemusíme písa´ index ako i alebo j. Neh sústava je v nejakomneznámom stave ψ. Predpokladajme, ºe máme meraie zariadenie, ktoré je shopné zisti´,£i tá sústava je v stave φ4. Potom amplitúda pravdepodobnosti, ºe pri meraní na stave ψdetekujeme stav φ, je

cφ =
∫
φ∗ψd3r ≡ 〈φ|ψ〉 .Ak by napr. stavy φ a ψ boli ortogonálne, tak pravdepodobnos´ |cφ|2 takej detekie je nulová.Ak by naopak boli totoºné, tak pravdepodobnos´ je 1. Takéto sú teda d�sledky ortogonalitystavov na výsledky meraní.3To pravda predpokladá, ºe meraí prístroj je kon²truovaný tak, ºe vie detekova´ práve tieto stavy.4 Znie to £udne, ale tak to je. Tá QM sústava je v nejakom neznámom v²eobenom stave. Ná² prístrojje kon²truovaný tak, ºe vie detekova´ iba istú sadu stavov. Jedným z tej sady je stav φ. Ak meraná sústava(stav ψ) má �£osi v sebe� zo stavu φ, tak je nenulová pravdepodobnos´, ºe prístroj stav φ detekuje.9



Podobne budeme uvaºova´ aj o spinovýh stavoh alebo funkiáh - nazva´ ih m�ºmeako heme. Ke¤ sa zamyslíme nad výstupmi Sternovýh-Gerlahovýh pokusov, naozaj sútaké, aké by sme £akali pre navzájom ortogonálne stavy | ↑〉 a | ↓〉. Takºe to zapí²eme ajmatematiky - nulovos´ou ih prekryvu t.j. skalárneho sú£inu:
〈↑ | ↓〉 = 0Zatia© je to dos´ abstraktné resp. formálne, lebo nevieme, ako vlastne by sa takýto skalárnysú£in podrobne po£ítal, nemáme tam ºiadnu premennú typu ~r, ale to nevadí.O spinovýh funkiáh budeme tieº predpoklada´ ºe sú normované na 1, z úplne obdob-nýh d�vodov ako pre zvy£ajné vlnové funkie závislé od ~r: ak máme elektrón kdesi v priestore,tak pravdepodobnos´ nájs´ ho kdesi v priestore (ke¤ preh©adáme resp. preintegrujeme ez e-lý priestor) je 1. Pri spine zasa preh©adávame spinový �priestor� , teda £i má spin �hore� alebo�dole� a pravdepodobnos´ nájs´ elektrón v nejakom spinovom stave v�be je opä´ jedna - tieºelkom triviálne, lebo nejaký spin (hodnotu zistenú detektorom) ma´ musí. Takºe

〈↑ | ↑〉 = 〈↓ | ↓〉 = 1 .Pri zvy£ajnýh vlnovýh funkiáh uº vieme, ºe výraz - skalárny sú£in typu 〈φ|ψ〉 sadetailnej²ie prepí²e ako integrovanie, £iºe sumovanie ez v²etky moºné hodnoty vektora ~r, £ofyzikálne m�ºe znamena´, ºe elektrón h©adáme vo v²eobenosti po v²etkýh moºnýh miestahpriestoru (alebo napr. ke¤ po£ítame 〈ψ|ψ〉 - musí vyjs´ 1). Uº m�ºme tu²i´, ºe obdobnývýraz pre spinové funkie, napr. 〈↑ | ↓〉 sa podrobnej²ie prepí²e tieº ako nejaké sumovanie -ale tentoraz ez akúsi spinovú súradniu, pri£om tieº musíme presumova´ ez v²etky moºnésúradnie spinového priestoru. Tie nadobúdajú len dve r�zne hodnoty, zatia© ih voláme�hore� a �dole� .Spin je fyzikálna veli£ina (priemet vnútorného MH na zvolenú os, povedzme z); aby zapadoldo shémy QM, musí existova´ (musí sa da´ zkon²truova´) nejaký hermitovský operátor, prektorý sú to vlastné stavy. Ten operátor nazveme operátorom spinového MH. MH je vektor;najprv budeme uvaºova´ jeho z-ovú zloºku. Ak teda takto vykon²truovaný operátor, ozn. ho
ŝz, existuje, musí pod©a experimentu plati´

ŝz| ↑〉 = +
h̄

2
| ↑〉 , ŝz| ↓〉 = − h̄

2
| ↓〉 . (24)No a okrem týhto dvoh spinovýh stavov elektrónu uº nebol experimentálne zistenýºiaden iný spinový stav s ostrou hodnotou momentu hybnosti 5. Teda stavy | ↑〉 a | ↓〉 tvoriaúplnú sústavu stavov v spinovom priestore. Inými slovami, ©ubovo©ný spinový stav sa dávyjadri´ ako lineána kombináia stavov | ↑〉 a | ↓〉:

χ = c↑| ↑〉 + c↓| ↓〉 ,kde c↑ a c↓ sú príslu²né amplitúdy pravdepodobností. O úplnýh sústaváh stavov sme uºhovorili aj vy²²ie.Vlnová funkia elektrónu e²te závisí aj od súradní ~r, ale to teraz kv�li jednoduhostivýkladu nepí²eme; závislos´ od ~r je teraz skrytá v amplitúdah c↑ a c↓, alebo m�ºme pre jed-noduhos´ teraz ignorova´, ºe elektrón sa m�ºe pohybova´ aj v priestore. Vy²²ie napísany stav
χ, pokia© má obe amplitúdy nenulové, uº nie je ostrým spinovým stavom; pravdepodobnos´nájs´ spin hore je |c↑|2 a dole |c↓|2. Teda moºnýh spinovýh stavov je nekone£ne ve©a, ale lendva z nih majú ostré hodnoty priemetu spinu (vnútorného MH) na os z.5Stav má ostrú hodnotu nejakej veli£iny, ke¤ ©ubovo©né meranie tej veli£iny na tom stave poskytne vºdytú istú hodnotu meranej veli£iny. Vieme, ºe taký stav je vlastným stavom nejakého hermitovského operátora.10



Úplne obdobné tvrdenia platia aj pre priemety spinu na osi x a y. Ale je zvykom v²etkyspinové stavy vyjadrova´ pomoou vlastnýh stavov operátora ŝz. To aby bol poriadok. Vlastnýstav napr. operátora ŝx musí by´ nejakou lineárnou kombináiou stavov | ↑〉 a | ↓〉, kedºepomoou týh je moºné vyjadri´ ©ubovo©ný spinový stav.Aby sme sa mohli pohnú´ ¤alej, musíme postulova´ e²te komuta£né vz´ahy spinovýh ope-rátorov. Zo ºiadnej teórie sa dedukiou nedajú odvodi´, takºe ih musíme naozaj postulova´.Motiváiou je, ºe orbitálny MH tieº sp¨¬a uº nám známe komuta£né vz´ahy. Pre spinový MHpostulujeme také isté. Nesk�r uvidíme ih hlb²ie zd�vodnenie, takºe nás to postulovanie teraznemusí trápi´.
[ŝx, ŝy] = ih̄ŝz , [ŝy, ŝz] = ih̄ŝx , [ŝz, ŝx] = ih̄ŝy . (25)Po¤me kon²truova´ nejaký expliitný tvar (reprezentáiu) operátorov ŝx, ŝy a ŝz. Pozrimesa na rovnie (24). Operátor ŝz si vyjadrime pomoou iného operátora, aby sa nám tamnemotalo to h̄

2
.

ŝz ≡ +
h̄

2
σ̂z .Rovnie (24) potom budú vyzera´ jednoduh²ie:

σ̂z| ↑〉 = +1| ↑〉 , σ̂z| ↓〉 = −1| ↓〉 . (26)Zoberme si napr. druhú z týhto rovní. To, £o je na jej oboh stranáh, je istý spinovýstav, konkrétne −| ↑〉. Na ©avej strane je elkovo samozrejme ten istý stav, len vyjadrenýzloºitej²ie - pomoou p�sobenia operátora σ̂z. Uº vieme, ºe zo stavov m�ºme po£íta´ skalárnesú£iny a ºe na to máme stru£né zna£enie; napr. ak heme spravi´ skalárny sú£in stavu φso stavom ψ, tak to zapí²eme 〈φ|ψ〉. Zoberme teda povedzme stav | ↑〉 a spravme jeho skalárnysú£in so stavom vystupujúim na stranáh spomínanej rovnie. Spravme to pre obe stranytej rovnie - na oboh vyjde to isté £íslo, aj ke¤ to napoh©ad tak nevyzerá:
〈↑ |σ̂z| ↓〉 = 〈↑ | − 1| ↓〉 .Obdobne m�ºme skalárne vynásobi´ aj napr. stav | ↓〉 so stavom v tej rovnii. Dostaneme
〈↓ |σ̂z| ↓〉 = 〈↓ | − 1| ↓〉 .Pre prvú z rovní (26) to bude úplne podobne a dostaneme at¤ at¤. nedokon£ené, ale naseminári prebraté�alej v rámi tejto podpod£asti prebra´:

• kon²trukia matie σz (vo zvy£ajnej báze)
• kon²trukia matie σz v báze inýh stavov
• spomenú´ r�zne reprezentáie
• kon²trukia matí σx a σy (vo zvy£ajnej báze) na základe uº postulovanýh komuta£nýhvz´ahov:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
. (27)

• kon²trukia vlastnýh vektorov Pauliho matí: ºe musia by´ dvojzloºkové at¤.
• operátor priemetu spinu na v²eobene smerujúu os ~n [2℄:

~n · ~σ =

(
cosϑ sin ϑe−iϕ

sinϑeiϕ − cosϑ

) (28)11



s príslu²nými vlastnými vektormi pre vl. hodnoty +1 a −1

(
e−iϕ/2 cos ϑ

2

eiϕ/2 sin ϑ
2

)
,

(
−e−iϕ/2 sin ϑ

2

eiϕ/2 cos ϑ
2

) (29)
• na domáu úlohu pre²tudova´ £as´ 5.3 z knihy [2℄, aby sme pohopili, ºe posledne me-novaný operátor je hermitovský
• v²eobená spinová funkia (stav):

|χ〉 = c↑| ↑〉 + c↓| ↓〉 .M�ºme ju reprezentova´ aj oby£ajným vektorom, tu matiou 1x2. Ak máme dva takétov²eobené spinové stavy, napr. e²te aj
|χ′〉 = c′↑| ↑〉 + c′↓| ↓〉 .a heme po£íta´ napr. ih skalárny sú£in, dostaneme

〈χ|χ′〉 = � ∫ dσz�χ(σz)
∗χ′(σz)kde �integrovanie� ez spinovú súradniu je v skuto£nosti sumovaním, teda

〈χ|χ′〉 =
∑

σz=±1

χ(σz)
∗χ′(σz) .

• zna£enie elkovýh vlnovýh funkií jednej £astie; napr., ak sa dá faktorizova´, tak
Ψ(~r, σz) = ψ(~r)χ(σz)ale vo v²eobenosti elková vlnová funkia nemusí by´ faktorizovate©ná, £iºe by smemohli ma´ napr.

Ψ(~r, σz) =
∑

i

ψi(~r)χi(σz)

• Pre poriadok by sa mal rozsli²ova´ pojem stav a funkia. Napr. zna£ením |Ψ〉 ozna-£ujeme stav (matematiky vektor z Hilbertovho pristoru) a Ψ(X) je príslu²ná (vlnová)funkia, teda vyjadrenie vektora v súradniovej reprezentáii [2℄.4.3 R�zne zna£enia spinovýh funkiíNajv²eobenej²í spinový stav je, ako sme uº spomenuli, superpozíiou spinu hore a dole.V Diraovom zna£ení
|χ〉 = c↑| ↑〉 + c↓| ↓〉 ,kde c↑ a c↓ sú príslu²né amplitúdy pravdepodobností. At¤., na seminári sme si o tompovedali.

12



4.4 Spin elektrónu v magnetikom poliTreba zd�razni´: spin v magnetikom poli, nie elektrón so v²etkými aspektami. Budeme totiºignorova´ silu −e~v× ~B, ktorá na elektrón tieº p�sobí. V knihe [2℄ si m�ºte pozrie´, ako vyzerápriamo rie²enie £asovej ShrR. Tu si v²ak predvedieme rie²enie najprv bez£asovej ShrR a£asovú ShrR budeme rie²i´ aº potom.Poriadne de�nujme, aký fyzikálny model alebo systém vlastne ideme uvaºova´. Bude tozah¯¬a´ kinetikú energiu transla£ného (�orbitálneho�) pohybu, lebo bez tej by to bolo aº príli²�ktívne. �alej zvy£ajnú poteniálnu energiu elektrónu vo vonkaj²om elektrostatikom poli(to m�ºe by´ napr. pole od jadier) a e²te, a to nás teraz bude najvia zaujíma´, poteniálnuenergiu magnetikého dipólu v danom vonkaj²om magnetikom poli. Hamiltonián napí²emev tvare
H =

~̂p
2

2me
+ V (~̂r) +Hspin(~̂σ) , (30)

V (~̂r) je £len závislý len od priestorovej súradnie elektrónu a reprezentuje tú poteniálnu ener-giu vo vonkaj²om elektrikom poli (ak tam nejaké je - nemusí by´, ale bu¤me v²eobenej²í,ke¤ nás to ni£ nestojí). Napr. to m�ºe by´ −e2/(4πε0), ale nemusíme sa obmedzova´ natento konkrétny tvar; je teraz úplne nepodstatný. Proste ide o poteniálnu energiu spojenús pozíiami vo zvy£ajnom (t.j. �orbitálnom�) priestore. �len Hspin(~̂σ) zasa závisí len od vlast-ného (vnútorného) magnetikého momentu elektrónu (teda aj od jeho spinu) a reprezentujepoteniálnu energiu toho magnetikého momentu vo vonkaj²om magnetikom poli. Ide tedao poteniálnu energiu súvisiau s r�znymi �pozíiami� v spinovom priestore.
Hspin(~̂σ) = −~̂µ · ~B =

eh̄

2me
~̂σ · ~B . (31)Celý hamiltonián si m�ºme zapísa´

H(~̂r, ~̂p, ~̂σ) = Horb(~̂r, ~̂p) +Hspin(~̂σ) . (32)4.4.1 Rie²enie bez£asovej Shrödingerovej rovnieProblém, ktorý teraz budeme rie²i´, má formuláiu
HΦ = EΦ . (33)Kedºe hamiltonián je sú£tom dvoh nezávislýh £lenov, z ktorýh jeden p�sobí len na orbitálnestupne vo©nosti a druhý len na súradnie (a samozrejme potom tie dva £leny aj komutujú),je moºná faktorizáia:

Φ(~r, σ) = φ(~r)χ(σ) , (34)pri£om φ(~r) a χ(σ) de�nujeme tak, ºe sú vlastnými stavmi operátorov Horb a Hspin:
Horbφ(~r) = Eorbφ(~r) (35)
Hspinχ(σ) = Espinχ(σ) . (36)Aby sme videli, ºe rie²enie sa ozaj faktorizuje, p�sobme na takto navrhnutý tvar rie²eniaelkovým hamiltoniánom:

HΦ = (Horb +Hspin)φ(~r)χ(σ) = χ(σ)Horbφ(~r) + φ(~r)Hspinχ(σ) ,lebo napr. Horbχ(σ) = χ(σ)Horb; to je tým, ºe orbitálny operátor na spinový stav nijaknep�sobí. Potom teda
HΦ = Eorbχ(σ)φ(~r) + Espinφ(~r)χ(σ) = EΦ ,13



teda ten faktorizovaný tvar je ozaj rie²ením, pri£om elková vlastná energia je sú£tom týhdvoh partikulárnyh. Na rie²enie elého problému nám teda sta£í vyrie²i´ tie dva partikulárneproblémy (35,36). O probléme (35) predpokladajme, ºe jeho rie²enie uº poznáme. (Napr. tom�ºe by´ problém atómu vodíka alebo jednoduho vo©ný elektrón, ktorého rie²ením je rovinnávlna.) Zaoberajme sa problémom (36).Pod©a (31) potom máme
eh̄

2me

~B · ~̂σ |χ〉 = Espin |χ〉 .Túto rovniu sme zapísali v abstraktnom Diraovom zna£ení. Toto zna£enie je, ako uº tro-ha vieme, v²eobenej²ie v tom zmysle, ºe to nie je zápis v konkrétnej (napr. matiovej)reprezentáie, ale je to nie£o nad v²etkými konkrétnymi reprezentáiami. Teraz sa nám v²aklep²ie bude vyhovova´ konkrétna reprezentáia, a to matiová, lebo vieme, ako v nej Paulihooperátor ~̂σ vyzerá: sú to Pauliho matie ~σ (tu uº strie²ku nepí²eme). A vieme aj vyjadri´neznámy vlastný stav |χ〉 ako nejaký dvojzloºkový vektor χ; zapí²eme si ho
χ =

(
c↑
c↓

)
,kde c↑ a c↓ sú zatia© neznáme amplitúdy pravdepodobností. Vyjadríme si magnetikú indukiuako ~B = ~bB, kde ~b je jednotkový vektor v smere ~B. Zis´ujeme, ºe v hamiltoniáne mámeoperátor priemetu spinu na os ~b. Jeho matiovú reprezentáiu uº poznáme - vi¤ rovnia (28).Takºe zapí²eme

eh̄

2me

~B · ~σ χ = Espin χa v ¤al²om kroku a podrobnej²ie
eh̄B

2me

(
cosϑ sin ϑe−iϕ

sinϑeiϕ − cosϑ

)(
c↑
c↓

)
= Espin

(
c↑
c↓

)Po drobnej úprave
(

cosϑ sinϑe−iϕ

sinϑeiϕ − cos ϑ

)(
c↑
c↓

)
=

2meE
spin

eh̄B

(
c↑
c↓

)Tento problém uº v²ak máme vyrie²ený - vi¤ rie²enia (29). A vlastné hodnoty takejto spinovejmatie sú vºdy ±1 bez oh©adu na smer vektora~b. Teda m�ºme písa´ výsledky: vlastné energiesú dve r�zne, zapí²eme ih
Espin

± = ±eh̄B
2mea príslu²né vlastné vektory (samozrejme tieº dva) sú

χ+ =

(
e−iϕ/2 cos ϑ

2

eiϕ/2 sin ϑ
2

)
, χ− =

(
−e−iϕ/2 sin ϑ

2

eiϕ/2 cos ϑ
2

)
.V abstraktnom Diraovom zna£ení tieto dva vektory zapí²eme ako stavy

|χ+〉 = e−iϕ/2 cos
ϑ

2
| ↑〉 + eiϕ/2 sin

ϑ

2
| ↓〉 (37)

|χ−〉 = −e−iϕ/2 sin
ϑ

2
| ↑〉 + eiϕ/2 cos

ϑ

2
| ↓〉 . (38)Teraz k rie²eniu elého problému (33). Rie²ení orbitálnej £asti problému, rovnie (35)je zvy£ajne nekone£ne ve©a (na rozdiel od spinového problému, ktorý má len dve rie²enie),14



ale povedzme ºe nás zaujíma len jedno z týh rie²ení (naj£astej²ie to, £o má najniº²iu ener-giu). Takºe zkombinovaním rie²enia orbitálneho problému s rie²eniami spinového problémudostaneme dve elkové vlastné energie
E± = Eorb ± eh̄B

2mea dva príslu²né vlastné stavy, ktoré tým abstraktným zápisom zapí²eme
|Φ±〉 = |φ〉 ⊗ |χ±〉 ≡ |φ〉|χ±〉 (zostru£nene) .Aby to bolo konkrétnej²ie, m�ºme to prepísa´ napr. ako

Φ+ = φ(~r)

(
e−iϕ/2 cos ϑ

2

eiϕ/2 sin ϑ
2

)
=

(
φ(~r) e−iϕ/2 cos ϑ

2

φ(~r) eiϕ/2 sin ϑ
2

)a obdobne by vyzeral Φ−. Toto posledné vyjadrenie je spinor obsahujúi aj orbitálnu £as´ aje to vlastne taká mie²aná reprezentáa: orbitálna £as´ je zapísaná v súradniovej (tzv. x)reprezentáii a spinová expliitným vymenovaním oboh zloºiek v matiovej reprezentáii.Treba si uvedomi´, ºe φ(~r) je nejaká ©ubovo©ne zvolená vlastná funkia orbitálnej £asti ha-miltoniánu. Ako sme uº spomenuli, takýhto vlastnýh funkií je typiky nekone£ne ve©a. Akih heme uvaºova´ v²etky, m�ºme ih pre rozlí²enie napr. indexova´: φi(~r). A m�ºme tedazapísa´ v²etky lineárne nezávislé vlastné stavy daného hamiltoniánu nasledovne (uvedieme lenskrátené zna£enie bez podrobného rozpisovania vektorov):
Φi± = φi(~r) χ± . (39)Sme síe shopní nájs´ aj e²te iné vlastné stavy, ale tie by boli len lineárnymi kombináiamiuº nájdenýh. Stavy (39) tvoria úplnú ortonormovanú sústavu stavov (predpokladáme, ºe ajorbitálne vlastné funkie φi sú ortonormované). Len pre zaujímavos´, inou úplnou ortonor-movanou sústavou stavou by boli stavy

{φi(~r) | ↑〉, φi(~r) | ↓〉} (40)Presnej²ie povedané, tieto posledné stavy sú ²peiálnym prípadom systému (39), a to ke¤ ~Bmá smer totoºný s osou z.4.4.2 Rie²enie £asovej Shrödingerovej rovnieProblém, ktorý teraz budeme rie²i´, má formuláiu
ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 , (41)kde hamiltonián je stále ten istý (30). Pre £asovo závislý problém treba ²pei�kova´ aj po£ia-to£nú podmienku; neh teda

|Ψ(0)〉 = |φi0〉 ⊗ | ↓〉 . (42)�iºe za po£iato£ný stav orbitálnej £asti sme zvolili jeden z vlastnýh stavov orbitálneho ha-miltoniánu a za po£iato£ný stav spinovej £asti spin −h̄/2 vzh©adom na os z. Aby to nebolotaké abstraktné, zapí²eme to v konkrétnej reprezentáii - tej zmie²anej súradniovo-matiovej,ktorú sme pouºili aj vy²²ie. Teda
Ψ(0) = φi0(~r)

(
0
1

)
,15



φi0(~r) je teda funkia popisujúa po£iato£né rozloºenie elektrónu vo zvy£ajnom (orbitálnom)priestore. Po£iato£né rozloºenie elektrónu v spinovom priestore je zasa také, ºe s amplidúdoupravdepodobnosti 1 má spin −1/2.Jeden z naj£astej²íh sp�sobov ako h©ada´ rie²enie takýhto a inýh QM problémov, jevyjadri´ rie²enie v tvare lineárnej kombináie nejakýh známyh stavov a h©ada´ potom hod-noty koe�ientov tejto superpozíie; v prípade, ºe rie²ime £asový problém, koe�ienty budú£asovo závislé. Tie známe stavy nazývame aj bázové stavy alebo jednoduho báza. Ak je toúplná sústava stavov, tak hovoríme o úplnej báze. Pre problém, ktorý teraz rie²ime, si za bázuzvolíme stavy (39). Mohli by sme v prinípe úplne rovnoenne zvoli´ za bázu napr. aj stavy(40). Ale uvidíme resp. uvideli by sme, keby sme spravili oba sp�soby, ºe rie²enie v báze (39)bude jednoduh²ie. Dá sa to aj o£akáva´, lebo stavy (39) sú vlastnými stavmi hamiltoniánu,pre ktorý máme rie²i´ teraz £asový vývoj.Takºe
|Ψ(t)〉 =

∑

i

[ai+(t)|Φi+〉 + ai−(t)|Φi−〉] ,kde ai±(t) sú neznáme koe�enty. Dosadením takto navrhnutého rie²enia do £asovej ShR (41)dostaneme
ih̄
∑

i

[ȧi+(t)|Φi+〉 + ȧi−(t)|Φi−〉] =
∑

i

[ai+(t)Ei+|Φi+〉 + ai−(t)Ei−|Φi−〉] ,kde bodkami ozna£ujeme deriváie pod©a £asu. V súradniovej reprezentáii by táto rovniamala tvar
ih̄
∑

i

[ȧi+(t)Φi+(X) + ȧi−(t)Φi−(X)] =
∑

i

[ai+(t)Ei+Φi+(X) + ai−(t)Ei−Φi−(X)] ,kde X ≡ ~r, σ je stru£né zna£enie pre súbor priestorovýh a spinovej súradní. Vynásobmetúto rovniu z©ava napr. funkiou Φj−(X) a preintegrujme ez X 6. V¤aka ortonormovanostina²ej bázy dostaneme
ih̄ȧj−(t) = aj−(t)Ej− .A obdobne by sme prenásobením funkiou Φj+(X) a preintegrovaním dostali
ih̄ȧj+(t) = aj+(t)Ej+ .Sú to jednoduhé difereniálne rovni£ky, ktoré majú rie²enia
aj±(t) = aj±(0)e−

i
h̄

Ej±tS rie²ením ná²ho problému sme teda zatia© do²li k tvaru
|Ψ(t)〉 =

∑

i

[
ai+(0)e−

i
h̄

Ei+t|Φi+〉 + ai−(0)e−
i
h̄

Ei−t|Φi−〉
]
.Zatia© neznáme kon²tanty aj± ur£íme z po£iato£nej podmienky (42), a to nasledovne. Právenapísané rie²enie vyjadríme v £ase 0:

|Ψ(0)〉 =
∑

i

[ai+(0)|Φi+〉 + ai−(0)|Φi−〉] .6 Integrovanie ezX je stru£né vyjadrenie znamenajúe naozajstné integrovanie ez x, y a z ez elý priestora sumovanie ez dve hodnoty spinovej súradnie σ. No a miesto násobenia, integrovania a sumovania m�ºmepouºíva´ kompaktné a preh©adné Diraovo zna£enie pomoou 〈bra| a |ket〉 vektorov, ktoré tieto operáievybaví omnoho stru£nej²ie. 16



Celkom tak isto, ako sme robili vy²²ie, prenásobíme a preintegrujeme, inými slovami spravímeskalárny sú£in stavu |Φj+〉 so stavom |Ψ(0)〉 a dostaneme
〈Φj+|Ψ(0)〉 = aj+(0) .Obdobným postupom dostaneme aj vyjadrenie pre aj−(0), takºe stru£ne m�ºme zapísa´
aj±(0) = 〈Φj±|Ψ(0)〉 .Toto platí pre ©ubovo©ný po£iato£ný stav, nielen ten (42), £o sme si zvolili ako príklad.Ako teraz vypo£íta´ konkrétnej²ie výrazy pre tieto po£iato£né amplitúdy, t.j. ako vypo£í-ta´ príslu²né skalárne sú£iny? Pripomenieme si, ºe stavy |Φj±〉 máme vyjadrené výsledkami(39), pri£om výrazy pre spinové stavy |χ±〉 sú ur£ené vz´ahmi (37, 38). Za |Ψ(0)〉 jednoduhodosadíme daný po£iato£ný stav vyjadrený vz´ahom (42). Takºe napr.

aj+(0) = 〈φjχ+|φi0 ↓〉 = [kv�li ortogonálnosti orbitálnyh vlastnýh funkií] =

= δj i0〈χ+| ↓〉 = δj i0

∑

σ

χ∗
+(σ)χ↓(σ) = δj i0e

−iϕ/2 sin
ϑ

2
.Podobne

aj−(0) = δj i0e
−iϕ/2 cos

ϑ

2Preto
|Ψ(t)〉 = e−iϕ/2 sin

ϑ

2
e−

i
h̄

Ei0 +t|Φi0 +〉 + e−iϕ/2 cos
ϑ

2
e−

i
h̄

Ei0 −t|Φi0 −〉 .Zvy£ajne sa nám v²ak via pozdáva výsledok vyjadrený v základnej báze (lebo má úzky vz´ahk experimentu), a tou je povedzme báza (40). Takºe e²te dosadíme za Φi± vz´ahy (39) a tieºrozpí²eme energie. Výsledok bude
|Ψ(t)〉 = e−iϕ/2 sin

ϑ

2
e−

i
h̄

Ei+t|φi0〉
[
e−iϕ/2 cos

ϑ

2
| ↑〉 + eiϕ/2 sin

ϑ

2
| ↓〉

]
+

+e−iϕ/2 cos
ϑ

2
e−

i
h̄

Ei−t|φi0〉
[
−e−iϕ/2 sin

ϑ

2
| ↑〉 + eiϕ/2 cos

ϑ

2
| ↓〉

]
. (43)Treba to e²te zjednodu²i´, popr. sa (na domáu úlohu) �pohra´� s r�znymipo£iato£nými podmienkami a smermi magnetikej indukie.4.5 Spin: kvantové £íslo alebo súradnia?Niekedy sa spin zna£í kvantovým £íslom (napr. spinové kvantové £íslo ms v atóme vodíka),inokedy zasa súradniou, ako sme to robili aj v predhádzajúej £asti. Vo v²eobenosti musíby´ informáia o spine zahrnutá aj do súradnie aj do indexu. Pre£o a ako sa to myslí? Ke¤máme nejakú rovniu pre vlastné funkie a hodnoty, napr. Âf(x) = λf(x), tak uº z de�níietohto problému vlastná hodnota nesmie závisie´ od súradnie. Pri spine v²ak (vlastná) energiaod spinového stavu závisie´ m�ºe (a £asto aj závisí, aspo¬ trohu). Preto by sme povedali, ºespin musí by´ harakterizovaný kvantovým £íslom, napr. +1/2, −1/2, alebo jednoduho +1a −1, pod©a dohody zna£enia. Na druhej strane v²ak vieme, ºe predsa kvantovomehanikýstav nemusí ma´ ostrú hodnotu spinu; m�ºe to by´ ná² starý známy |χ〉 = c↑| ↑〉 + c↓| ↓〉.Nezávislé spinové stavy v²ak m�ºu by´ len dva a ak máme dohodnuté, ºe si ako dva nezávisléstavy vyberieme | ↑〉 a | ↓〉, tak aké spinové kvantové £íslo potom dáme superpozi£nému stavu

|χ〉? Vidno, ºe sme v problémoh. Ale v praxi sme ih uº vyrie²ili, len sa treba nad týmzamyslie´ a spravi´ závery. Tie m�ºu by´ nasledovné: Elektrón sa ozaj m�ºe nahádza´ bu¤17



v spinovom stave | ↑〉 alebo | ↓〉, pravda, vo v²eobenosti s istými amplitúdami pravdepo-dobnosti, £o sa zapí²e práve spomenutým sp�sobom (a dá sa to interpretova´ aj tak, ºe kýmnespravíme meranie, tak akoby sa nahádzal v oboh stavoh naraz). Je to obdoba toho, ºeani pri popise jeho polohy v beºnom priestore nevieme, kde sa naozaj nahádza, len vieme,ºe s istou amplitúdou pravdepodobnosti je tu a s inou tam a s e²te inou hentam. Takºev tomto zmysle spin naozaj m�ºme hápa´ ako najakú súradniu σ (ktorá v²ak m�ºe nadobú-da´ len dve r�zne hodnoty ±1). Ale ako potom o²etri´ to, ºe vlastná energia nesmie závisie´od spinovej súradnie? Tak, ºe budeme striktne rozli²ova´, £o je spinová súradnia a £o jespinové �kvantové £íslo� . Pod spinovým �kvantovým £íslom� treba vo v²eobenosti rozumie´index, ktorým zna£íme (odli²ujeme) dve vlastné hodnoty nejakého spinového problému, napr.toho z predo²lej £asti. Mali sme tam spinové vlastné stavy |χ±〉, ktoré sme v súradniovejreprezentáii zna£ili χ±(σ). To ± sú spinové indexy (�kvantové £ísla� )7 a σ je zasa spinovásúradnia. Takºe problém zna£enia je takto vyrie²ený. Rozpí²me si to trohu. Napr.
χ↑(σ) =

{
1, pre σ = +1
0, pre σ = −1a nemáme problém ani so závislos´ou vlastnej hodnoty od spinu: Napr. rovnie

ŝzχ↑(σ) = λ↑χ↑(σ)

ŝzχ↓(σ) = λ↓χ↓(σ)v sebe nemajú ºiadne protire£enie. Tie nulové hodnoty spinovýh funkií to zariadia.5 Rotáie a v²eobený moment hybnosti5.1 In�nitezimálne rota£né operátoryTáto £as´ m�ºe by´ hápaná aj ako £isto matematiká, lep²ie povedané geometriká. Budemeuvaºova´, podobne ako sme uº kedysi uvaºovali, rotáiu okolo nejakej osi ~ξ o uhol α. Predtýmsme uvaºovali tzv. aktívne rotáie 8, t.j. otá£ali sme pripravujúim prístrojom a teda ajvlnovou funkiou. Pri £isto matematikom poh©ade sme otá£ali funkiou. Súradiové osi sanehýbali. Treba si uvedomi´, ºe oto£enie (kontúr) funkie o uhol α je ekvivalentné tomu,ke¤ funkiou nehýbeme, ale otá£ame súradniovú sústavu o uhol −α (okolo tej istej osi
~ξ). V jednom £i druhom prípade je po oto£ení vyjadrenie funkie vzh©adom na aktuálnusúradniovú sústavu také isté. Tento druhý typ rotáii nazývame pasívne rotáie. Via-menejz konven£nýh d�vodov budeme teraz primárne uvaºova´ pasívne rotáie podobne ako v knihe[3℄. V r�znej literatúre sa pouºíva raz ten £i onen prístup, pod©a toho, kedy ktorý je (aspo¬subjektívne) vhodnej²í. Aj v tomto výklade pomone pouºijeme aj pasívne rotáie, ke¤ sa tobude hodi´. Treba pozna´ oba tieto typy rotáií a hlavne ih nepoplies´.Podstatný rozdiel medzi rotáiami uvaºovanými kedysi a teraz je v²ak v tom, ºe kedysisme mali len funkie v oby£ajnom priestore, t.j. závisiae od ~r. Teraz závisia aj od spinovejsúradnie. Okrem toho teraz budeme uvaºova´, ºe m�ºu závisie´ nielen od súradní jednej£astie, ale vo v²eobenosti od viaerýh £astí.Úlohou bude nájs´ operátor, ktorý vyjadrí zmenu stavu pri rotáii súradniovej sústavy.Teda

|Φ′〉 = R̂(α, ~ξ)|Φ〉 , (44)7V ²peiálnom prípade, ke¤ je magnetiká indukia rovnobeºná s osou z , tie indexy ± sú jednoduho ↑a ↓.8£asto nazývané aj fyzikálne 18



kde α je uhol a ~ξ je jednotkový vektor v smere rota£nej osi. Kedºe |Φ〉 vo v²eobenosti nem�ºeby´ reprezentované zvy£ajnou vlnovou funkiou (lebo m�ºe závisie´ nielen od priestorovýhsúradní), Taylorov rozvoj nám tu nepom�ºe. V²etku potrebnú informáiu o operátore R̂(α, ~ξ)je v²ak moºné nájs´ aj nasledovne. Zade�nujeme in�nitezimálny rota£ný operátor Î~ξ:
iÎ~ξ = lim

α→0

R̂(α, ~ξ) − 1

α
. (45)�iºe pre malé rotáie platí

R̂(α, ~ξ) = 1 + iαÎ~ξ , α→ 0 . (46)Hoijako ve©ké rotáie:
R̂(α, ~ξ) = eiαÎ~ξ . (47)5.1.1 Skladanie in�nitezimálnyh rota£nýh operátorovSkúsme zade�nova´ nasledovný vektorový operátor:

~̂I = Îx~ex + Îy~ey + Îz~ez . (48)Potom je zrejmé, ºe operátory in�nitezimálnyh rotáií pre jednotlivé kartézske osi sa dajúpo£íta´ skalárnymi sú£inmi:̂
Ix = ~ex · ~̂I , Îy = ~ey · ~̂I , Îz = ~ez · ~̂I .Radi by sme boli, keby sa operátor in�nitezimálnej rotáie okolo v²eobene smerovanej osi

~ξ po£ítal prirodzeným zov²eobenením, t.j. Î~ξ = ~ξ · ~̂I. Ukáºeme, ºe tomu je naozaj tak.Uvaºujme pasívnu rotáiu o ve©mi malý uhol α okolo osi ~ξ1 (obr. 1), ktorá leºí v rovine
yz. Túto rotáiu moºno zloºi´ z dvoh po sebe idúih rotáií: okolo osi z a okolo osi y

1ξ

1

1

1

x

y

z

θ

α sin θ
α θ

α 

cosObrázok 1: Skladanie in�nitezimályh rotáií. Os ~ξ1 leºí v rovine yz [3℄.(v ©ubovo©nom poradí, pokia© sú tie rotáie ozaj ve©mi malé). Vidno to napr. z toho, ako sazmení poloha bodu (1, 0, 0) (leºiaeho na osi x). Platí teda 9
R̂(α, ~ξ1) = R̂(α sin θ, y)R̂(α cos θ, z) +O(α2) .9Správne by sme to mali odvodi´ aj formálnej²ie pomoou násobenia matí, ale pokia© za zaujímame leno presnos´ do 1. rádu, ná£rt situáie na obrázku 1 by mal sta£i´ na to, aby sme videli, ºe tú rotáiu moºnozloºi´ z dvoh inýh, a to v ©ubovo©nom poradí. �osi ve©mi podobné budeme robi´ aj kúsok ¤alej, a tam tospravíme aj odvodením pomoou vz´ahov, lebo nás bude zaujíma´ presnos´ do 2. rádu, ktorú uº o£ami takdobre nevieme posúdi´. 19



Kedºe α tu je malé, moºno pouºi´ vyjadrenie (46) a dostávame
Î~ξ1

= Îy sin θ + Îz cos θ .Na²a v²eobene smerovaná os ~ξ neh má smerové kosínusy (kartézske zloºky vyjadrené sfé-rikými uhlami) sin θ cosφ, sin θ sinφ a cos θ. Predstavíme si pomonú súradniovú sústavu,ktorej os z′ je taká istá ako os z, ale os y′ je kolmým priemetom osi ~ξ do vodorovnej roviny.V tejto pomonej súradniovej sústave je os ~ξ opä´ v ²peiálnej polohe - totiº v rovine y′z′.Preto platí
Î~ξ = Îy′ sin θ + Îz cos θ .A ke¤ porozmý²©ame ¤alej, zistíme aj, ºe
Îy′ = Îy sinφ+ Îx cos φ .Preto nakonie

Î~ξ = Îx cosφ sin θ + Îy sinφ sin θ + Îz cos θ ,£iºe
Î~ξ = ~ξ · ~̂I . (49)In�nitezimálne rota£ne operátory sa formálne skladajú ako jednotkové vektory; Îx, Îy a Îzakoby boli jednotkové vektory v smere kartézskyh osí a £ísla cosφ sin θ, sin φ sin θ a cos θakoby kartézske zloºky elkového jednotkového �vektora� Î~ξ. Napr. vyjadrenie

~ξ = ~ex cosφ sin θ + ~ey sinφ sin θ + ~ez cos θmá naozaj formu ako predposledne rozpísaný vz´ah pre Î~ξ.5.1.2 Komuta£né vz´ahyMohli by sme pomerne jednoduho dosta´ komuta£né vz´ahy pre rota£né operátory Îx, Îya Îz bez toho, ºe by sme museli uvaºova´ ih konkrétnu reprezentáiu (napr. matiovú).Tak je to spravené v knihe [3℄. Vyuºijeme tu v²ak kúsok iný postup, tak ako to je zasav [2℄. Pri tomto budeme uvaºova´ aktívne rotáie, lebo skladania rotáií okolo r�znyh osí saniekedy predstavia ©ah²ie, ke¤ sú uvaºované v aktívnom zmysle (ale je to subjektívna záleºi-tos´). Pre odlí²enie budeme aktívne rotáie zna£i´ operátorom R̂ot (α, ξ). Medzi aktívnymi apasívnymi rotáiami platí jednoduhý vz´ah
R̂(α, ~ξ) = R̂ot (−α, ~ξ) . (50)Takºe ke¤ nakonie nájdeme nejaké vz´ahy pre operátory R̂ot aktívnyh rotáií, tak ©ahkobudeme vedie´ ih prepísa´ pre operátory R̂ pasívnyh rotáií. Uvaºujme aktívnu rotáiuokolo osi z pod©a obrázku 2 (vi¤ aj kniha [2℄, kapitola 11.2). Neh (x, y, z) je hoijakýbod v priestore. Pre fyzikálnu názornos´ si m�ºme predstavi´ aj prístroj (tá krabia), ktorýpripravuje stav nejakého QM objektu a atívna rotáia znamená rotova´ tým prístrojom. Týmsa samozrejme musí meni´ aj matematiká forma vlnovej funkie resp. stavu. Na obrázkusme zvolili dos´ ²peiálny bod (x, y, z), ale to len aby sme kresbu neprekomplikovali. Ako satou rotáiou zmenia súradnie rotovaného bodu? Máme
x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕa

x′ = ρ cosϕ′ , y′ = ρ sinϕ′ ,20



ϕϕ

0

α

’

Y

y

x’ x

y’

XObrázok 2: Aktívna (fyzikálna) rotáia okolo osi Z o uhol α. �ípka na oblúku uhla ozna£uje,£o myslíme pod kladným smerom aktívnej rotáie.kde ρ je d¨ºka tej rotovanej úse£ky, teda d¨ºka priemetu vektora ~r = (x, y, z) do vodorovnejroviny. Potom musí plati´
x′ = ρ cos(ϕ+ α) = ρ cosϕ cosα− ρ sinϕ sinα = x cosα− y sinα .A podobne
y′ = ρ sin(ϕ+ α) = ρ sinϕ cosα + ρ cosϕ sinα = x sinα + y cosα .No a samozrejme

z′ = z .Matiové vyjadrenie tejto rotáie teda bude


x′

y′

z′


 =




cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1






x
y
z


Túto matiu aktívnej rotáie ozna£íme symbolom Rot (α, z), £ím ju odlí²ime od symbolu

R znamenajúeho v na²om zna£ení pasívnu rotáiu. Nepoplies´ so zna£ením v knihePi²úta a kol.! My teraz pouºívame zna£enie ako v knihe [3℄. Podobne uº doká-ºeme ©ahko odvodi´ aj matie pre rotovanie okolo osí x a y. Takºe to spí²me:
Rot (α, x) =




1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


 , Rot (α, y) =




cosα 0 sinα
0 1 0

− sinα 0 cosα


 ,

Rot (α, z) =




cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1


 . (51)Teraz skúsime spravi´ dve po sebe idúe rotáie, jednu okolo osi x, druhú okolo y. Pre jedno-duhos´ pouºijeme pre obe z nih ten istý uhol. Túto zloºenú rotáiu realizujeme jednoduhýmvynásobením matí a zistíme, ºe výsledok závisí od poradia týh dvoh rotáií:

Rot (α, x)Rot (α, y) 6= Rot (α, y)Rot (α, x) .To sme uº vlastne nazna£ili aj vy²²ie, kde sme skladali dve (pasívne) in�nitezimálne rotáie,jednu okolo osi z o uhol α sin θ a druhú okolo osi y o uhol α cos θ (in�nitezimálny tam bol21



uhol α, nie θ) a odvodili tak vz´ah pre skladanie in�nitezimálnyh operátorov. Tam sme síeuvaºovali, ºe na poradí násobenia nezáleºí, ale to sme mysleli len v limite α → 0 a do 1. ráduv α; aj sme to expliitne nazna£ili pripísaním symbolu O(α2). Teraz síe tieº budeme uvaºova´in�nitezimálne rotáie, ale presnos´ do 1. rádu v rota£nom uhle nám nebude sta£i´, lebonekomutovanie týh rotáií sa prejaví aº v 2. ráde. Malý uhol si teraz ozna£me ε. Rota£nématie potom budú
Rot (ε, x) =




1 0 0
0 1 − ε2/2 −ε
0 ε 1 − ε2/2


+ O(ε3) ,

Rot (ε, y) =




1 − ε2/2 0 ε
0 1 0
−ε 0 1 − ε2/2


+ O(ε3) ,

Rot (ε, z) =




1 − ε2/2 −ε 0
ε 1 − ε2/2 0
0 0 1


+ O(ε3) .Priamym výpo£tom s týmito matiami zistíme, ºe

Rot (ε, x)Rot (ε, y)Rot (−ε2, z) = Rot (ε, y)Rot (ε, x) + O(ε3) .Znamená to, ºe tri malé rotáie na ©avej strane majú s presnos´ou do 2. rádu ten istý efektako dve na pravej. Proste nato£ia rotovaný bod do tej istej novej polohy. No a kedºe nászaujímajú aj pasívne rotáie, pomoou vz´ahu (50) ©ahko odvodíme, ºe
R(−ε, x)R(−ε, y)R(ε2, z) = R(−ε, y)R(−ε, x) +O(ε3) .Nakonie, len z estetikýh d�vodov, si zavedieme in�nitezimálny uhol ε′ ≡ −ε, prepí²emeposledný vz´ah s pouºitím toho nového uhla, a ten vzápätí pre jednoduhos´ premenujemena opä´ ε. Dostaneme

R(ε, x)R(ε, y)R(ε2, z) = R(ε, y)R(ε, x) +O(ε3) .No a e²te raz pripomenieme: symbolmi R zna£íme pasívne rotáie (t.j. ke¤ rotuje len sú-radniová sústava) a symbolmi Rot zasa aktívne (fyzikálne) rotáie (t.j. ke¤ sa súradniovásústava nehýbe a hýbe sa len fyzikálna sústava, alebo formálnej²ie hápané, ºe rotuje vlnováfunkia resp. sa rota£ne transformuje stavový vektor).To, ako sa pri (pasívnej) rotáii zmení (transformuje) vyjadrenie nejakého stavového vek-tora, závisí len od toho, akú rotáiu absolvuje súradniová sústava. Preto ak tú istú rotáiudosiahneme dvoma r�znymi postupmi, výsledný stavový vektor bude v oboh prípadoh tenistý. Transformáiu nejakého stavového vektora |Φ〉 pri rotáii súradniovej sústavy popísanejmatiou R(α, ~ξ) realizujeme p�sobením abstraktného operátora R̂(α, ~ξ). To sme de�nova-li vz´ahom (44). (Abstraktného preto, lebo ten stavový vektor sme nevyjadrili v ºiadnejkonkrétnej reprezentáii.)Pre transformovanie stavového vektora na²ou konkrétnou zloºenou rotáiou preto platí
R̂(ε, x)R̂(ε, y)R̂(ε2, z)|Φ〉 = R̂(ε, y)R̂(ε, x)|Φ〉 + Ô(ε3)|Φ〉 .Aj ke¤ konkrétne vyjadrenie rota£nýh operátorov (v nejakej reprezentáii) e²te nepoznáme,to zatia© ani netreba; sta£í, ºe vieme, ºe ih p�sobenia majú sp¨¬a´ vy²²ie uvedený vz´ah.Tým vz´ahom sme spravili d�leºitý krok, lebo sme pre²li od matí transformujúih len sú-radniu ~r ku operátorom transformujúih ©ubovo©ný vektor Hilbertovho priestoru. Z tej22



©ubovo©nosti vyplýva, ºe stav Φ v tej rovnii ani netreba písa´, a teda moºno napísa´ vz´ahaj v operátorovom tvare:
R̂(ε, x)R̂(ε, y)R̂(ε2, z) = R̂(ε, y)R̂(ε, x) + Ô(ε3) . (52)Mimoriadnu d�leºitos´ tohto vz´ahu pri porozumenie skladania rotáií sme sme zvýraznili ajzarámovaním. Dosadením za operátory R̂ pomoou in�nitezimálnyh pod©a vyjadrenia (47)dostaneme

(
1 + iεÎx −

1

2
ε2Î2

x

)(
1 + iεÎy −

1

2
ε2Î2

y

)(
1 + iε2Îz

)
=
(
1 + iεÎy −

1

2
ε2Î2

y

)(
1 + iεÎx −

1

2
ε2Î2

x

)
,pri£om sme písali len £leny do 2. rádu v ε, £o pre ve©mi malé uhly sta£í. Ke¤ to roznásobíme(a nesmieme pritom prehadzova´ poradie r�znyh operátorov, lebo nekomutujú, aspo¬ teda totu²íme a o hví©u aj expliitne uvidíme), dostaneme dos´ ve©kú rovniu, ktorú si preto rad²ejrozpí²me pod©a jednotlivýh rádov, aj ke¤ to treba aspo¬ zatia© hápa´ ako jednu rovniu.

ε0 : 1 = 1

ε1 : iÎx + iÎy = iÎy + iÎx
ε2 : −1

2
Î2
x − ÎxÎy − 1

2
Î2
y + iÎz = −1

2
Î2
y − Îy Îx − 1

2
Î2
xVidíme, ºe rády 0 a 1 nedajú ºiadnu uºito£nú informáiu10. Navy²e vypadne aj vä£²ina £lenov2. rádu. Od oboh strán rovnie m�ºme príspevky 0. a 1. rádu a £as´ týh 2. rádu od£íta´ adostaneme novú rovniu, ktorá bude ma´ najniº²í rád 2:

(
−ÎxÎy + iÎz

)
ε2 = −Îy Îxε2 + (nejaký operátor)ε3 +O(ε4)Teraz túto rovniu predelíme hodnotou ε2 a na to, £o zostane, uplatníme limitu ε → 0.Dostaneme komuta£ný vz´ah ÎxÎy − Îy Îx = iÎz. Takto sme si trohu detailne ukázali aj to,ako korektne hápa´ také vei, ako napr. ºe sta£í uvaºova´ presnos´ do 2. rádu a pod. Terazje zrejmé, ºe to neznamená spravenie nejakého priblíºenia. V²etko je úplne presné.V¤aka symetrii hne¤ yklikou zámenou dostaneme aj ¤al²ie dva komuta£né vz´ahy. Zhr-¬me ih v²etky tri:

[Îx, Îy] = iÎz , [Îx, Îy] = iÎz , [Îx, Îy] = iÎz . (53)Pripome¬me, ºe o týhto operátoroh zatia© vieme len to, ºe popisujú zmenu vyjadrenia(transformáiu) stavu pri rotáii súradniovej sústavy. Ih konkrétnej²ie vyjadrenie zatia©nemáme.5.1.3 Operátory Î2, Î+ a Î−De�nujeme ih nasledovne.
Î2 = Î2

x + Î2
y + Î2

z , (54)
Î+ = Îx + iÎy , Î− = Îx − iÎy . (55)Z týhto de�níií a zo základnýh komuta£nýh vz´ahov (53) sa dá ©ahko odvodi´, ºe platiaaj nasledovné pravidlá (ktoré sme uº v inom zna£ení odvodili v minulosti, takºe ih lenzopakujeme):

[Îz, Î+] = Î+ , [Îz, Î−] = −Î− , [Î+, Î−] = 2Îz (56)[
Îx, Î

2
]

= [Îy, Î
2] = [Îz, Î

2] = 0 (57)
[
Î+, Î

2
]

= [Î−, Î
2] = 0 . (58)Pozn.: Î± nie sú hermitovské.10To bol práve d�vod, pre£o sme museli uvaºova´ aº 2. rád v ε.23



5.2 Vlastné vektory a hodnoty in�nitezimálnyh rota£nýh operá-torovBudeme postupova´ presne ako v knihe [2℄, £as´ 11.3, len s trohu iným zna£ením. Dvojiaoperátorov Îz a Î2 komutuje, takºe sa musia da´ nájs´ ih spolo£né vlastné vektory. Dvojiupríslu²nýh rovní zapí²eme
Î2|Φηw〉 = η|Φηw〉 (59)
Îz|Φηw〉 = w|Φηw〉 . (60)Tak vlastné vektory |Φηw〉 ako aj vlastné hodnoty η a w sú neznáme. Z de�níie operátora Î2vyplýva 11, ºe

η ≥ 0 . (61)De�nujme teraz stavové vektory |Φηw〉+ a |Φηw〉− nasledovne:
|Φηw〉± ≡ Î±|Φηw〉 .Skúmajme p�sobenie operátora Î2 na tieto vektory.

Î2|Φηw〉+ = Î2Î+|Φηw〉+ = [Î2 a Î+ komutujú] = Î+Î
2|Φηw〉+ = Î+η|Φηw〉 = η|Φηw〉+ .Vektor |Φηw〉+ je teda tieº vlastným vektorom pre Î2, pri£om vlastná hodnota je η. Úplneobdobne dostaneme aj

Î2|Φηw〉− = η|Φηw〉− .Len kúsok zloºitej²ie je zisti´ p�sobenie Îz na |Φηw〉±:
Îz|Φηw〉+ = Îz Î+|Φηw〉 = [treba pouºi´ komuta£ný vz´ah medzi Îz a Î+] =

= (Î+ − Î+Îz)|Φηw〉 = Î+|Φ〉 − Î+w|Φηw〉 = (1 + w)Î+|Φηw〉 .Teda |Φηw〉+ je vlastným vektorom aj pre Îz, ale s vlastnou hodnotou 1 + w. A obdobnezistíme, ºe
Îz|Φηw〉− = (−1 + w)|Φηw〉− .Zhr¬me tieto zistenia: ak |Φηw〉 je spolo£ným vlastným vektorom operátorov Î2 a Îz, takstavy |Φηw〉± ≡ Î±|Φηw〉± sú nimi tieº. Ak si predstavíme mnoºinu v²etkýh moºnýh (na-vzájom ortogonálnyh) vlastnýh vektorov |Φηw〉, tak tie akoºe nové vektory |Φηw〉± vlastneani nebudú nové, ale budú patri´ do tejto mnoºiny. A bude plati´
Î+|Φηw〉 = C(+)

ηw |Φη,w+1〉
Î−|Φηw〉 = C(−)

ηw |Φη,w−1〉 ,kde C(+)
ηw a C(−)

ηw sú zatia© bliº²ie neur£ené normovaie kon²tanty. Tieto rovnie ukazujú, ºeoperátory Î± p�sobia na vlastné vektory |Φηw〉 tak, ºe vyrobený vektor má zvý²enú resp.zníºenú vlastnú hodnotu operátora Îz a vlastná hodnota operátora Î2 sa nemení. Preto saoperátory Î± nazývajú aj zvy²ovaí resp. zniºovaí operátor. Normovaie kon²tanty ur£ímenasledovne. Spo£ítame skalárny sú£in vektoru Î+|Φηw〉 samého so sebou. Vyuºijeme pritompredposledne napísanú rovniu a ortonormovanos´ vektorov. Dostaneme (ak je to nejasné,treba sa pozrie´ do Dodatku)
〈Φηw|Î−Î+|Φηw〉 = |C(+)

ηw |2 . (62)11Intuitívne je to zrejmé, ale ak by sme heli by´ úplne potiví, bolo by to treba dokáza´.24



Obdobne z druhej rovnie
〈Φηw|Î+Î−|Φηw〉 = |C(−)

ηw |2 . (63)Z komuta£nýh a inýh vz´ahov v predo²lýh £astiah sa dajú priamo£iaro odvodi´ vz´ahy
Î+Î− = Î2 − Î2

z + Îz , (64)
Î−Î+ = Î2 − Î2

z − Îz . (65)S ih pomoou dostaneme
|C(+)

ηw |2 = η − w(w + 1) , |C(−)
ηw |2 = η − w(w + 1) .Z toho vyplývajú ohrani£enia

η ≥ w(w + 1) a η ≥ w(w − 1) ∀w .Pre dané η je teda w obmedzené zhora aj zdola. Z rovnie pre zvy²ovanie to v²ak vyzerá tak,akoby sa postupnými p�sobeniami zvy²ovaieho operátora dalo w neobmedzene zvy²ova´.Aby to tak naozaj nebolo, musí by´ príslu²ná kon²tanta |C(+)
ηw |2 nulová. Maximálnu hodnotu

w (nad ktorú sa uº nedá zvy²ova´) ozna£me wmax. Potom musí pre isté vopred pevne zvolené
η plati´

η = wmax(wmax + 1) .(Iba tak zabezpe£íme nulovos´ kon²tanty |C(+)
η,wmax

|2.) Obdobne m�ºme uvaºova´ aj pre ohra-ni£enie zdola, kde ozna£íme minimálne w ako wmin. Pre¬ platí
η = wmin(wmin − 1) .Teda pre dané η musí by´ splnené

η = wmax(wmax + 1) = wmin(wmin − 1) .Ak pre dané η nájdeme (£o sa nám povedzme podarí) príslu²né wmax, tak potom moºnéhodnoty wmin ∈ {−wmax, wmax + 1}. Prvá z týhto hodn�t je zrejme tá, ktorú h©adáme.Zhr¬me teda, £o sme zistili. Pe dané η existuje wmax také, ºe
η = wmax(wmax + 1)a moºné w sú

w = −wmax, wmax + 1, . . . , wmax − 1, wmax .Po£et moºnýh hodn�t w je teda 2wmax + 1. Aº teraz zis´ujeme zaujímavú ve - ºe 2wmax + 1musí by´ prirodzené £íslo, lebo po£et (predpokladáme, ºe je nenulový) musí taký by´. Pretomusí plati´
2wmax je nezáporné elé £íslo; a zave¤me jednoduh²ie zna£enie j miesto wmax : j ≡ wmax:Miesto symbolov w budeme od teraz pouºíva´ m : m = −j,−j + 1, . . . , j .(66)Úvodné rovnie pre vlastné vektory prepí²eme teda do tvaru

Î2|j,m〉 = j(j + 1)|j,m〉 (67)
Îz|j,m〉 = m|j,m〉 , (68)kde sme zaviedli úsporné zna£enie pre vlastné vektory.K normovaím kon²tantám: s vyuºitím identít

j(j + 1) −m(m+ 1) = (j −m)(j +m+ 1) , j(j + 1) −m(m− 1) = (j +m)(j −m+ 1)dostaneme mimoriadne uºito£né vz´ahy
Î+|j,m〉 =

√
j(j + 1) −m(m+ 1) |j,m+ 1〉 =

√
(j −m)(j +m+ 1) |j,m+ 1〉 (69)

Î−|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m− 1) |j,m− 1〉 =

√
(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1〉 (70)25



5.3 Súvis rotáií s orbitálnym momentom hybnostiUvaºujme teraz, ºe máme nejakú funkiu, ktorá závisí len od zvy£ajnýh polohovýh vektorov.Zapí²me ju f(~r1, . . . , ~rN) ≡ f(r̄). Napr. by to mohla by´ vlnová funkia N-elektrónovejsústavy, ktorá by popisovala rozloºenie elektrónov len v orbitálnom priestore. Ako sa takátofunkia zmení pri rotáii súradniovej sústavy? (Teda máme na mysli pasívnu rotáiu12.)Budeme uvaºova´ rotáiu o uhol α okolo nejakej osi danej jednotkovým vektorom ~ξ; ob£as tozapí²eme aj pomoou ~α = α~ξ. Kedºe v²ak pasívne rotáie sa asi ´aº²ie predstavia, pomonesi najprv predstavíme aktívnu rotáiu o uhol −α okolo tej istej osi. To má na funkiu ten istýefekt ako aktívna o uhol α. Pri tej pomonej aktívnej rotáii budeme postupova´ úplne takisto, ako sme do²li k odvodeniu transforma£ného vz´ahu (23), len to zov²eobeníme na funkiuviaerýh polohovýh vektorov. Transformovaná a p�vodná funkia sp¨¬ajú vz´ah (uvaºujemelen malé uhly, mali by sme písa´ aj £leny ako O(α2), ale pre stru£nos´ vyneháme)
f ′(r̄) = f(r̄ − δr̄) = f(r̄) − δr̄ · ∇̄f(r̄) =

(
1 −

N∑

n=1

δ~rn · ~∇n

)
f(r̄)Pod©a (22) pre aktívnu rotáiu o uhol ~α platí

δ~rn = ~rn × δ~α .Preto
f ′(r̄) =

[
1 −

N∑

n=1

(~rn × δ~α) · ~∇n

]
f(r̄) =

[
1 −

N∑

n=1

δ~α · (~rn × ~∇n)

]

︸ ︷︷ ︸
Rot orb(δα,~ξ)

f(r̄)No a kedºe nám ide o pasívnu transformáiu, zmeníme znamienko uhla pod©a (50) a zapí²eme
R̂orb(δα, ~ξ) = 1 + δ~α ·

N∑

n=1

(~rn × ~∇n) , pre δα→ 0 .In�nitezimálny rota£ný operátor pre orbitálny priestor N polohovýh vektorov potom pod©ade�níie (45) bude
Îorb

~ξ
= −i~ξ ·

N∑

n=1

(~rn × ~∇n) . (71)Tento vz´ah je ²peiálnym prípadom v²eobeného vyjadrenia (49). In�nitezimálny rota£nýoperátor (71), ako to aj vidno z jeho vyjadrenia, p�sobí len na funkie závislé od zvy£ajnýhpriestorovýh premennýh; ak by nejaká funkia závisela od spinovýh súradní, tak operátor(71) s ¬ou ni£ nespraví. Napr. Îorb
~ξ
φ(~r)χ(σ) = χ(σ)Îorb

~ξ
φ(~r).A teraz najd�leºitej²ia ve - vidíme, ºe in�nitezimálny rota£ný operátor (71) je úmernýoperátoru orbitálneho momentu hybnosti N-£astiovej sústavy. Príslu²né vz´ahy pre súvismedzi rotáiami a orbitálnym MH teda zapí²eme (s pouºitím zloºkového tvaru)

L̂x = h̄Îorb
x , L̂y = h̄Îorb

y , L̂z = h̄Îorb
z . (72)12Na£o sa vlastne pouºívajú pasívne rotáie, ke¤ v²etko sa dá vybavi´ aj aktívnymi, a navy²e sa aktívnezvy£ajne ©ah²ie predstavia? Je to via-menej ve eleganie; tým, ºe fyzikálnu sústavu nehýbeme a to£íme lensúradniovou sústavou, nejak výraznej²ie demon²trujeme to, ºe sa nám jedná len o skúmanie, ako sa vlnovéfunkie alebo stavové vektory alebo operátory menia £i nemenia, ke¤ na ne pozeráme z r�znyh súradniovýhsústav. Potom m�ºme napr. poveda´, ºe hamiltonián atómu je invariantný (nemení svoju formu) vzh©adomna ©ubovo©nú rotáiu súradniovej sústavy. Ke¤ sa teda zaujímame napr. o invariantnos´ operátorov vo£irotáiám, £o je matematiká transformáia, je prirodzenej²ie uvaºova´ pasívnu transformáiu.26



Orbitálny MH sme uº prebrali dva razy, teda aspo¬ prípad jednej £astie. Prvý raz smepouºili tradi£né rie²enie singulárnej difereniálnej rovnie, druhý raz sme analyzovali rotáietak, ako v tejto pod£asti, aº nato, ºe vtedy sme uvaºovali len aktívne rotáie (ale to je dos´nepodstatný rozdiel). Pri tom tradi£nom sp�sobe rie²enia sme vtedy na²li ve©mi konkrét-ne vyjadrenia pre spolo£né vlastné funkie operátorov orbitálneho MH, a to gu©ové funkie
Ylm(ϑ, ϕ). V sú£asnej podkapitole sme v tej v²eobenej analýze rotáií ani nemuseli uvaºova´konkrétne vyjadrenie funkií a zaobi²li sme sa s abstraktnými vyjadreniami typu |j,m〉. Terazuº vidíme, ºe tieto stavy napr. v prípade jednej £astie majú konkrétne reprezentáie v tvaregu©ovýh funkií Ylm(ϑ, ϕ). Len treba písa´13 index l miesto indexu j. Z tej v²eobenej ana-lýzy rotáií teda treba zobra´ prípady elo£íselnýh j, pod©a zauºívanej konvenie ih zna£i´
l a máme popis pre orbitálny MH.5.4 Súvis rotáií so spinovým momentom hybnostiTu je situáia trohu iná, pretoºe operátor spinového MH sa nedá de�nova´ na základe klasi-kej analógie. Spinové operátory a vlastné stavy sme v jednej z predo²lýh £astí zkon²truovalina základe znalosti experimentálnyh údajov a, £o je ve©mi d�leºité, e²te sme postulovalikomuta£né vz´ahy (25). V�be sme inak neskúmali, £i spin má alebo nemá nejaký súvis s ro-táiami. Najnov²ia v²eobená analýza rotáií v²ak v kombináii s experimentálnymi údajmiponúka omnoho elegantnej²í náh©ad.Skúsme vo vyjadreniah (69,70) poloºi´ j = 1/2. Potom so znalos´ou rozsahov £ísiel mpod©a (66) rýhlo uvidíme, ºe príslu²né vlastné vektory operátora in�nitezimálnyh rotáiípre toto j sú len dva, a to ∣∣∣∣
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2
,
1

2

〉
,

∣∣∣∣
1

2
,−1

2

〉
. (73)Zodpovedajúe vlastné hodnoty in�nitezimálneho rota£ného operátora pre os z sú zasa, pod©a(68), ±1. To je presne to, £o poznáme z experimentálnyh údajov o spine elektrónu! Tenmá tieº len dva ortogonálne vlastné vektory a dve vlastné hodnoty, a ke¤ ih vyjadrímev jednotkáh h̄/2, tak sú to práve ±1.5.4.1 Matiová reprezentáia in�nitezimálnyh rota£nýh operátorov pre j = 1/2Zoberme teraz stav |j,m′〉 a spravme jeho skalárny sú£in s oboma stranami rovnie (68). Do-staneme rovnie tvaru 〈j,m′|Îz|j,m〉 = m〈j,m′|j,m〉, £iºe 〈j,m′|Îz|j,m〉 = mδm′m. Na pravejstrane vidíme jednoduhé £ísla, ktoré m�ºme zapísa´ do matie. (Matiu 2x2 sme uº kedysizostavovali aj pre spin.) Pre j = 1/2, kedºe moºné hodnoty m sú len ±1/2, m�ºme tieto£ísla usporiada´ do 2x2 matie, ktorú ozna£íme I(1/2)

z . Len sa nesmieme zabudnú´ dohodnú´,v akom poradí budeme do matie jednotlivé prvky zapisova´. �tandardom je poradie zod-povedajúe poradiu vektorov ako v zápise (73). I(1/2)
z , £o je vlastne matiová reprezentáiaoperátora Îz v báze vektorov (73), potom bude

I(1/2)
z =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. (74)S vyuºitím vz´ahov (69) a (70) dostaneme matiové reprezentáie aj pre zvy²ovaí a zniºovaíoperátor:

I
(1/2)
+ =
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0 1
0 0

)
, I

(1/2)
− =

(
0 0
1 0

)
. (75)13Ku zna£eniu: index j sa inak pouºíva pre elkový moment hybnosti elektrónu, index l pre orbitálny aindex s pre spinový. A ak sa jedná o sústavu £astí, tak sa pouºijú ve©ké písmená.27



A potom zo vz´ahov (55) aj reprezentáie pre hermitovské operátory Îx a Îy:
I(1/2)
x =

1

2

(
0 1
1 0

)
, I(1/2)

y =
1

2i

(
0 1
−1 0

)
. (76)Matie podobné na I(1/2)

x , I(1/2)
y a I(1/2)

z sme v²ak uº mali, ke¤ sme kedysi uvaºovali spin.Naozaj, aº na hýbajúi faktor h̄ sú také isté, ako matiové reprezentáie operátorov spinu
1/2. Alebo, keby tam nebol ten spolo£ný faktor 1/2, boli by to Pauliho matie.5.4.2 Fyzikálna interpretáiaTie r�zne sady vlastnýh vektorov |j,m〉 (kaºdé j de�nuje inú sadu) získané £isto matematikyanalýzou rotáií m�ºu teda ma´ aj pre poloelé j fyzikálnu interpretáiu. �peiálne prípad
j = 1/2 poskytuje presne tú matematikú ²truktúru, akú potrebujeme pre spin elektrónu.M�ºme to poveda´ aj tak, ºe na²li sme akési matematiké ²truktúry14, a h©adáme, £i sav prírode nahádzajú objekty, na popis ktorýh by sa tie ²truktúry dali pouºi´. Ke¤ saprehrabeme v experimentálnyh dátah, tak ví´azoslávne zistíme: áno, prípad j = 1/2 máaj fyzikálnu realizáiu, a tou je spin elektrónu. Operátor spinového MH elektrónu sa tedaelegantnej²ie de�nuje ako prípad j = 1/2 z analýzy rotáií15.D�leºité je si aj uvedomi´, ºe sada 2j + 1 vektorov pre isté j tvorí úplný podpriestorHilbertovho priestoru v zmysle, ºe akýmko©vek p�sobením zvy²ovaieho alebo zniºovaiehooperátora alebo aj Îx, Î2 at¤. uº ºiaden zásadne nový vektor nevyrobíme; len taký, £o uºdo tej sady patrí alebo sa dá zapísa´ ako lineárna kombináia vektorov tej sady. Pre spin 1/2do tej sady patria len dva vektory (73).Zhr¬me nakonie súvis medzi rotáiami a spinovým MH jedného16 elektrónu do matema-tikého vyjadrenia. Zapí²eme to pomoou matiovej reprezentáie operátorov:

sx = h̄I(1/2)
x , sy = h̄I(1/2)

y , sz = h̄I(1/2)
z . (77)A DodatokKedºe e²te moºno nie sme elkom zoznámení s operáiami pomoou Diraovho 〈bra| a |ket〉zna£enia, £osi si aspo¬ tu pod £iarou stru£ne k tomu napí²eme, aby sme vedeli, ako vyjadreniapre skalárne sú£iny (62) a (63) dostaneme. (Kto to vie, nemusí toto £íta´.) Majme nejakýoperátor Â a vektor (stav) |Φ〉. Výsledkom p�sobenia Â na |Φ〉 bude nejaký nový vektor,ozna£íme ho |Ψ〉. Teda

|Ψ〉 ≡ Â|Φ〉 .14Odbornej²ie sa nazývajú ireduibilnými reprezentáiami úplnej rota£nej grupy.15Kedysi ste na Modernej fyzike uº robili podobnú analýzu pre orbitálny MH a zistili ste, ºe sú aj tiepoloelé hodnoty. Tu sme to spravili v kontexte v²eobenýh rotáií. Treba si e²te uvedomi´ nasledovnúlogiku: ak nejaké operátory sú operátormi orbitálneho MH, tak sp¨¬ajú tie známe komuta£né vz´ahy. Opa£nétvrdenie v²ak neplatí. �iºe, ak nejaké operátory sp¨¬ajú tie komuta£né vz´ahy, tak to e²te nemusia by´operátory orbitálneho MH. Na Modernej fyzike ste kv�li zrýhleniu výkladu spravili trohu logiký skok,ºe ste najprv za£ali s orbitálnym MH, £o je menej v²eobená kategória, a presko£ili ste ku komuta£nýmvz´ahom, £ím ste do mnoºiny uvaºovanýh matematikýh ²truktúr zahrnuli aj £osi via ako len orbitálneoperátory.16Dal by sa odvodi´ aj v²eobený vz´ah zah¯¬ajúi ©ubovo©ný po£et elektrónov a dokona aj vz´ah zah¯¬a-júi nielen zvlá²´ spinový alebo zvlá²´ orbitálny MH. Ten v²eobený vz´ah pre súvis in�nitezimálnyh rotáiís elkovým MH by vyzeral presne ako uº uvedené vz´ahy, teda napr. Ĵz = h̄Îz , kde Ĵz je operátor elkovéhoMH sústavy. Tento elkový MH sa vyjadrí ~̂J = ~̂L+ ~̂S. Ale tieto vei uº teraz nestihnem(e) prebra´. Hádamsa k nim dostaneme nesk�r. 28



Úlohou je spo£íta´ skalárny sú£in vektora |Ψ〉 samého so sebou, £iºe ur£i´ druhú moninu jehonormy (lebo tak je norma de�novaná). Kedºe skalárne sú£iny vieme uº po£íta´ v súradniovejreprezentáii, najprv si to zapí²eme v nej. Súradniovú reprezentáiu vektora |Ψ〉 ozna£í-me funkiou Ψ(X), kde X je súhrn v²etkýh súradní, £i uº priestorovýh alebo spinovýh,od ktorýh m�ºe tá funkia závisie´. Máme teda vypo£íta´
∫
dX Ψ∗(X)Ψ(X) = [stru£ný zápis Diraovým formalizmom] = 〈Ψ|Ψ〉 ,kde to integrovanie je z£asti symboliké. (T.j. v prípade spinovýh súradní ho hápeme akosumovanie ez dve hodnoty spinovej súradnie.) Majme ¤alej nejakú úplnú ortonormovanúsústavu vektorov |ψi〉, £iºe platí 〈ψi|ψj〉 = δij . Vyjadríme si stav |Ψ〉 ako lineárnu kombináiutýhto (tzv. bázovýh) vektorov:

|Ψ〉 ≡ Â|Φ〉 =
∑

i

ci|ψi〉 .Nem�ºe nás potom prekvapi´, ºe v súradniovej reprezentáii to bude reprezentované lineárnoukombináiou
Ψ(X) =

∑

i

ciψi(X) ,kde ψi(X) sú súradniové reprezentáie vektorov |ψi〉. V súradniovej reprezentáii v²akskalárny sú£in spo£íta´ vieme:
∫
dX Ψ∗(X)Ψ(X) =

∑

ij

c∗i cj

∫
dX ψ∗

i (X)ψj(X) =
∑

i

|ci|2 .Motivovaní tým, ºe Â|Φ〉 =
∑

i ci|ψi〉, si teraz zade�nujme nasledovný zvlá²tne vyzerajúiobjekt:
〈Φ|Â† ≡

∑

i

c∗i 〈ψi| ,kde Â† je operátor hermitovsky zdruºený ku Â. Je to ve©mi formálne vyzerajúa de�níia,ale teraz sa s ¬ou uspokojme. Spravme formálne pripísanie z©ava tohto objektu k vektoru
|Ψ〉 = Â|Φ〉, ktorý uº tieº máme vyjadrený ako lineárnu kombináiu. Dostaneme (suma£néindexy dvoh nezávislýh súm musíme zna£i´ r�zne)
〈Φ|Â†|Ψ〉 ≡

(∑

i

c∗i 〈ψi|
)
∑

j

cj |ψj〉

 =

∑

i

∑

j

c∗i cj〈ψi|ψj〉 = [ortonormovanos´] =
∑

i

|ci|2 .�iºe
〈Φ|Â†A|Φ〉 =

∑

i

|ci|2 .To je ale hodnota, ktorú sme vy²²ie uº dostali ako h©adaný skalárny sú£in. Teraz teda vidíme,ºe ho m�ºme zapisova´ nielen v súradniovej reprezentáii, ale ºe má aj kompaktné vyjadrenie
〈Φ|Â†A|Φ〉. Teda sme ukázali, ºe ak stav |Ψ〉 = Â|Φ〉, tak skalárny sú£in tohto stavu so sebousamým sa dá zapísa´ ako

〈Ψ|Ψ〉 = 〈Φ|Â†Â|Φ〉 .Via a ove©a lep²ie o matematikom formalizme QM a o teórii reprezentáií sa dá nau£i´ napr.z knihy [2℄.
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