
1. Nájdite Lagrangeovu funk
iu a pohybové rovni
e pre matemati
kékyvadlo s hmotnos´ou m, na ktorom je £as´ závesného vláknanahradená pruºinou s tuhos´ou k, ktorá sa m�ºe po£as kmitovpredlºova´ a skra
ova´ (£o je ozna£ené na obrázku ako x). D¨ºkavlákna s pruºinou v pokoji ne
h je l. Aká bude frekven
ia malý
hkmitov takéhoto kyvadla?
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φ

x

Re:
L(φ, φ̇, x, ẋ) =

1

2
m(ẋ2 + (x + l)2φ̇2) −

1

2
kx2 + mg(x + l) cos(φ) (1)

ω1 =
√

k/m (2)
ω2 =

√

g/(l + x0), x0 = mg/k (3)2. Nájdite Lagrangeovu funk
iu a pohybovú rovni
u preval£ek s polomerom r, valia
i sa po v¯²ku val
ového tva-ru s polomerom R v d�sledku gravitá
ie. Hmotnos´ val-£eka je m a jeho moment zotrva£nosti vzh©adom na jehoos symetrie ne
h je I. φ(t)

R

rRe:
L(φ, φ̇) =

1

2
m(R + r)2φ̇2 +

1

2
I(R/r + 1)2φ̇2 + mg(R + r) cos(φ)+ rovni
e...3. �aháme vozík s hmotnos´ou m hore po rovine, ktorázviera uhol α s vodorovným smerom. P�sobíme pritomtakou silou F (t), ºe d¨ºka dráhy, ktorú prejde ´aºiskovozíka závisí od £asu nasledovným sp�sobom

s(t) =
sM

2
(1 − cos(πt/T )) .
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s(t)

α

F(t)

Akou silou F (t) ho ´aháme, ak medzi kolesami vozíka a rovinou p�sobí tre
ia sila
F t = −kṡ a na vozík p�sobí tiaº (g)? Aká je Lagrangeova funk
ia a Lagrangeovapohybová rovni
a pre tento problém? Akú vykonáme prá
u v £ase od t = 0 do
t = T ? Ako sa zmení Lagrangeova funk
ia a pohybová rovni
a, ak sklon rovinyje premenný, a známy ako funk
ia urazenej dráhy α(s)? Otá£anie koliesok akostupe¬ vo©nosti zanedbajte.Re:

L(s, ṡ) =
1

2
mṡ2

− mg sin(α)s (4)
F (t) =

d

dt

∂L

∂ṡ
−

∂L

∂s
+ kṡ = ms̈ + mg sin(α) + kṡ (5)

W =
∫

T

0

F (t)ṡdt = 0 + mg sin(α)sM +
π2

8

ks2

M

T
(6)Pre premenný sklom (nie v £ase, ale v priestore premenný)

L̃(s, ṡ) =
1

2
mṡ2

− mg
∫

s

0

ds′ sin(α(s′))


