Uvod
Obsahom prednaSok Fyziky dynamickych procesov je vyklad fyzikalnych principov a matematickych po-
stupov popisu mechanickych sustav pouzivanych v automatizacii a robotike. Prototypom takejto sustavy
je dvojramenny manipulator ktorého analyze sa budeme detailne venovat’ ale aj tilohy pohybu a stability
mechanickych sustav, ktoré si preberieme na prikladoch Kazdu takito diskrétnu mechanickd sdstavu mo-
Zeme popisat’ ako systém niekol'’kych tuhych telies. Systematicky pristup ku konstrukcii diferencidlnych
rovnic popisujicich ich dynamiku je zaloZeny na tzv. Lagrangeovej formulécii mechaniky[1, 2, 3, 4, 5, 6,
7].

Casto je dolezitou stcast ou popisu diskrétnych mechanickych sdstav aj jej prostredie, napr. pohyb vo
vode alebo vzduchu. Ciel’om prednisok bude uviest’ zdkladné principy formulédcie dynamiky prostredia
- kontinua - vo forme parcidlnych diferencidlnych rovnic. Vysledny formalizmus je uZito¢ny nie len
pre Stidium prostredia diskrétnych mechanickych ststav (napr. plavania telesa v kvapaline), ale aj tloh
transportu kvapalin, plynov ¢&i tepla[1, 2, 3].

2 Poznamky Kk jednotlivym prednaskam

2.1 Dynamika systému

1. Pod systémom budeme rozumiet’ redlny fyzikdlny objekt, ktorého vSetky zmeny a pdsobenia na
okolie m6Zeme jednoznacne charakterizovat’ zadanim istého poctu Cisel. Tieto Cisla nazyvame
stupne vol'nosti. Napriklad pre hmotny bod su jeho stupiiami vol'nosti jeho poloha, dané 3 strad-
nicami alebo polohovym vektorom a jeho rychlost’, dand vektorom rychlosti (3 zloZky). Hmotny
bod ma teda dokopy 6 stupfiov vol'nosti. Pre v§eobecnu diskusiu budeme oznacovat’ stupne vol’-
nosti ako g; pricom i = 1, ..., N ich indexuje a N je ich celkovy pocet.

2. Pod dynamikou systému rozumieme proces v Case, ked’ sa jednotlivé stupne vol'nosti menia. Po-
hybové rovnice predstavuju predpis pre vypocet hodndt stupiiov vol'nosti v I'ubovolnom cCase, ak si
zvolime ich hodnotu v nami zvolenom pociato¢nom momente. Z hl'adiska Stidia dynamiky systému
si m&zeme zvolit’ pociatoéné hodnoty stupfiov vol'nosti 'ubovol’'ne (v rdmci ich oboru definicie) ¢o
vysvetluje ich samotny ndzov. Matematicky ich reprezentujeme ako diferenciélne rovnice 1. rddu
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kde fi(q1,92,-..,qn;t) je N redlnych funkcii s N + 1 redlnymi premennymi. Jednoznacnost’ Casové-
ho vyvoja stuptiov vol'nosti dynamického systému popisaného takymito diferencidlnymi rovnicami
nam zarucuje veta o existencii a jednoznacCnosti rieSenia:

Ak funkcie f;(g;;t) s spojité a ohranicené a spfﬁajﬁ Lipschitzovu podmienku vzhl'adom na ¢!
na oblasti (1o — T,to +T) x (7 — 8,47 + &) x ... potom existuje prave jedno rieSenie ktoré spliia
podmienku g;(ty) = ¢" prei = 1,...,N.

Poznamka: ak je diferencidlna rovnica 2. radu, tak ju vieme previest' na 2 rovnice 1. radu, t.j.
rovnica 2. radu popisuje 2 stupne vol'nosti, a podobne pre n-ty rdd. V mechanike casto voldme
stuptiom vol'nosti ¢islo n/2 nakol'ko ku kazdej suradnici musime vzdy mat’ aj rychlost, t.j. n je
vzdy parne.

'Lipschitzova podmienka znamend |f(g};¢) — f(qi;t)| < LY, |} — qil,L >0



3. VeliCiny, ktoré tieZ numericky charakterizuji systém, ale v Case sa nemenia, nazyvame ‘“‘parametre
dynamického systému”. Vo vysSie uvedenom priklade hmotného bodu je parametrom jeho hmot-
nost’.

4. Priklady: Newtonove rovnice pre hmotny bod, harmonicky oscildtor, Kirchhofove zdkony pre ob-
vody

5. homogénne linedrne diferencidlne rovnice
d
7= ;aiij (2)

vieme riesit’ metédou "hl'addm rieSenie v tvare ¢;(1) = c;e™"; vSeobecné rieSenie je lin. kombindcia

N linedrne nezavislych rieSeni.

6. linedrne diferencidlne rovnice s pravou stranou

d
—qi =Y aijq; +&i(1) 3)
dt .

J
vieme rieSit’; vSeobecné rieSenie je lin. kombindcia N linedrne nezavislych rieSeni homogénne;j
rovnice a jedného partikuldrne rieSenie rovnice s pravou stranou. Napr. pomocou Laplaceovej
transformécie
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Obrazok 1: K diskretiz4cii ¢asu a numerickému rieSeniu diferencidlnej rovnice.

7. Diskusia predstavy o numerickom rieSeni diferencidlnych rovnic: trividlna Eulerova metdda (Obré-
zok 1), jej vylepsenie predstavuje Runge-Kutta metdda.
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Obrazok 3: Tri mozné roticie vzhl’adom na sustavu pevne spojendu s lietadlom.

2.2 Pohybové rovnice diskrétnych sistav 1.

1. Idealne tuhé teleso (i.t.t.) predstavuje hmotné teleso, rozlozité v priestore, ktorého jednotlivé body
a ich spdjajice usecky nemdzu menit’ svoje vzdialenosti ani vzdjomné uhlové vzt'ahy. Lt.t. ma
6 geometrickych stupnov vol'nosti - tri siradnice vektora ukazujiceho na polohu jedného, nami
vybraného bodu pevne fixovaného na telese a tri uhly natoCenia tohto telesa v priestore. Tieto tri
uhly m6Zu byt’ napriklad tzv. uhly "roll", "pitchd "yaw", ktoré sa Casto pouZivaji v inZinierskych
aplikaciach. Ako priklad si zoberme kabinku letca v lietadle. Nech pociatocna orientécia je taka,
Ze kabinka je vodorovne, svojou osou (Spicom lietadla) orientovanou v smere osi x. Do vSeobecnej
orienticie v priestore je moZeme dostat’ nasledovnymi tromi rotidciami realizovanymi vZdy vzhl a-
dom na ststavu pevne fixovanu s lietadlom podl’a Obrdzku 2:

(a) Roll - pootocenie okolo osi x tak, Ze pilot uz nededi vodorovne ale je nakloneny aj s celym
lietadlom do strany, aj ked’” os lietadla je stale vo vodorovnej rovine (xy).

(b) Pitch - pootocenie okolo osi y tak, Ze os lietadla mieri niekam do vysky, a teda uZ nie je vo
vodorovnej rovine.

(c) Yaw - pootocenie okolo osi z tak, Ze lietadlo uZ nelezi v rovine xz.

Problematike orientacie i.t.t. sa budeme neskor vel’a venovat’.



Pri konstrukcii dynamickych rovnic tuhého telesa prideme na to, Ze okrem sdradnic polohy zvole-
ného bodu telesa a uhlov jeho orientécie st stupfiami vol'nosti aj ich prvé casové derivacie. Celkovy
pocet stupiiov vol'nosti i.t.t. potom bude 2 X 6 = 12.

. UvaZujme i.t.t. na ktoré v r6znych bodoch posobia rdzne orientované sily. Posobi kazd4 z nich na
dynamiku telesa nezavislym spdsobom alebo ich mozno redukovat’ na mensi pocet. Inymi slovami,
musime pri rdznych poctoch sil a ich orientdcidch rieSit’ nanovo diferncidlne pohybové rovnice,
alebo existujd skupiny problémov ktoré predstavuji jednu a td istd dlohu? Uk4Zeme si, Ze postupom
nazyvanym redukcia sil dokdZzeme jediné Co ovplyviuje pohyb telesa je celkovy vektorovy sicet
vSetkych posobiacich sil nezavisle od bodu ich pésobenia a jedna vysledna dvejica sil, vedica na
celkovy moment vSetych sil.

e Redukcia dvoch sil posobiacich v dvoch bodoch, A a B, leziacich na priamke, v smere tejto
priamky je najjednoduchs$ia. Ked’Ze teleso je tuhé, mdZeme kazdu silu presivat’ v jej smere
t.j. napr. silu z bodu A do bodu B.

e Redukcia 2 sil v rovine ale nie paralelnych s opac¢nou orientaciou:
F1

e Dve paralelné sily s opacnou orientdciou a rovnakou vel'kost’ou redukovat’ na jednu silu v
jednom bode nemodZeme, preto zavddzame pojem dvojice sil. Této je jednoznacne charakteri-
zovana momentom sily D =7 x F.

e Redukcia I'ub. 3 sil v 3 bodoch na 2 sily v dvoch bodoch
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