CvicCenia z Fyziky dynamickych procesov
Peter Bokes, zima 2008.

PrikladyCi komentare ozri@ené ### neboli urobené na ¢gniach a vyznzuju sa vySSou obtiaznostou.
Tieto sU uvadzané len ako zaujimavost pre zaujimajucidisdentov.

30/09/2008

1. Skalérny sé@in, skalarny stin jednotkovych vektorov a priemet vektora do smeru.

2. Najdite (cez skalarny sin) velkost tangencialnej zlozky gravitaej sily pdsobiacej na goralku
upevnenu na vertikalnu kruznicu. (najprv ndjdite tvar #oty¢ho vektora, parameticky vyjadrené-
ho od uhla davajuceho polohu goréalky na kruznici.

3. Vektorovy sigin, vektorovy sgin jednotkovych vektorov a velkost plochy danej 2 vektor
4. ZmieSany s@in a objem
5. Nechd,b atsu linearne nezavislé vektory. Dokazte, ze

e dx (bx€) =b(a ¢ —&@-b).

o d-(bxT)=b-(cx& =c-(dxb)

6. Presvedte sa, Ze f'ubovolny vektar méZeme rozloZzit' na vektory v smeg&sa v smere kolmom na

€ pomocou vztahu
r=(8Tr)8+ex(rxa).



07/10/2008

1. Vyjadrite¢asovu derivaciu vektora s konstantnditkdu pomocou vektora okamzitej uhlovej rych-
losti.
Re: ‘é—’t’ = w X r + geometrické odvodenie.

2. N4jdite rieSenie rovnic
dr

— =wWXT

dt
pre paiatoin(i podmienkir(t = 0) = Fo ak & = wk.

X(t) cojwt) —sin(wt) O X0
yt) | = sin(wt) coqdwt) O |-| Yo
(2)- (60 =5 4) (1)

3. Ako bude vyzeraz matica rotacie okolo &% uhol 8?



14/10/2008

1. Presvéte sa, Ze tenzorovo-vektorovy zapis je ekvivalentny roatiestpcovému, t.j. Ze

<

-,

| -o=L,

<
kde | = @i+ lyyij + ..., je ekvivalentné rovnici

Ixx Iy Ixz Wy Lx
by lyy lyz w |=1] Ly
lx Iy Iz Wy, L,

2. (Ciast@&ne zo skript str.14/pr. 5) DokéZte Steinerovu vetu, t.preetenzor zotrvénosti vzhfadom
na osi prechadzajlice taziskom a osi prechadzajlice bodatoBqvym vektorom-r* vzhfadom
na tazisko plati

—/ —
I I

+M(ﬁ-ﬁi—ﬁﬁ> 1)

3. (Ciastd@ne zo skript, str.15/pr.6) Vy[iitajte tenzor zotn&nosti valca okolo jeho osf symetrie. Pre
os paralelnt s podstavou pouZzite Steinerovu vetu (Momeamamosti tenkého disku okolo osi
leZiacej viiom jeJ’ = (1/4)mR2))

Re: J, = sMR?,J = J, = £5M(3R? +-h?)
Extra: Diskusia valenia sa nespenenej a spenenej pivaaeiplky, vid' tiez
http://kf-lin.elf.stuba.sk/~valko/Skola_a_studenti/Studium/Priklady/priklady.html

4. VypcCitajte moment zotrné@nosti homogénnej gule.
Re:

2
J=ZMR2
5

Pracu si zjednodusime, si uvedomimelze %(Jx—i—Jy-i-Jz) pricom vztahy pre jednotlivd; napi-
Seme v tom istom kartézskom suradnicovom systéme.

5. Majme rotaciu suradnicovej sustavy

fi= 0%l
Z identity n4jdenej na prednéske,
R} = 098] g,
ukazte Ze plati
_; =§j RPK

6. (Nestihli sme, bude na buduce.) Majme tenzor z@imeati dany v sustavé dany zlozkami

—
I—)

= 111616 + 112616, ..
pricom
l12 liz O
lij= 1| 121 22 O
0 0 Is3
Néjdite rot&nd maticu do bazy; v ktorej je tento tenzor diagonalny. UvaZujte rotaciu okobz
taku ze
g = Z fiRji.
]

Akej algebraickej ulohe zodpoveda najdenie maRge



1. (Zo skript str.7/pr. 1) Dokazte Ze moment dvojice sil neéddod bodu, vzhfadom na ktory ho
definujeme.

Extra: Diskusia ku aplikacii na piSkotu s dvomi symetrickyohniskami. Nech moment dvojice sil
pdsobi okolo prvého ohniska. Aky bude rozdiel v dynamiketékame okolo prvého resp. druhého
ohniska ak pritom nezmenime pdsobenie momentov?

2. Akou silouT je napinané lanko a aka je sila reakcie podloz-
ky Rak je homogénny hranol s tiaz@nehybny v uvedenej
situécii na obrazku?

Re:
Gl
T = 4hco':;(a)sm(20)
G
R = G—msm(Za)sm(a) h

3. Uvazuijte rebrik oprety o stenu. Koeficient trenia medariteom a stenou j& and medzi rebrikom
a podlaholk,. Aky je minimalny uhol medzi rebrikom a podlahou aby sa flebglzal po dlazke?

Re: 1 kK
_ 1=Kk
tan(a) = o

4. Aké su sily reakciedRy, Ry, R; pre rovnovaznu
situaciu na obrazku ak &g 1 a 2 sU spojene
otocnym Kbom? (Situacia predstavuje stabili-
tu Cloveka s tiazodF na rebrlku)

Re:a=B,R.= 4S|n([3 JRi=3FR=1F

Extra: UvaZzujme, Ze aj na pravé rameno pésobi
tiaz G. Ako sa zmeni platnost’ ziskanych vy-
sledkov? Préo sme vedeli v piklade 4 na pred-
chadzajlcej strane smer sily reakcie schodu a tuR1
apriori nevieme?




17/10/2005

1. (Zo skript str.23/pr.11) UvaZzujme fyzikalne kyvadloctylené o uhol ¢k z hornej nestabilnej
rovnovaznej polohy. Aké zrychleneemusime udelit celej sustave aby bola uvedena situacia sta-
bilna?

Re: tan(¢@) = a/g.

2. (Zo skript str.20/pr. 8) Na rovhomerne caflicej sa doske leZi vo vzdialenostiod osi ot&ania

teleso, v pokoji vzhfadom na dosku. (A) Aka sila na teles@qdi v sustave pevne spojenej s

okolim? (B) Ak je teleso v pokoji vzhladom na okolie, ak& mtiea sila nay pésobi v sustave
pevne spojenej s doskou?

Re: (A) E = —mw?7, (B) F/ = —mw?7".
3. (Zo skript str.21/pr.9) Okolo vodorovnej osi sa@daizka nadobka (s vysSkou votly polomerom

podstavyR) s vodou (hustot). Pri akej uhlovej rychlosi nam kvapalina nebude vytekfénto
priklad je lepSie preformulovat’ ako vypadnutie j@ka z volne otvorenej tasky....]

Re: Mg = mpw?R?h?
Extra: Ako to bude s povrchom rotujucej kvapaliny (toto smeagom priklade zanedbali)? Poe
su citrénové semienka v stred€taceho s&aju?

4. Aka bude frekvencia vlastnych kmitov ( s malou vychylkaayaZia upevnenom na zvislej natia-
hnutej pruzine obmedzenom na horizontalny pohyb?



24/10/2005

1. Odvod'te Lagrangeove pohybové rovnice pre hmotny boul.2fgkapitolka 2.1) + diskusia o for-
malizme so zovSeobenenymi suradnicami a rychlostami. d#&azu spome vari&ny princip

6 [dtL(q(t),q(t),t) = 0.

2. (Zo skript str.26/pr.12) NapiSte Lagrangeove rovniee guojrozmerny pohyb hmotného bodu v
gravita&tnom poli v polarnych suradniciach a ukazte Ze tieto su elt@itné Newtonovej pohybovej
rovnici.

3. (str.34/kapitola 2.2.1) Najdite Lagrangeovu funkciwjitiého matematického kyvadia.

4. ### UkdZeme, Ze Lagrangeove rovnice su nezavislé odrguaiestradnic. Nech v suradniciach
{ai}L; mame

doL oL .
dos g i=1,..,N (2)
Nech existuju iné suradnic{ep,-}?‘:1 dané jedno-jednoziay zobrazenim
pi = pi({ai}) 3)
. api({ai}) .
L= 4
Pj Z g,k (4)
V nich vyjadrime Lagrangeovu funkciu
. opi({a}). :
L({pi}. {pi}) =L ({p;({qm},{; %q@) (=L({a}. {a}) (5)
Pre dosadenie do rovnice (2) potrebujeme poznat nasléddervacie
oL oL dp; oL 9%p; .
il + : 6
oq; zﬁpj daqi Zapj ( 095 ©
oL 9dpj oL ((9[5]')
= + i 7
dej e dej o] ")
oL oL 9dpj
oG Zﬁpj aqi ®)
Dosadenim do (2) dostaneme
(Edepj_depj_depj) _ 0 )
2 \dtop og  op; da  9p; 0
dodL dL\dpj
Z(aapj _0Pj> og 0 (10)

J

z ¢oho priamo dostavame Ze vyraz v zatvorkach musi byt nulaviy Lagrangove rovnice platia
aj v novych suradniciach.

PS: PreN = 1 odprednaSané.

Imaticad pj/ddi musi mat inverzni matictio je splnené pre jedno-jednozma transformécie stradnic.

6



31/10/2005
Dekanské volno/cvienia zrusené

07/11/2005
Prva zapotovka.

14/11/2005

1. N4jdite Lagrangeove rovnice bodu uchyteného na kruzidrové spriahnutého s natiahnutou
pruzinou medzi nim a pevnym bodom mimo kruznice. Predp@lade aj pri minimalnej vzdia-
lenosti medzi pohyblivym bodom a bodom upevnenia pruzinygsledna v napnutom stave. Aka
bude frekvencia malych kmitov?

Dobra rada: Vyjadrit' si vSetko cez vektory v 2D.
Re: w=4/ F(rerR) kde F je sila napinajuca pruzinu v minimalnej vzdialenoktéto vzdialenost,
R polomer kruznice an hmotnost bodu.

2. Njdite Pohybovua rovnicu pre kmity taziska

valca s polomeronn vo valcovom zfabe s po | (p(t)
lomeromR > r. Kmity uvazujte ako otéanie
okolo myslenej osi valcoveho Zlabu.
Re:
: mg(R—r)
q)(t) = (Rfr)z (p<t)

mMR—r)2 415

3. Najdite pohybové rovnice pret) a ¢(t) pre
systém na obrazku. Podiskutujme ako sa preg
javuju vety o tazisku...

Re: L(xX @ ¢) = (M + mp)5® + 3mp(1%¢? +
2l pxcog @) + mpgl cog )




21/11/2005

1. Na dvoch vertikalnych lankach &#oul je vodorovne zavesena os s &gm valcom. Aka bude
frekvencia kmitov a sa bude valcec hojdat’ na lank&ch v srkel@om na jeho os? Kvalitativne,
na zaklade pohybovych rovnic popiSte kmity akéatdiu valca okolo svojej osi brani moment sil
Dg = —k®6.

Re: Lagrangeova funckia je(¢, @, 8,0) = Ex —U. Kinetick energiu dostaneme akosfi cez
hmotné elementyn,.
drn

1
= 2;
Pre rychlost elementu mame
drp . . .

z coho velkost je
dr. |2
M

dt

kde F je od n nezavisly vektor. Kedz& ,a, = 0, poslednyClen pri sumovani cemn vypadne.
Pouzitim definicie pre moment zotBraosti

I="3 myfkxan|
n

=12¢% + (94 6)?|k x an|* +aq-F

a uvazenim potencialnej enerie
= —mgl cog¢)
[definujeme celkovi hmotnost ako = ¥, my] nakoniec mame

= —mI2(p2+ J(@+ 6)2+mgl cog @).

V pripade uvazenia momeniy je Lagrangeova funkcia dana

1
L=2m ml2¢? + J(@+6)2+mgl cos(go)——k(i’2
Zvysok prikladu uz dorobime podla standartnej schémy...

2. ### Uvazujte zotrnianik s rot&nou osou v horizontalnej polohe. Tato os nech je na jednamiko
upevnena v nemennej vySke a to tak, Ze sa dokaze okolo toktmepia otéat horizontalne i
vertikalne. Aka bude frekvencia malych kmitov osi zofiméa okolo horizontalnej roviny? [No,
dame dokopy aspblLagrangeovu funkciu.]

Re: SkonStruujeme si Lagrangeovu funkdiga, @, 0,0, G) = Ex —U. Kineticka energia je dana
stittom kinetickych energii hmotnych elementoy. Pre rychlost elementu mame

dl
Vn = wxa|q+—

dt
2
W2 = ol +| 5
d|02 2A2 2 nz .
G| = 1POP+1%s (0)¢?




kde sme uvazili Ze pri sumovani cedld zmieSanglen nulovy prispevok.
Vektor uhlovej rychistiw ma zlozky

w = _iwia — ae;+ p{cog0)e; +sin(0)ex} + Hes

kde g su jednotkové vektory v sustave orientovanej podla akiejapolohy zotrvanika ale pre
kazdy okamzikCasu nehybnej (a teda inercialnej). Pre kinetickl energkoniec dostavame

1 2 1 i 2 (A2 1 i 2
EK:;§%|Vn| =5 ljww +m (6% +sir?(0)¢?)
kde sme pouzili tenzor momentu zotévesti
lij =" mn(& x an)- (& x an) = I&;G1+1'3j(1 - &.1)
n

pricom sme uvazili, Ze jednotkové vektogypredstavuju zo symetrie jeho hlavné osi, a teda tento
tenzor je automaticky v diagonalnom tvare. Okrem toho, dkajne,

m= z M.
m
Potencialna energia je jednoducha,
U(8) =mgl cog0)
a nakoniec dostavame

L= %J(d+qbcos(9))2+ %| (6 + (sin(6)¢)?) — mgl cog6)

kdel =1’ +ml2.



28/11/2005

1. Dva priklady o hromadeni materialu (t.j. bitar@ rovnice), proporcionalnej regulacii a rieSenie
rovnic popisujucich ich dynamiku pomocou Laplaceovej sfarmacie. Priklady su kompletne
rieSeneé v skriptach. (str.71/pr. 19)

2. (str.72/pr. 20) Posledny vysledok v skriptach ma clijoy spravny je

b _ Ky _K(t_a) _ Ky
— _ T _ _ T _ T
OR {(1 e T ) 1(t) (1 e T ) 1(t a)}+(m(0)e 5
3. Najdite funkcny predpis pre tvar povrchu rotujucej ideélnej kvapalwtgajucou sa konstantnou
rychlostou.
Re: priamo z pohybovej rovnice idealnej kvapaliny, napisanggwercialnej sustave, pevne spoje-
nej s kvapalinou mame

Op(zr) = —pgk+Faw? (11)
p(zr) = —pgz+%r2pwz+const (12)

Uvéazenim Ze pre povrch manpéz, r) = p,, dostaneme

_ 122
Z(f)—Zo+zgf W

4. ### Z fyzikalneho zmyslu a definickasovej zmeny tenzora deformécie ukazte Zze

1dv. 1 dp(r) d_ <
vV~ pn dat eV

<
kde Tr € = & + &x + €z j€ Stopa matice,g.

5. ### Dokazte z8- OV = 03v? —Vx (O x V)

10



5/12/2005
Dva priklady na pouzitie kombinacie bilémej rovnice a Bernoulliho rovnice. A jeden na vyiddie
kvapaliny z trubky.

1. Str. 94/Pr. 24
2. Str. 95/Pr. 25

3. ### N@jditeCasovo-priestorovu zavislost rychlosti a tlaku pri Po-
vytldCani idedlnej kvapaliny vertikalnou trubicou pouZzitim
Bernoulliho rovnice. Predpokladajte ze pre= O bola
kvapalina s vySkou kica v pokoji.

Re: Ide o jednorozmerny problém, Laplaceova rovnica preh
rychlostny potencial da v priestore zaplnenom kvapalinou

quJ « S
Fra 0— P(X) = —V(t)(Xx—Xo(t)) +b(t)
kdexo(t) je stradnica dolnej hrany kvapaliny. pO>p
Pre zovSeob. Bernoulliho rovnicu na dolnej hrane kvapaliny = -
plati — -

7

.. d b 1
w0- 912 vﬁ—%-l—gxo—c()
dobne pre hornt hranu mame

dvxo+b 1

vh— .

v2+ Iz)a—l-g(h-i-Xo) = c(t).

Ich odpc&itanim dostaneme

1
ph

vysledok ekvivalentny tvahou o dynamike idealne tuhéhestel

(pa(t) - pa —gh))zﬁApm,

Ak si teraz oznéime

dvo+b) +}v2+gxo—c(t) __h

CO=—""4 2 0

Dostaneme z Bernoulliho rovnice zavislost' tlaku (oct):

p(x,t) ~pa(t)
P

p
t..

p(x,t) = pa(t) — gox—Vpx.
PoslednyClen je zjavne prejavom zotriaej sily.
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