
Cvičenia z Fyziky dynamických procesov
Peter Bokes, zima 2008.

Príkladyči komentáre oznǎcené ### neboli urobené na cvičeniach a vyznǎcujú sa vyššou obtiažnost’ou.
Tieto sú uvádzané len ako zaujímavost’ pre zaujímajúcich saštudentov.

30/09/2008

1. Skalárny sú̌cin, skalárny sú̌cin jednotkových vektorov a priemet vektora do smeru.

2. Najdite (cez skalárny súčin) vel’kost’ tangenciálnej zložky gravitačnej sily pôsobiacej na gorálku
upevnenú na vertikálnu kružnicu. (najprv nájdite tvar dotykového vektora, parameticky vyjadrené-
ho od uhla dávajúceho polohu gorálky na kružnici.

3. Vektorový sú̌cin, vektorový sú̌cin jednotkových vektorov a vel’kost’ plochy danej 2 vektormi.

4. Zmiešaný sú̌cin a objem

5. Nech~a,~b a~c sú lineárne nezávislé vektory. Dokážte, že

• ~a× (~b×~c) =~b(~a ·~c)−~c(~a ·~b).

• ~a · (~b×~c) =~b · (~c×~a) =~c · (~a×~b)

6. Presveďcte sa, že l’ubovol’ný vektor~r môžeme rozložit’ na vektory v smere~e a v smere kolmom na
~e pomocou vzt’ahu

~r = (~e ·~r)~e+~e× (~r×~e).
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07/10/2008

1. Vyjadritečasovú deriváciu vektora s konštantnou dĺžkou pomocou vektora okamžitej uhlovej rých-
losti.
Re: dr

dt = ω×r + geometrické odvodenie.

2. Nájdite riešenie rovníc
dr

dt
= ω×r

pre pǒciatǒcnú podmienku~r(t = 0) =~r0 ak ~ω = ω~k.
Re:





x(t)
y(t)
z(t)



=





cos(ωt) −sin(ωt) 0
sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1



 ·





x0
y0

z0





3. Ako bude vyzeraž matica rotácie okolo osix o uholθ?
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14/10/2008

1. Presvěcte sa, že tenzorovo-vektorový zápis je ekvivalentný maticovo-st́lpcovému, t.j. že
↔
I ·~ω =~L,

kde
↔
I = Ixxii+ Ixyij + . . ., je ekvivalentné rovnici





Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz









ωx

ωy

ωz



=





Lx

Ly

Lz



 .

2. (Čiastǒcne zo skrípt str.14/pr. 5) Dokážte Steinerovu vetu, t.j. žepre tenzor zotrvǎcnosti vzhl’adom
na osi prechádzajúce t’ažiskom a osi prechádzajúce bodom s polohovým vektorom~−r∗ vzhl’adom
na t’ažisko platí

~~I
′
=~~I +M

(

~r∗ ·~r∗~~1−~r∗~r∗
)

(1)

3. (Čiastǒcne zo skrípt, str.15/pr.6) Vypočítajte tenzor zotrvǎcnosti valca okolo jeho osí symetrie. Pre
os paralelnú s podstavou použite Steinerovu vetu (Moment zotrvačnosti tenkého disku okolo osi
ležiacej vňom jeJ′ = (1/4)mR2.)

Re: Jz = 1
2MR2,Jx = Jy = 1

12M(3R2+h2)

Extra: Diskusia valenia sa nespenenej a spenenej pivovej plechovky, vid’ tiežhttp://kf-lin.elf.stuba.sk/∼valko/Skola_a_studenti/Studium/Priklady/priklady.html
4. Vypočítajte moment zotrvǎcnosti homogénnej gule.

Re:
J =

2
5

MR2

Prácu si zjednodušíme, si uvedomíme žeJ = 1
3(Jx + Jy + Jz) pričom vzt’ahy pre jednotlivéJi napí-

šeme v tom istom kartézskom súradnicovom systéme.

5. Majme rotáciu súradnicovej sústavy
~fi = O

φ ,k[~ei].

Z identity nájdenej na prednáške,
Rφ ,k

ji = O
φ ,k[~ei] ·~e j,

ukážte že platí
~fi =~e jR

φ ,k
ji .

6. (Nestihli sme, bude na budúce.) Majme tenzor zotrvačnosti daný v sústave~ei daný zložkami

~~I = I11~e1~e1 + I12~e1~e2 . . .

pričom

Ii j =





I11 I12 0
I21 I22 0
0 0 I33





Nájdite rotǎcnú maticu do bázy~fi v ktorej je tento tenzor diagonálny. Uvažujte rotáciu okoloosi z
takú že

~ei = ∑
j

~f jR ji.

Akej algebraickej úlohe zodpovedá nájdenie maticeRi j?
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1. (Zo skrípt str.7/pr. 1) Dokážte že moment dvojice síl nezávisí od bodu, vzhl’adom na ktorý ho
definujeme.

Extra: Diskusia ku aplikácii na piškótu s dvomi symetrickými ohniskami. Nech moment dvojice síl
pôsobí okolo prvého ohniska. Aký bude rozdiel v dynamike ak otáčame okolo prvého resp. druhého
ohniska ak pritom nezmeníme pôsobenie momentov?

2. Akou silouT je napínané lanko a aká je sila reakcie podlož-
ky R ak je homogénny hranol s tiažouG nehybný v uvedenej
situácii na obrázku?
Re:

T =
Gl
4h

cos(α)sin(2α)

R = G−
Gl
4h

sin(2α)sin(α) αh

l

T R

3. Uvažujte rebrík opretý o stenu. Koeficient trenia medzi rebríkom a stenou jek1 and medzi rebríkom
a podlahouk2. Aký je minimálny uhol medzi rebríkom a podlahou aby sa rebrík neḱlzal po dlážke?
Re:

tan(α) =
1− k1k2

2k2

4. Aké sú sily reakcieR1,R2,Rc pre rovnovážnu
situáciu na obrázku ak tyče 1 a 2 sú spojené
otočným ḱlbom? (Situácia predstavuje stabili-
tu človeka s tiažouF na rebríku).
Re: α = β , Rc = F

4sin(β ) ,R1 = 3
4F,R2 = 1

4F
Extra: Uvažujme, že aj na pravé rameno pôsobí
tiaž G. Ako sa zmení platnost’ získaných vý-
sledkov? Prěco sme vedeli v píklade 4 na pred-
chádzajúcej strane smer sily reakcie schodu a tu
a priori nevieme? R

R

R

F

β β

α

1

2

c
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17/10/2005

1. (Zo skrípt str.23/pr.11) Uvažujme fyzikálne kyvadlo, vychýlené o uhol−φ~k z hornej nestabilnej
rovnovážnej polohy. Aké zrýchleniea musíme udelit’ celej sústave aby bola uvedená situácia sta-
bilná?

Re: tan(φ) = a/g.

2. (Zo skrípt str.20/pr. 8) Na rovnomerne otáčajúcej sa doske leží vo vzdialenostir′ od osi otá̌cania
teleso, v pokoji vzhl’adom na dosku. (A) Aká sila na teleso pôsobi v sústave pevne spojenej s
okolím? (B) Ak je teleso v pokoji vzhl’adom na okolie, aká zdanlivá sila nǎn pôsobí v sústave
pevne spojenej s doskou?

Re: (A) ~F = −mω2~r′, (B) ~F ′ = −mω2~r′.

3. (Zo skrípt str.21/pr.9) Okolo vodorovnej osi sa otáča úzka nádobka (s výškou vodyh, polomerom
podstavyR) s vodou (hustotaρ). Pri akej uhlovej rýchlosi nám kvapalina nebude vytekat’?[Tento
príklad je lepšie preformulovat’ ako vypadnutie jabĺčka z vol’ne otvorenej tašky....]

Re: Mg = πρω2 1
2R2h2

Extra: Ako to bude s povrchom rotujúcej kvapaliny (toto sme vnašom príklade zanedbali)? Prečo
sú citrónové semienka v strede točiaceho sǎcaju?

4. Aká bude frekvencia vlastných kmitov ( s malou výchylkou )závažia upevnenom na zvislej natia-
hnutej pružine obmedzenom na horizontálny pohyb?
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24/10/2005

1. Odvod’te Lagrangeove pohybové rovnice pre hmotný bod. (str.25/kapitolka 2.1) + diskusia o for-
malizme so zovšeobenenými súradnicami a rýchlost’ami. Bezdôkazu spoměn variǎcný princíp
δ
∫

dtL(q(t), q̇(t), t) = 0.

2. (Zo skrípt str.26/pr.12) Napíšte Lagrangeove rovnice pre dvojrozmerný pohyb hmotného bodu v
gravitǎcnom poli v polárnych súradniciach a ukážte že tieto sú ekvivalentné Newtonovej pohybovej
rovnici.

3. (str.34/kapitola 2.2.1) Nájdite Lagrangeovu funkciu dvojitého matematického kyvadla.

4. ### Ukážeme, že Lagrangeove rovnice sú nezávislé od zvolených súradníc. Nech v súradniciach
{qi}

N
i=1 máme

d
dt

∂L
∂ q̇i

−
∂L
∂qi

= 0 i = 1, ..,N (2)

Nech existujú iné súradnice{p j}
N
j=1 dané jedno-jednoznačný zobrazením

p j = p j({qi}) (3)

ṗ j = ∑
k

∂ p j({qi})

∂qk
q̇k (4)

V nich vyjadríme Lagrangeovu funkciu

L({p j},{ṗ j}) = L

(

{p j({qi})},{∑
k

∂ p j({qi})

∂qk
q̇k}

)

(= L({qi},{q̇i})) (5)

Pre dosadenie do rovnice (2) potrebujeme poznat’ nasledovné derivácie

∂L
∂qi

= ∑
j

∂L
∂ p j

∂ p j

∂qi
+∑

j

∂L
∂ ṗ j

(

∑
k

∂ 2p j

∂qk∂qi
q̇k

)

(6)

= ∑
j

∂L
∂ p j

∂ p j

∂qi
+∑

j

∂L
∂ ṗ j

(

∂ ṗ j

∂qi

)

(7)

∂L
∂ q̇i

= ∑
j

∂L
∂ ṗ j

∂ p j

∂qi
(8)

Dosadením do (2) dostaneme

∑
j

(

d
dt

∂L
∂ ṗ j

∂ p j

∂qi
−

∂L
∂ p j

∂ p j

∂qi
−

∂L
∂ ṗ j

∂ ṗ j

∂qi

)

= 0 (9)

∑
j

(

d
dt

∂L
∂ ṗ j

−
∂L
∂ p j

)

∂ p j

∂qi
= 0 (10)

z čoho priamo dostávame že výraz v zátvorkách musí byt’ nulový1 t.j. Lagrangove rovnice platia
aj v nových súradniciach.

PS: PreN = 1 odprednášané.

1matica∂ p j/∂qi musí mat’ inverznú maticǔco je splnené pre jedno-jednoznačné transformácie súradníc.
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31/10/2005
Dekanské vol’no/cvǐcenia zrušené

07/11/2005
Prvá zápǒctovka.

14/11/2005

1. Nájdite Lagrangeove rovnice bodu uchyteného na kružnicia zárověn spriahnutého s natiahnutou
pružinou medzi ním a pevným bodom mimo kružnice. Predpokladajte že aj pri minimálnej vzdia-
lenosti medzi pohyblivým bodom a bodom upevnenia pružiny jeposledná v napnutom stave. Aká
bude frekvencia malých kmitov?

Dobrá rada: Vyjadrit’ si všetko cez vektory v 2D.

Re: ω =

√

F(l+R)
mlR kdeF je sila napínajúca pružinu v minimálnej vzdialenosti,l táto vzdialenost’,

R polomer kružnice am hmotnost’ bodu.

2. Nájdite Pohybovú rovnicu pre kmity t’ažiska
valca s polomeromr vo valcovom žl’abe s po-
lomeromR > r. Kmity uvažujte ako otá̌canie
okolo myslenej osi valcového žl’abu.
Re:

φ̈ (t) = −
mg(R− r)

m(R− r)2+ I (R−r)2

r2

φ(t)

r

R φ(t)

3. Nájdite pohybové rovnice prex(t) a φ(t) pre
systém na obrázku. Podiskutujme ako sa pre-
javujú vety o tažisku...
Re: L(x, ẋ,φ , φ̇ ) = 1

2(m1 + m2)ẋ2 + 1
2m2(l2φ̇2 +

2lφ̇ ẋcos(φ))+m2gl cos(φ)

m2

m1

φ

x
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21/11/2005

1. Na dvoch vertikálnych lankách s dĺžkou l je vodorovne zavesená os s otočným valcom. Aká bude
frekvencia kmitov a sa bude valcec hojdat’ na lankách v smerekolmom na jeho os? Kvalitatívne,
na základe pohybových rovníc popíšte kmity ak otáčaniu valca okolo svojej osi bráni moment síl
Dθ = −kθ .

Re: Lagrangeova funckia jeL(φ̇ ,φ , θ̇ ,θ) = EK −U . Kinetickú energiu dostaneme ako súčet cez
hmotné elementymn.

EK =
1
2∑

n
mn

∣

∣

∣

∣

drn

dt

∣

∣

∣

∣

2

Pre rýchlost’ elementu máme

drn

dt
= φ̇k× l +(φ̇k + θ̇k)×an

z čoho vel’kost’ je
∣

∣

∣

∣

drn

dt

∣

∣

∣

∣

2

= l2φ̇2 +(φ̇ + θ̇)2 |k×an|
2 +an ·F

kde F je od n nezávislý vektor. Ked’že∑n an = 0, poslednýčlen pri sumovaní cezn vypadne.
Použitím definície pre moment zotrvačnosti

J = ∑
n

mn |k×an|
2

a uvážením potenciálnej enerie
U = −mgl cos(φ)

[definujeme celkovú hmotnost’ akom = ∑n mn] nakoniec máme

L =
1
2

ml2φ̇2+
1
2

J(φ̇ + θ̇)2+mgl cos(φ).

V prípade uváženia momentuDθ je Lagrangeova funkcia daná

L =
1
2

ml2φ̇2+
1
2

J(φ̇ + θ̇ )2+mgl cos(φ)−
1
2

kθ2.

Zvyšok príkladu už dorobíme podl’a štandartnej schémy...

2. ### Uvažujte zotrvǎcník s rotǎcnou osou v horizontálnej polohe. Táto os nech je na jednom konci
upevnená v nemennej výške a to tak, že sa dokáže okolo tohto upevnenia otá̌cat’ horizontálne i
vertikálne. Aká bude frekvencia malých kmitov osi zotrvačníka okolo horizontálnej roviny? [No,
dáme dokopy aspoň Lagrangeovu funkciu.]

Re: Skonštruujeme si Lagrangeovu funkciuL(α̇ ,φ , φ̇ ,θ , θ̇) = EK −U . Kinetická energia je daná
sú̌ctom kinetických energií hmotných elementovmn. Pre rýchlost’ elementu máme

vn = ω×an +
dl
dt

|vn|
2 = |ω×an|

2+

∣

∣

∣

∣

dl
dt

∣

∣

∣

∣

2

∣

∣

∣

∣

dl0
dt

∣

∣

∣

∣

2

= l2θ̇2 + l2sin2(θ)φ̇2
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kde sme uvážili že pri sumovaní cezn dá zmiešaný̌clen nulový príspevok.

Vektor uhlovej rýchlstiω má zložky

ω =
3

∑
i=1

ω iei = α̇e1 + φ̇ {cos(θ)e1+sin(θ)e2}+ θ̇e3

kde ei sú jednotkové vektory v sústave orientovanej podl’a aktuálnej polohy zotrvǎcníka ale pre
každý okamžiǩcasu nehybnej (a teda inerciálnej). Pre kinetickú energiu nakoniec dostávame

EK = ∑
n

1
2

mn|vn|
2 =

1
2∑ Ii jω iω j +ml2(θ̇2 +sin2(θ)φ̇2)

kde sme použili tenzor momentu zotrvačnosti

Ii j = ∑
n

mn(ei ×an) · (ej ×an) = Jδi jδi1+ I′δi j(1−δi,1)

pričom sme uvážili, že jednotkové vektoryei predstavujú zo symetrie jeho hlavné osi, a teda tento
tenzor je automaticky v diagonálnom tvare. Okrem toho, ako obyčajne,

m = ∑
n

mn.

Potenciálna energia je jednoduchá,

U(θ) = mgl cos(θ)

a nakoniec dostávame

L =
1
2

J(α̇ + φ̇ cos(θ))2+
1
2

I
(

θ̇2 +(sin(θ)φ̇)2)−mgl cos(θ)

kdeI = I′+ml2.
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28/11/2005

1. Dva príklady o hromadení materiálu (t.j. bilančné rovnice), proporcionálnej regulácii a riešenie
rovníc popisujúcich ich dynamiku pomocou Laplaceovej transformácie. Príklady sú kompletne
riešené v skriptách. (str.71/pr. 19)

2. (str.72/pr. 20) Posledný výsledok v skriptách má chybyčku, správny je

φH(t) =
b
K

{(

1− e
− K

T0
t
)

1(t)−
(

1− e
− K

T0
(t−a)

)

1(t −a)
}

+φH(0)e
− K

T0
t

3. Nájdite funǩcný predpis pre tvar povrchu rotujúcej ideálnej kvapaliny,otá̌cajúcou sa konštantnou
rýchlost’ou.
Re: priamo z pohybovej rovnice ideálnej kvapaliny, napísanej vneinerciálnej sústave, pevne spoje-
nej s kvapalinou máme

∇p(z,r) = −ρg~k +~rω2 (11)

p(z,r) = −ρgz+
1
2

r2ρω2 + const (12)

Uvážením že pre povrch mámep(z,r) = pa, dostaneme

z(r) = z0+
1
2g

r2ω2

4. ### Z fyzikálneho zmyslu a definíciečasovej zmeny tenzora deformácie ukážte že

1
V

dV
dt

= −
1

ρ(r)
dρ(r)

dt
=

d
dt

Tr
↔
ε = ∇ ·~v

kde Tr
↔
ε = εxx + εxx + εzz je stopa maticeεαβ .

5. ### Dokážte že~v ·∇~v = ∇1
2v2−~v× (∇×~v)
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5/12/2005
Dva príklady na použitie kombinácie bilančnej rovnice a Bernoulliho rovnice. A jeden na vytláčanie
kvapaliny z trubky.

1. Str. 94/Pr. 24

2. Str. 95/Pr. 25

3. ### Nájditečasovo-priestorovú závislost’ rýchlosti a tlaku pri
vytláčaní ideálnej kvapaliny vertikálnou trubicou použitím
Bernoulliho rovnice. Predpokladajte že pret = 0 bola
kvapalina s výškou stĺpca v pokoji.

Re: Ide o jednorozmerný problém, Laplaceova rovnica pre
rýchlostný potenciál dá v priestore zaplnenom kvapalinou

d2Φ
dx2 = 0→ Φ(x) = −v(t)(x− x0(t))+b(t)

kdex0(t) je súradnica dolnej hrany kvapaliny.
Pre zovšeob. Bernoulliho rovnicu na dolnej hrane kvapaliny
platí

v̇0−
dvx0 +b

dt
+

1
2

v2+
p1(t)

ρ
+gx0 = c(t)

pa

pa
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h

Ip (t)

x

v(t)

Po-

dobne pre hornú hranu máme

v̇h−
dvx0 +b

dt
+

1
2

v2+
pa

ρ
+g(h+ x0) = c(t).

Ich odpǒcítaním dostaneme

v̇ =
1

ρh
(p1(t)− pa−gh)) =

1
ρh

∆p(t),

výsledok ekvivalentný úvahou o dynamike ideálne tuhého telesa.

Ak si teraz oznǎcíme

C(t) = −
d(vx0 +b)

dt
+

1
2

v2 +gx0− c(t) = −
p1(t)

ρ

Dostaneme z Bernoulliho rovnice závislost’ tlaku od(x, t):

v̇x+
p(x, t)

ρ
+gx =

p1(t)
ρ

t.j.
p(x, t) = p1(t)−gρx− v̇ρx.

Posledný̌clen je zjavne prejavom zotrvačnej sily.
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