Cvicenia z Fyziky dynamickych procesov
Peter Bokes, zima 2004.

Priklady ¢i komentéare oznacené ##+# neboli urobené na cviceniach a vyznacuju sa vysSou ob-
tiaznostou. Tieto st uvadzané len ako zaujimavost pre zaujimajicich sa Studentov.

30/09/2004

1. (Zo skript str.7/pr. 1) Dokéazte 7ze moment dvojice sil nezavisi od bodu, vzhladom na ktory
ho definujeme.

Extra: Diskusia ku aplikicii na piskétu s dvomi symetrickymi ohniskami. Nech moment
dvojice sil posobi okolo prvého ohniska. Aky bude rozdiel v dynamike ak ota¢ame okolo
prvého resp. druhého ohniska ak pritom nezmenime posobenie momentov?

2. (Zo skript str.8/pr.3) Uréte ¢asovii derivaciu vektora s konstantnou dizkou.

Re:cé—';':wxr

Extra: Geometrické odvodenie.

3. (Zo skript str.11/pr.4) Ukazte, Ze redukcia sil nemeni pohybové rovnice tuhého telesa

dP

-~ - F

dt

dG

= — pW 4L p®
dt "

kde F, DM a D® su suéty sil, momentov sil a dvojice sil.

4. Akou silou T je napinané lanko a aki je sila reakcie
podlozky R ak je homogénny hranol s tiazou G nehybny
v uvedenej situécii na obrazku?
Re:
Gl

T = ?Cos(a)sin(Qa)

R = G- % sin(2a) sin(«)

5. Uvazujte rebrik oprety o stenu. Koeficient trenia medzi rebrikom a stenou je £y and medzi
rebrikom a podlahou k3. Aky je minimélny uhol medzi rebrikom a podlahou aby sa rebrik
nekizal po dlazke?

Re:
11— k1ko

tan(a) T8
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1. Aké su sily reakcie Ry, Ry, R, pre rovnovaznu
situaciu na obrazku ak tyce 1 a 2 st spojené
otoénym kibom? (Situécia predstavuje sta-
bilitu ¢loveka s tiazou F' na rebriku).
Rma:#iRﬁ:EﬁEJﬁ:%FJQ:iF
Extra: Uvazujme, 7e aj na pravé rameno po-
sobi tiaz G. Ako sa zmeni platnost ziskanych
vysledkov? Prec¢o sme vedeli v piklade 4
na predchédzajicej strane smer sily reakcie

schodu a tu a priori nevieme?

2. (Zo skript str.14/pr. 5) Dokazte Steinerovu vetu. (Zahffia ivod ku momentu zotrvaénosti,
diskusia rovnice Je = D, prip. o tenzorovom charaktere .J)

3. Vypocitajte moment zotrva¢nosti homogénnej gule.

Re: i
J - EMRZ

Précu si zjednodusime, si uvedomime ze J = %(Jx +J, + J.) pricom vztahy pre jednotlivé .J,
napiSeme v tom istom kartézskom sturadnicovom systéme.

4. (Zo skript str.20/pr. 8) Na rovnomerne otacajucej sa doske lezi vo vzdialenosti 7’ od osi
otalania teleso, v pokoji vzhladom na dosku. (A) Ak4 sila na teleso pdsobi v sistave pevne
spojenej s okolim? (B) Ak je teleso v pokoji vzhTadom na okolie, ak4 zdanliva sila nai posobi
v sustave pevne spojenej s doskou?

Re: (A) F = —mw?7, (B) F' = —mw?7.



12/10/2004

1. (Zo skript str.15/pr.6) Vypocitajte moment zotrvacnosti valca.
Re: J = LM R?

Extra: Diskusia valenia sa nespenenej a spenenej pivovej plechovky, vid tiez
http://kf-1lin.elf.stuba.sk/chat/ téma 6.

2. (Zo skript str.23/pr.11) Uvazujme fyzikalne kyvadlo, vychylené o uhol —QﬁE z hornej nesta-
bilnej rovnovaznej polohy. Aké zrychlenie a musime udelif celej stistave aby bola uvedena
situicia stabilna?

Re: tan(¢) = a/g.

3. (Zo skript str.21/pr.9) Okolo vodorovnej osi sa otaca tizka nadobka (s vyskou vody h, polom-
erom podstavy R) s vodou (hustota p). Pri akej uhlovej rychlosi ndm kvapalina nebude
vytekat? |Tento priklad je lepSie preformulovat ako zmrznuta voda, ¢o méze z nadobky
vyklznut.|
Re: Mg = 7pr2%R2h2
Extra: Ako to bude s povrchom rotujiicej kvapaliny (toto sme v nasom priklade zanedbali)?

Preco su citrénové semienka v strede tociaceho sa ¢aju?

4. Aka bude frekvencia vlastnych kmitov ( s malou vychylkou ) zavaZia upevnenom na zvislej
natiahnutej pruzine obmedzenom na horizontalny pohyb?



21,/10/2004

1. Odvodte Lagrangeove pohybové rovnice pre hmotny bod. (str.25/kapitolka 2.1) + diskusia
o formalizme so zovSeobenenymi stiradnicami a rychlostami. Bez dokazu spomen varia¢ny

princip 0 [ dtL(q(t), q(t),t) = 0.

2. (Zo skript str.26 /pr.12) Napiste Lagrangeove rovnice pre dvojrozmerny pohyb hmotného bodu
v gravitacnom poli v polarnych stradniciach a ukazte Ze tieto si ekvivalentné Newtonovej
pohybovej rovnici.

Extra: Poukazat Ze pre polarne siradnice, pretoze sii lokdlne ortogonalne, vieme kineticku
energiu rychlo.

### Extra: Ukézeme, Ze Lagrangeove rovnice si nezavislé od zvolenych siradnic. Nech v

stiradniciach {¢;}¥; mame
doL oL

ﬁ&iz B dq; B
Nech existuji iné stiradnice {p;}?_, dané jedno-jednoznaény zobrazenim
JJ =1
pi = pj({a}) (2)
. Ip;({ai}) .
p = 3 dulad), 3)

k 8q}e

i=1,.,N (1)

V nich vyjadrime Lagrangeovu funkciu

L o) = L (1o, ((a)y 00 22095 0) - Liga 1a)) ()
k a(ﬂc

Pre dosadenie do rovnice (1) potrebujeme poznat nasledovné derivacie

oL OL dp; oL ( Op; . )
= — + a 5
b0~ 2 op g T 2 op, \ &= Gg0g )
= -— + A 6
oy 90 2= 5, \ g ©)
oL OL op,
o6, ~ 2=, o @)

Dosadenim do (1) dostaneme

>

J

dtop; 0g;  Opj Oq;  Op; 0g;

— \dtdp; p;) g

z ¢oho priamo dostdvame Ze vyraz v zatvorkach musi byt nulovy ! t.j. Lagrangove rovnice
platia aj v novych sturadniciach.

PS: Myslim, Ze na cviceni bude lepSie to ukazat iba pre N = 1.

3. (str.34/kapitola 2.2.1) Najdite Lagrangeovu funkciu dvojitého matematického kyvadla.

'matica dp;/dq; musi maf inverznt maticu ¢o je splnené pre jedno-jednoznacné transformécie siradnic.

4
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1. Najdite Lagrangeove rovnice bodu uchyteného na kruznici a zaroven spriahnutého s nati-
ahnutou pruzinou medzi nim a pevnym bodom mimo kruznice. Predpokladajte ze aj pri
miniméalnej vzdialenosti medzi pohyblivym bodom a bodom upevnenia pruZiny je posledné v
napnutom stave. Ak& bude frekvencia malych kmitov?

Dobra rada: Vyjadrit si vSetko cez vektory v 2D.

Re: w =/ % kde F' je sila napinajiica pruzinu v minimalnej vzdialenosti, | tato vzdi-
alenost, R polomer kruznice a m hmotnost bodu.

2. Najdite Pohybovi rovnicu pre kmity taZiska valca s polomerom a vo valcovom Zlabe s polom-
erom R > a. Kmity uvazujte ako ota¢anie okolo myslenej osi valcového zlabu.

Re:
mg(R — a)

m(R—a)QJrlf—Q2

o(t) = — ¢(t)

3. Najdite pohybové rovnice pre z(t) a ¢(t) pre
systém na obrazku. Podiskutujme ako sa  x
prejavuju vety o tazisku... -
Re: L(z,@,¢,0) = (mi+ma)i?+Ima(124%+
2 cos(¢)) 4+ magl cos(¢p)
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1. Na dvoch vertikalnych lankach s dlzkou [ je vodorovne zavesena os s otoénym valcom. Aka
bude frekvencia kmitov a sa bude valcec hojdat na lankich v smere kolmom na jeho os?
Kvalitativne, na zaklade pohybovych rovnic popiSte kmity ak otac¢aniu valca okolo svojej osi
brani moment sil Dy = —k6.

Re: Lagrangeova funckia je L(¢, ¢,6,60) = Ex — U. Kineticka energiu dostaneme ako sucet

cez hmotné elementy m,,.

1 2

n

dra
dt

Pre rychlost elementu mame

drn

o = ¢k x 1+ (¢k 4 6k) x a,

z ¢oho velkost je
2

Grn =19+ (p+0)* |k x a,/* +a, F

dt

kde F je od n nezavisly vektor. Kedze >, a, = 0, posledny ¢len pri sumovani cez n vypadne.
Pouzitim definicie pre moment zotrvac¢nosti

J =Y "m, |k x a,|’

a uvazenim potenciilnej enerie

U = —mgl cos(¢)

|definujeme celkovia hmotnost ako m = Y°,, m,,| nakoniec mame
Lo Lo s
L= éml »° + §J(¢ +0)* + mgl cos(¢).
V pripade uviZenia momentu Dy je Lagrangeova funkcia dané
S TN TP U L o
L= éml o° + §J(¢+ 0)° + mgl cos(¢p) — §k6 :
Zvysok prikladu uz dorobime podla §tandartnej schémy...

2. (str.54/pr. 15) Néajdite pohybové rovnice banského vytahu. Zanedbajte pri tom hmotnost
lana a jeho natahovanie uvazujte iba v elastickom rezime [§! = o/E].

Re: Pretoze chceme uvazit aj sily trenia v motore, kladke aj Sachty, nemozeme pouzit iba
Lagrangeovu funkciu, p6jdeme na to priamo cez pohybové rovnice. Vysledok je

d?l dl  ESy
SN O T £)] =
mog T b+ (0) 1 —1lo+rei(t)] =mg

d*py 2 A1 Ro—rpr 1 —ly+roy
- T F —
g sy So |7, 1+(0)
d2¢ dp _ES,
_ _ — = [
Jdt2 + Cpyr o + R I [Rp — ro1] = e,



3. #+## Uvazujte zotrvacnik s rotacnou osou v horizontalnej polohe. Té4to os nech je na jednom
konci upevnena v nemennej vyske a to tak, Ze sa dokdze okolo tohto upevnenia otac¢at hori-
zontalne i vertikdlne. Akéa bude frekvencia malych kmitov osi zotrvacnika okolo horizontélne;j
roviny? |[No, dame dokopy asponi Lagrangeovu funkciu, nie?|

Re: Skonstruujeme si Lagrangeovu funkciu L(&, ¢, qB, 0, 9) = Ex — U. Kinetickd energia je
dané stuctom kinetickych energii hmotnych elementov m,. Pre rychlost elementu mame

" +all
vV, = wXa,+—
dt
dll?
2 _ I
Va|? = |w x a,|”+ o
dl, |?

— 126% + 12 sin%(6)¢”

kde sme uvazili Ze pri sumovani cez n da zmieSany ¢len nulovy prispevok.

Vektor uhlovej rychlsti w ma zlozky
3 . . .
w=>Y w'e; =des + ¢{cos(f)e; + sin(h)es} + fe;
i=1

kde e; s jednotkové vektory v siistave pevne spojenej s zotrva¢nikom. Pre kineticki energiu
nakoniec dostavame

B = X yrlvil? = 3 I 4 i (4 sn(0)?)

n

kde sme pouzili tenzor momentu zotrva¢nosti

Li; = Zmn(ei X ap) - (ej X a,) = Jd;j0i1 + 1,5@‘(1 — 5i,1)

pri¢om sme uvarzili, Ze jednotkové vektory e; predstavuju zo symetrie jeho hlavné osi, a teda
tento tenzor je automaticky v diagonalnom tvare. Okrem toho, ako oby¢ajne,

m = Z My,
Potencialna energia je jednoduché,
U(0) = mgl cos(6)
a nakoniec dostavame

L = %J(d + ¢ cos(6))? + %I (02 + (sin(@)gﬁ)Q) — mgl cos(0)

kde I = I’ +ml>.



11/11/2004
Tri priklady o hromadeni materiadlu (t.j. bilanéné rovnice), proporcionalnej regulacii a rieSenie
rovnic popisujucich ich dynamiku pomocou Laplaceovej transforméacie. Priklady st kompletne

rieSené v skriptach.
1. (str.71/pr. 19)
2. (str.72/pr. 20) Posledny vysledok v skriptach ma chyby¢ku, spravny je

b il

@dﬂ:rg{<1—é%%)uﬂ_(1_€wﬂhw)uﬁ_@}+¢Hmk_%t

3. (str.73/pr. 21) Sta&i sa potrapit pre n = 3.

18/11/2004
Tri priklady na pouzitie kombinécie bilan¢nej rovnice a Bernoulliho rovnice.

1. Str. 94/Pr. 24
2. Str. 95/Pr. 25

3. Str. 98/Pr. 26



