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1 Sylaby

1.

Pohybové rovnice diskrétnych sustav I.

e Motivacia ku Studiu - robotika s vyuzitim dynamiky.
¢ Definicia a vlastnosti tuhého telesa, redukcia sil.
e Odvodenie pohybovych rovnic tuhého telesa.

. Pohybové rovnice diskrétnych sustav II.

Ot&anie okolo pevnej osi, zavedenie vektora uhla.

Kinetick& a potencialna energia rotujuceho telesa okolmejeosi.

Pohybova rovnica elektrického stroja.

Suavislost medzi kinematickymi valinami vyjadrenymi v dvoch réznych sustavach.

. Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) I.

e LPR pre hmotny bod

e LPR dvojitého matematického kyvadla.

e Fundamentéalny obsah Lagrangeovej formulécie: \éaygorincip a kovariancia vzhfadom na
fubovolntd zamenu premennych.

Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) II.LPR dvojramenného manipulatora.

. Lagrangeove pohybové rovnice (LPR) Ill.LPR dvojramenného manipulatora s plecom.

. Dynamika kontinua I.

e Pojem rychlostného pola
e Zakladna veta kinematiky kontinua

. Dynamika kontinua II.

¢ Rovnica kontinuity.
e Tenzor napéatia
e Pohybova rovnica kontinua

. Hydrodynamika 1.

e Prudenie idealnej kvapaliny - Bernoulliho rovnica
e Prudenie stléitelnej kvapaliny a plynov

. Hydrodynamika 1.



e Dynamicka viskozita
e Prudenie visk6znej kvapaliny.
e Tedria podobnosti a turbulencia



2 Poznamky k jednotlivym prednaskam

Pozor, tieto poznamky boli pisané pre moju vlastnu origntsa v prednasanej latke. Nepredstavuja ani
pedagogicky vhodny material pre Studium a neobsahuju g®etkreba vediet na skisku. Pre skusku su
smerodajné okruhy uvedené na konci dokumentu a tomu kanefijpr) materialo bol odprednasany.

2.1 Pohybové rovnice diskrétnych sastav I.

Dokonale tuhé teleso, 6 stapv volnosti; redukcia sil do jedného bodu a dvojic sil dodvbodov (a k
tomu patriaci pojem momentu sily) Toto Zala:

1. redukcia sil pésobiacich na priamke

2. redukcia sil v rovine ale nie paralelnych s opau orientaciou
3. zavedenie dvojice sil pre paralelné s@pau orientaciou

4. redukcia na silu a dvojicu sil pre dve mimobezné sily

5. redukcia lub. sil v 3 bodoch na sily v dvoch bodoch

; rozloZenie telesa na infinitezimalasti; akcia-reakcia medzi nepohybujacimidaestami (“kratko-
dosahove sily”) a k tomu patriaci fakt Ze moment tychto s0.je

Odvodenie 1. a 2. vety impulzovej; zavedenie vektorovéh@atamvého zapisu pre moment zottva
nosti tuhého telesa (v suvislosti s momentom hybnosti trtied.s. 2. vety impulzovej), déleZitost pri
2. vete Ze ide o of@nie okolo osi prechadzajlcej taziskom. Komentar - tabte rovnice Uplne popiSu
dynamiku i.t.t. a preto netreba vySSie momenty alebém@odobné.

hlavné osi a rotacie tenzora zotévensti (2D rotéacia bude potrebnd pri 2-ramennom maniprésfo
2005 neoprednasane

2.2 Pohybové rovnice diskrétnych suastav |l.
Ot&anie okolo pevnej osi danej vektordgskalarne vynasobimé G = D; ukazat zeG-k=y;dm (k x

F)-(kKxF)o=1 -@; Akoneny tvardi = —Mr*sin(g) — B k.

Alternativne (do budicna toto bude vhodnejSi pristup) -odéwie vySSie uvedeného Géhia z 1. a
2. vety impulzovej + Steinerova veta.

Priklady: Pohybova rovnica fyzikalneho kyvadla a elektgico stroja (tu zavedieme tvar momentu sil
pre motor a trenie pri o@avom pohybe - potrebné pre manipulatory).

Kinetick&d energia (Rotaa a transkenacast, ich zamenitelnost’ pri o@ani okolo pevnej osi ne-
prechadzajlucej taziskom), potencialna energia vo vSeastic(=praca ktori koname, ak nezavisi od
trajektérie mozno zaviest’ potencialnu energiu, potenei@&nergia v gravienom poli).



Obrazok 1: Inercidlna sustava dana konStantnymi jedngtkovektormi(e1, ez, e3) a neinercialna su-
stava dan&asovo-premenymi jednotkovymi vektori@, e5, e5) a jej polohovym, tieZ odasu zavislym
polohovym vektoromR. Vektoryr ar’ ukazuju na ten isty bod vzhfadom na dve rézne vztazné systa

2.3 Pohybové rovnice v neinercialnych sustavach a Lagrande

Motivacia: PohylZasti zrychlujuceho sa, d@djluceho sa stroja. Odvodenie neinerciélnych sil, roniele
jednotlivychclenov, od hmotného bodu k idealne tuhému telesu. Priklegiah, odstredivka, Foucaul-
tovo kyvadlo fpttp://www.calacademy.org/products/pendulum/).

2. veta impulzova v neinercialnej sustave (2005 neodpaire.

V inerciélnej sustave plati 1. veta impulzova pre i.t.t

dMwv dr

- _—F. =

dt T dt

kder = Y;riej nech oznauje polohu taziska. Tento vektor m6zeme vyjadrit' aj vir@icialnej sistave
ako

=, (1)

r:R-i-fr’:R-l—Zri’ei’, 2)
|

kde explicitne uvazujeme rozklad polohového vektgrahfadom na neinercialnu stradnicovd sustavu.
Casovu derivaciu neinercialnej sustavbudeme chapat ako nasledovny vyraz:

dr’ o ,drf
H_Zeia (3)

t.j. tak akoby sme povaZzovali jednotkové vektefyza konstantné. Potom péasovu derivaciu v neiner-
cidlnej sustave dostaneme

dr dr , dR
-7 hinkd 4
gt~ dt T T @
a pre druhu derivaciu
& _ dzr,—kwxd—w—i—exr’—i—wx d—r/+w><fr' —1—dZ—R (5)
dt2  dt? dt dt dt?
d?r’ dr’ d’°R
— d; +2wxd—:+exr’+wx(wxr’)+w (6)
1. veta impulzova zapisana v neinercialnej sustave tedatdiald tvar
d?r’ dr’ .. d°R ,
Mdt2 :F—M<2an+wX(wX’r>+F+SXT’) (7)

kde jednotlivéCleny sa nazyvaju aj Coriolisova sila-f12w x dd—’;/), odstrediva sila{tMw x (w x ")) a

SR 2 ~ p ~r T P
zotrvana sila M dd—tlz:‘). Poslednlen (Mg x r') nema zauzivany ziaden nazov.
V pripade 2. vety impulzovej volime za neinercialnu sustsirstavu v ktorej je tenzor zotréaosti
diagonalny

T=75 eflie] ®
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Pohybova rovnica (v neinercialnej sustave) potom nadobinvar Eulerovych rovnic pre rotaciu i.t.t.

‘w)=D (9)

Vztah medzi natéenim telesa (danym tzv. Eulerovymi uhlami) a okamzitymteesm uhlovej rychlosti
w je dany relativne komplikovanymi vztahmi, ktorymi sa akebaudeme zaoberat’ hoci k rotacii tuhého
zotrv&nika sa eSte vratime pri Lagrangeovych rovniciach.

Lagrangeove rovnice.Variatny princip a Lagrangeove rovnice, zovSeobecnené sumdmiahlosti.
Diskutovat bez odvodenia, iba matematicku formu vani&ho principu

t2
5 [ L@, a()dt=0 (10)
1

kdeL(qy,d2,---,qm, 1,92, ---, ON) j€ Lagrangeova funkcibl zovSeobecnenych suradmfca k nim patria-
cim N zovSeobecnenych rychlosgia vysledny tvar Lagrange-Eulerovych rovnic

doL dL

aﬁ‘%f":u“N (11)

Ukazat Ze ot&anie okolo pevnej osi v gravit€énom poli sa da napisat’ v tvare Lagrangeovej
rovnici Pohybova rovnica, kineticka a potencialna energia fyni&hb kyvadla su

2
Ic;—t(zp = —mgr‘sin(@) (12)
1 = 1 /dp)\?
Ep = —mg-r=mgrcogo) (14)
A z toho Givaha ze
L(ql7q27"'7qM7ql7q27“‘7qN>: EK—EP' (15)



2.4 Lagrangeove rovnice Il.

Sumarizacia Lagrangeovej funkcie, zovSeobecnenych siradychlosti a Lagrangeovych rovnic.
Lagrangeove rovnice pre hmotny bod v potencialovom poli v 3D
Kartézske suradnice v 3D

_ 12 1
Ex = 2m|'v| =5mu-v (16)
Ep = V(r) (17)
L(r,v) = Ex—Ep, O,L=-0E,=F, OyL=mv (18)
(19)
co vyusti k Lagrange-Eulerovej rovnice v tvare
dv
ma = bmF (20)
t.j. Newtonovej rovnice.
Polarne suracnice v 2D, gravitaé pole v smere-k.
x = rcogg), y=rsin(g) (21)
mX = 0, my=-—g (22)
Prepis do polarnych saradnic:
X = fcog@)—rsin(@)e (23)
% = fcoq@)—2fsin(@)@—rcog @)@ —rsin(@)e (24)
y = Fsin(g)+rcog@)e (25)
y = fsin(g)+2fcog @)@ —rsin(g)¢°+rcog @)@ (26)
Nasobenim (24) s cé@) a (26) s sili@) a ich sp&itanim a pouZzitim Newtonovych rovnic dostaneme

mi — mrg? = —mgsin( @) (27)
Naopak, nasobenim (24)-ssin(@) a (26) s cogp) a ich sp@itanim mame
mre+ 2mé ¢ = mgcos @) (28)

Posledné dve rovnice predstavuju pohybové rovnice boddarmpgah suradniciach. V ramci Lagran-
geovej formulacie mame

1 1

Ex = émvm:ém(ferrngz) (29)

Ep = mgy=mgrsin(¢) (30)
L@t 9) = S+ r2¢?) — marsin(g) (31)

% = mrg? —mgsin(¢) (32)

oL .

o = mr (33)

oL

0 —mgrcos( @) (34)

oL ,.

- = 35

P mreg (35)



a teda Euler-Lagrangeové rovnice

dJdL JdL
ziska tvar _
mi — mrg? = —mgsin( @) (37)
a podobne
d dL oL
G50 99" (38)
je . .
mr?¢@ -+ 2mrf ¢ = mgrcos @) (39)

Vidime teda Ze oba pristupy su ekvivalentné (vedu na idedtiovnice) a Ze formalny tvar Lagrane-
Eulerovych rovnic je rovnaky pre kartézske aj polarne sticad V nasledovnom si dokdZzeme univerzal-
nost’ Lagrangeovych rovnic.

Nezavislost LR od zovSeobecnenych suradnidkazeme, Ze Lagrangeove rovnice su nezavislé od
zvolenych stradnic. Nech v stradnicigah}N ; mame

—————=0 i=1.,N (40)

Nech existuju iné suradnic{qo,-}?‘:1 dané jedno-jednoziay zobrazenim

pi = pi({ai}) (41)
o= 3 e, 2)

V nich vyjadrime Lagrangeovu funkciu

. opi({a}). :
L({pj}.{pj}) =L <{pj({Qi})},{Z #%) (=L{a}, {ai}) (43)
Pre dosadenie do rovnice (40) potrebujeme poznat nastedderivacie
oL oL 9dpj oL 2%pj .
— = + i 44
o4 ~ 29p;0g  23p, ( 9g00 % (44)
JL dp; oL (dpj)
= + : 45
dej e dej o] (45)
oL oL 9dpj
s dej s (46)
Dosadenim do (40) dostaneme
d L dp; JLIp; L 0[51')
—— - - = =0 47
§<dtapj oci  ap; oa 9y g *7)
dodL dL\dpj
2 (adb; - 591) o 0 (48)

J



z toho priamo dostavame Ze vyraz v zatvorkach musi byt nufouy Lagrangove rovnice platia aj v
novych suradniciach.

Lagrangeove rovnice pre vodorovné-posuvné kyvagilie podfa skript, ale pomocou I. a Il. vety
impulzovej a pomocnej silf ktora garantuje uchytenie; na vlaknel.

Impulzové vety pre t§ na kolajnicke v gravit&nom poli:

2,.%
mdd; = mg+T (49)

dw
Ia = IxF (50)

ale naozaj nas zaujima ié), (t).
Lagrangeov formalizmus
1 1.

B = énrm-v+§|(p2 (51)
v = )'(z'—l—%l:)'(i-l—(bkxl (52)
= v-v=3X+1%¢*+2XIcod )@ (53)
Ep = —mglcogy) (54)

!maticad pj/dq; musi mat inverznd maticdo je spinené pre jedno-jednozma transformacie stradnic.
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2.5 Lagrangeove rovnice lll.

Lagrangeove rovnice pre 2-ramenny manipulator s paraitgliogami ot&gania (Odvodenie z kinetickej
a potencialnej energie dvoch tuhych telies a nie cez elgmaat v skriptach). Diskusia rieSenia rovnic
s poukazanim na moznu chaotickl dynamiku - kyvadlo v Yorkskukia pre mozny tvar zovSeobecne-
nych sil: 1) trenie, 2) stabilizovanie harmonickym potétmm + rezonaéné kmity 3) budenie pradom a
problé optimalizaci€asu a disipacie. Odvodenie tvaru Lagrangeovej funcki@ gemenny manipulator
s kolmymi osami otéania - pozor - potrebujeme tenzor zoftmasti hranola pre lubovolné natenie
v rovine (tento fakt nie je vzaty na vedomie v skriptdch kdedena Lagrangeova funckia preto nie je
korektna).

Pre buduce prednasky: spomenut kedy Lagrange prestavaZitgicny - ked' niektoré z geometric-
kych obmedzeni sa rusSi v priebehu dynamiky: problém valigarpadajlce] t§e.



2.6 Dynamika kontinua

1. Predpoklad popisu kontinua - hmotné elementy sa hybu @bagh a navzajom sa nepretinaju.
T(ro,t) - Lagrangeov pohlad na ve@(r,t) - rychlostné vektorové pole - Eulerov pohlad. Hydro-
dynamicka derivacia - zavedenie a pripomenutie zmysluigndia a parcialnych derivacii.

2. Zaklana veta kinematiky kontinua - najvSeobecnejSi pohy
dostat@ne malého elementu kontinua je paralelny prenos,
otoCenie a roztiahnutie (sttanie) v 3 linearne nezavislych
smeroch P].

V([P+068) ~ V(F)+ 068 0(7) = V() + (WMDO) 68 (55)
s

= V() + &(F) x 55 +% (7) - 58 + 6/(|5&(56)

kde L
() = éD X V(T)
predstavuje lokalnu rotéciu kontinua (evidentne viétifysa nat@ia o uhold(r)dt) a

& E (N =2((nD)+0ur)

predstavuj&€asovu zmenu tenzora deformécia kontinua. Ak lokalneaiate siradnicovy systém
< <
tak aby € bol diagonalny dostaneme (ak zvolidg ako vlastné vektorye (r))

Adg = gida, 1=1,23

a pre relativnu zmenu dostétee malého objemu (s danym mnoZzstvom hmotnosti)

Nd
OV/V =€11+€&pn+e3=Tr €.
Alebo, pouzitimcasovych derivacii

1dv. 1 dp(r) d_ <
vVt o dt _aTre_Dv

(rovnica kontinuity)
3. Pohybovéa rovnica kontinua (Newtonova pohybova rovrica)

(a) Gaussova veta (aj pre tenzorové pole), rovnica kongizypohybu fub. objem@(t), kde ob-
jemQ(t) sa hybe s kontinuom (t.j. jeho hranice su pevne spojenéityon bodmi kontinua).

*rxkk koniec prednasky ***x*

Fyzikalny zmysel toku

j =V (57)
AM AldS  vdt-dS

dtds ~ dt P~ awas P (58)
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Spomd prepis rovnice kontinuity pre hromadenie materalu: Tokemalu, zasobnik, propor-
cionalna regulacia.

Rovnica kontinuity pouZzitim hydrodynamickej derivacieynica kontinuity ac .
Rovnica kontinuity (odvodenie pomocou nehybnej obl€s}i- urobit' na cvteni
(b) Tenzor napétia: dava silu ktorou pdsobi vonkajsia silalement plochgS (pripome orien-
taciu) malého objemdV, dF = dS . Tlak ako zaporné napadtie pre izotropne prostredie
(0=-p1)
(c) Samotna rovnica. Odvodenie z
%/Q(t)P(r,t)V(r,t)dsr :/Q(t)dlf. Q(t+dt)

s vysledkom

p(r,t) (dvgt.’t) +V(r,t) - DV(r,t)) =0 E)(r,t)-l— f(r,t).

Komentar:
e tenzor napatia a tlak st dané lokalnym stavom kontinua a pretba termodynamiku.
e fyzikalny zmyselClenav- [0V = D%v2 —Vx (O xV): hustota kin. energie a virivost'.
TentoClen zabezp&uje inherentne nelinearny charakter dynamiky kontinugpritomny
len pre malé kmity bez prenosu latky (napr. zvuk).

¢ hustota hmotnosti je d'alSia nezndma funckia - treba yagrovnicu kontinuity.
e je to vlastne rovnica spojitosti pre hybnost...

2.7 Prudenie idealnej kvapalinty

Idealna kvapalina - bez viskozity a je nesttalna, t..

c(jj—ﬁt) =0— p(r,t) = const

kde to posledné plati v priestore s kvapalinou.

2.7.1 Laminarne prudenie

OxV=0— V= —-0&, kde® nazyvame potencialom rychlosti a pohybova rovnica nadobhar

op 1 p 1.
O ——=+= —|==f
< ot "2 +p) p
Pre potencialové polia (napr. gravitee)
le_
p

a teda dostavame zovSeobecnetasvo zavisli) Bernoulliho rovnicu

g=-0(~g-N = —Og

op 1 p
—W+§V2+E+(P—C(t),
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kdec(t) je iba odCasu zavisla (nie od priestoru) funkcia. Ak by sme vyjadsietko pomocou potencialu
rychlosti dostaneme

—9?+1m¢F+g+¢::C® (59)

ot ' 2
AP = 0, (60)

Druha, t.j. Laplaceovarovnica ma jednozréné rieSenie pre dané okrejové podmienky - tie saujdrz
Bernoulliho rovnice na hranici (napr. povrchové viny narnephladine, vid'. Obetkova a kol.: Teoreticka
mechanika, str. 523). Da sa rieSit’ problém rozbehnutidlitgg kvapaliny v Gzkej trubke pri zadanom
pretlaku na jednej strane, ako funkéasu - “indulcnost’ hydraulickej tribky” - na céeni.

Pri stacionarnom pripao%‘? =0 - stredna skola....

2.7.2 Pradenie sté&itelnej kvapaliny

. ateda i plynov. Podobne ako v predchadzajicej sekcikete?e hustotu nemozno pokladat’ za
konStantnu tak treba zaviest' lokalny termodynamicky pot& - h(T, p).

~0p=On(T,p) (61)
Napr. pre izotermické pradenie
Msz%%m
lebo
Lo RTo
P Mp

Vo vSeobecnosti sa pouziva tzv. rovnica polytropy

_B:<£)”
Po Po
(pre adiabaticky proces= 1.4) s vysledkom

p(l)/ n pl-1/n

po 1—-1/n

h(p) =

2.7.3 Stacionarne ale i virivé prudenie kvapaliny

aj ked' [0 x V= 0, stéle plativdt- [0 x V= 0. Ak preto integrujeme pohybovu rovnicu po krivke piizd
prudnice dostaneme

g
H§D<3ﬂ+9+¢):=o, 62)
% 2 p

t.j. vyraz
1>, P
YL
5 +p+¢

je konStantny na prudnici, aj ked od prudnici k prudnici s&menit'.
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2.8 Prudenie viskéznej kvapaliny

Motivavia ku viskozite - tangencialne sily. Definicia

> 2 —
U:n(DV-i—VD—éD-V 1),

(63)

kden sa nazyva dynamicky koeficient viskozity. Do pohybovej icemeslaitelnej kvapaliny vstupuje

v tvare
<
- o= nlAv
z coho dostavame Navier-Stokes-ovu rovnicu néggéinej kvapaliny

ov 1 n -
EJer (OxV) = —EDer EAV+f

kde sa pouziva definickinematickej viskozity

Pre predstavu, pre vodu mame- 0.01cnfs 1.
Teraz nasleduje rieSenie toku v tentkej vodorovnej trubici
s vysledkom

A
W(r) = 4—r§’|<R2—r2>
A
P9 = —Px+po
. Q Rp
YT TR Ten 1

Celkovy tok a analogia elektrického odporu.

2.9 Teoria podobnosti a turbulencia

(64)

(65)

(66)
(67)

(68)

Reynolds (1883-95) prepojenie tedria a praxe - vztah poe@a roznych mierkach (podobnost)

Identifikacia vel€in podstatnych pre ustalené prudenie:

i v p y=n/p Ap

Pomer velcin v Navier-Stokes-ovej rovnici:

dv ud{l,r...}
dv p  Apd
YPOP G ~ p = ol

PouZzitie tychto pozorovani:

e ustalené téenia s identickym Reynoldosovy@islomResu si podobné.
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e teCenie v trubici dalo 1 . 64
— Zpoul— =
Ap=3SpuzA, A=

e experimentalne porozovania pre turbulentné pradenia

A =A(Re)

e ... t.j. centralna je zavislosk od Re Kvalitativha zmena v tejto zavislosti - kritické Reynabds
Cislo (500-20000) - prechod od laminarneho (stava sa néstat) k turbulentnému pradeniu.

—InRe+In64, Re< Re

InA (Re) = { _%m Re+1n0.3164 Re> Re =

Poznamka: Hodnota kritického Reynoldsowdisla,R;, zavisi od konkrétnej geometrie problému.
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Okruhy na skusku:

1. Pohybové rovnice tuhého telesa
2. Podmienky rovnovahy tuhého telesa
3. Ot&anie tuhého telesa okolo pevnej osi - fyzikalne kyvadlo
4. Tenzor zotrvanosti tuhého telesa a Steinerova veta
5. Kinetick& a potencialna energia tuhého telesa
6. Pohybova rovnica elektrického stroja
7. Suvislost medzi kinetickymi valinami vyjadrenymi v dvoch réznych suradnicovych susthvac
8. Lagrangeova formulacia dynamiky bodov a tuhych telies
9. Lagrangeova formulacia dynamiky dvojramenného maaipui
10. Lagrangeova formulacia dynamiky dvojramenného maaipra s plecom
11. Zakladné pojmy mechaniky kontinua
12. Rovnica kontinuity pre hmotnost
13. Pohybova rovnica kontinua
14. Laminarne prudenie nestlgelnej kvapaliny.
15. Bernoulliho rovnica stiEtelnej kvapaliny v stacionarnom pripade.
16. Viskozita a prudenie visk6znej kvapaliny v Gzkej trubic
17. Tedria podobnosti.
Referencie

[1] S. Barta, “Fyzika dynamickych procesov” skripta STUP20
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