2.6 Lagrangeove pohybové rovnice, Lagrangeova funkcia

¢ Vyjadrime virtualne posunutie pomocou posunutia zovSeneerych suradnic

¢ s
ori=>% d—qj5q, (64)
]
potom D’Alembertov princip je
d? -\ Of
0= 5 (mian—F ) 5oe (65)

1

a ked'zedq; st naozaj nezavislé a fubovolné, mame pohybové rovnice
0= (mir—ﬁ) LAY (66)
_IZ dt2 | 1 dqjv J A

e Odvodenie Lagrangeovych rovnic:

— ZovSeobecnena sila

_ OTj
Q = ot
=R 5
— Kineticka energia vyskd v prvomclene:
d? o d(d 0?}) d_ doJr
m-—fi-— = — (mM—=F = | —m—=Ti == 67
.Z dt2 ' aq Izdt dt' dq; dt' dtaq (67)
d ovi ) oV
= — MV — | —mVj - =— 68
.Zdt< |99, ' 9q; ©9
d 0 1 7} 1
= Gt 22™ g 2 2™ (69)
d 0 7}
= Gtog . ag; (70)
kde sme vyuzili identitu vyplyvajicu priamo z rovnice (60)
o _ %
dq;  09q;
a identifikovali kineticku energiu systému bodov
K=Y %mv,2
|
— Teda pohybové rovnice maju tvar
d ¢ d .
&a_q,-K_d_qu_Q" ji=1,...M (71)
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— Ak sily rozdelime na potenciélové a nie, tak tie prvé moirsapako

_ 0?’ oU
QJ Z pot v

Z dq;  9q
Uvé&zZzenim, Ze potencialna energia nezavisi od rychlogti , t.
ou
— =0
2q;

Mdbzeme zaviest.agrangeovu funkciu

L(ci,q) =K-U (72)
vyjadrené ako funkcie zovSeobecnenych poldh a rychlostiiqeou ktorej dostavaju pohybo-
vé rovnice tval.agrange-Eulerovych rovnic

d oL oL n

helhdnl g | 73
kde Q' je i-ta zloZka zovSeobecnenych nepotencialovych sil.

e Prvy priklad: hmotny bod v 3D pohybujlci sa v potencialnorfi ppotencialnou energiod (T):

1 oo 1

K = Smv*=Zmv-v (74)
L(F,V) = K-U, OiL=-0U=F, Ojb=nw (75)
(76)

a teda Lagrange-Eulerova rovnica
St OgL(F,V) — OpL(F,V) =0 (77)

vedie k zndmej Newtonovej rovnici

dv L

dt =F. (78)

e Druhy priklad: hmotny bod v gravi€mom poli viazany na kruznicu

Lagrangeova metdédaV ramci Lagrangeovej formulacie mame

K(0.0) = 9= om(i? + %) (79
U(p) = mgy mgrsin(¢) (80)
L(g.¢) = 2 (24 r?¢?) —mgrsin(¢) (81)
oL
9o = —mgrcos @) (82)
oL o
i 83
00 mreg (83)
a teda Euler-Lagrangeové rovnica
dJL L
nadobudne tvar )
mr?¢g = mgrcog @) (85)
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Newtonova metdédaPolarne suracnice v 2D:

X = rcogg), y=rsin(¢) (86)
Pohyboveé rovnice
mX = fsin(g), my=—-mg+ fcogg) (87)

kde f = f cog )i+ fsin(p)] je sila reakcie od kruznice, vzdy kolma na kruZnicu. Prepis d
polarnych saradnic:

X = rcoq@)—rsin(@)e (88)
% = fcoq@)—2fsin(@)@—rcog @)@ —rsin(@) (89)
y = fsin(p)+rcoge)e (90)
y = fsin(g)+2fcosp)@—rsin(@)¢®+rcog @) (91)

Dosadenim poslednych do (87) a nasobenim prvej@ma@sdruhej s sifp) a ich sp@itanim
dostaneme _
mi —mrg? = —mgsin(¢) + f (92)

Naopak, nasobenim prvej s 6§) a druhej s cogp) a ich odp@itanim méame
mrg -+ 2mr @ = mgcos @) (93)
Sila f je taka, aby sa nemenilo £asom, t.j. garantuji= 0 ¢o z rovnice (92) da
f = —mrg? 4+ mgsin(@). (94)

ak bude takato sila reakcie, bude podla (92) platit 0, t.j. r(t) = agt + ap. Vhodné pdéia-
tocné podmienky budd(0) =r,f(0) = 0 Co dar = consta z rovnice (93) koéne aj rovnicu

mr¢g = mgcog ) (95)

Posledna rovnica predstavuje pohybovu rovnicu bodu vistzama kruZnici a polomerom
identicki s pohybovou rovnicou ziskanou Lagrangeovou daio

e Program dynamiky manipulatorov:

1. identifikacia zovSeobecnenych suradnic: uhly, vzd@dén

2. vyjadrenie kinetickej (transtaej a roté&nej) energie kazdého dielu manipulatora pomocou
zavedenych zovSeobecnenych suradnic.

3. prevedenie parcialnych derivacii Lagrangeovej funkcie
4. (A) (numerickd) integracia diferencialnych rovnic preji pre dand poéiatocnu podmienku.
5. (B) pre danu trajektériu najst momenty sil a sily ktoréottrajektoriu budu realizovat'.
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