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9 METODY STATISTICKE FYZIKY

Zakladni pojmy statistické fyziky

Klasicka a kvantova statistika

Maxwellova - Boltzmannova rozd¢lovaci funkce
Boseova - Einsteinova rozdélovaci funkce

Fermiova - Diracova rozdélovaci funkce

Uvedli jsme jiz, ze systémy ¢astic, se kterymi se setkavame ve fyzice obsahuji obrovsky pocet Castic.

To, co métime jako vlastnosti systému nejsou vlastnostmi individualnich castic, ale zprimérované, neboli

sttedni hodnoty. Je proto logické, Ze ke srovnani s métenim potfebujeme teorii, kterd poskytuje vztahy mezi

sttednimi hodnotami pfislusnych veli¢in a ne mezi veli¢inami charakterizujicimi kazdou Castici zvlast. Jak tato

sttedni hodnoty spocitame? Odpoveéd na tuto otazku nam dava staticka fyzika.

9.1 Zakladni pojmy statické fyziky

Zakladnimi pojmy statické fyziky jsou kromé v§eobecné znamych pojmi a veli¢in jakymi jsou napf.

energie, hybnost apod. i pojmy méné Casté: mikrostav, rozdélovaci funkce a obsazovaci ¢isla. Jsou zavedené

definicemi 9.1 az 9.6.

9.1

Soubor N castic s celkovou energii W mizeme
rozdélit do tzv. bun€k obsazenych N; Casticemi
s energiemi W,;. Tyto bunky pfedstavuji vhodné
zvolené oblasti tzv. fazového prostoru
(definice 9.10).

9.2

Cisla N; nazyvame "obsazovaci" Cisla a funkci
udavajici pomer téchto Cisel a poctu vSech Castic
(resp. v pripadé¢ kvantovych statistik poctu tzv.

oddéleni v bunkach), rozdélovaci funkce f(W).
9.3

Mikrostav je definovan rozlozenim N castic

do bunék, ve kterych maji ¢astice stejnou energii.
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Ustiedni veli¢inou, pomoci které feSime
problémy souboru ¢astic, je energie. Je.li systém
izolovan od okoli, je jeho celkova energie
konstantni. Podobn¢, jestlize predpokladame, ze
uvnitf  systému neprobihaji zadné procesy, pfi
kterych dochazi ke zméné poctu Castic, je 1 pocet
vSech cCastic systému staly. Jestlize pro
jednoduchost pfedpokladame, Ze vSech N castic je
rozdéleno do pfesné vymezenych skupin (bungk),
ve kterych N; castic ma stejnou energii W;
(rozSifeni na piipad spojitého rozdéleni energie
nepiedstavuje zadny problém), mizeme uvedené
dv¢ podminky napsat ve tvaru

N=ZXN,=konst,, 9.2)

W=XN.W,=konst,. (9.3)



Makrostav je definovan takovymrozloZenim ¢astic,
tj. takovymi mikrostavy, které se projevuji stejnymi
mikroskopickymi  vlastnostmi,

napf. stejnym

tlakem.

9.5
Pocet mikrostavt predstavujicich stejny makrostav

se nazyva statisticka pravdépodobnost P.

9.6

Obsazovaci ¢isla N; a tedy i rozd€lovaci funkce
f(W) jsou urCeny podminkou extrému (maxima)
statistické pravdépodobnosti, kterou miizeme napsat

ve tvaru

o0P=0, 9.1)

kde OP se nazyva variace P a piedstavuje
zobecnény
pojem diferencialu. Pii hledani variaci funkci

postupujeme podobné jako pti hledani diferencialti.
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Pfipomenme ptedem, ze v kazdé buiice mlize byt
z pticin, které uvedeme pozdéji, omezeny pocet
"moznosti". Stejné ani velikost bunky nebude
libovolna. Kdybychom védéli, kolik ¢astic N; je
v kazdé bunice s energiemi W, lehce bychom nasli
sttedni energii
W = 1 XN.W. 94
s N i i’ 9.4)

dalsi

charakteristické veli¢iny, které nas zajimaji, napft.

pomoci které jiZz muZeme vypocitat
tlak plynu na stény, mérna teplota apod. Na prvy
pohled neni jasné, na zakladé jakych ptredstav nebo
zakonl bychom mohli tato ¢isla N; najit. Mohli
bychom vSak pouzit nasledujici mySlenkovou
uvahu: budeme postupné vybirat a znovu nazpét
vkladat vS§ech N castic (napf. plynu) do uzaviené
nadoby. Po kazdém vlozeni (budeme vzdy muset
chvili pockat, aby se poméry ustalily, protoze nas
zajiméd rovnovazny stav) si vSimneme rozdéleni
castic do jednotlivych bunék. Rozlozeni, které
najdeme a které je vysledkem nahodilé interakce
¢astic se sténami nadoby a navzajem mezi sebou,
uruje tzv. mikrostav. Jestlize pfi nasledujicim
experimentu dostaneme stejna "obsazovaci" Cisla,
ale nckteré castice si vymeénily sva mista,
dostaneme sice jiny mikrostav (protoze rozloZeni
avSak z hlediska

makroskopickych vlastnosti (které jediné jsou

castic v ném je jiné),

meéfitelné) se ve skute¢nosti nic nezménilo.

Rikame, Ze oba mikrostavy tvori stejny makrostav. Jsou samoziejmé mozna i rozlozeni, ktera tvori riizné

makrostavy. Jedno se vSak zda byti jisté - pfi jednorazovém experimentu, tj. pii skute¢ném napusténi plynu

do nadoby - se v8ak ziejmé s nejvetsi pravdépodobnosti realizuje takovy makrostav, ktery mizeme uskuteénit

pomoci nejvétsiho poctu mikrostavi. Pravdépodobnost vzniku riznych mikrostavi je totiz stejna. To je vSak

uloha na hledani extrému funkce uréujici po¢et mikrostavil definujicich stejny makrostav. Uvedené skute¢nosti

jsou naplni definic a vét 9.3 az 9.6.



9. 2 Klasicka a kvantova statistika

Zvlastnosti mikrosvéta si vynutily kromé tzv. klasické statistiky i tzv. kvantovou statistiku, ktera tyto

zvlastnosti respektuje. Potfebné pojmy a charakteristiky jsou obsazeny v definicich a vétach 9.7 az 9.11.

9.7
Féazovy prostor je fiktivni 6N rozmérny prostor,
jehoz osy tvofi 3N soufadnice a 3N hybnosti

N castic.

9.8
Elementarni objem fazového prostoru dT je

definovan vztahem
dt=dp, dpy dp,dxdyd:z.
(9.5)

9.9
Makrostavy v klasické statistice se 1isi

obsazovacimi Cisly.

9.10

Dva mikrostavy v klasické statistice povazujeme
za odlisné jestlize jeden vznikne z druhého
vyménou dvou castic mezi bunkami. To ale
predpoklada, ze castice umime od sebe odlisit (tzv.

princip rozliSitelnosti ¢astic).

9.11

Bunky v klasické statistice nemaji zadnou strukturu.

9.12
Castice v kvantové statistice jsou navzijem
nerozlisitelné, proto dva mikrostavy se nelisi ani

tehdy, jestlize se vyméni Castice z riznych bungk.

Doposud jsme nehovofili o tom, co urcuje
jednotlivé buiiky a rozmisténi ¢astic v nich. Energie
¢astic je urCend dvéma veli¢inami - soufadnicemi
polohy (potencialni energie) a slozkami rychlosti
(kinetickd energie). Misto rychlosti vSak casto
pouzivame hybnost p, ktera je v kartézské soufadné
soustavé definovana vztahem p = m v. O velikosti
bun¢k a o rozdé€leni ¢astic do nich rozhoduje tedy
obecné 6 nezavislych proménnych: tfi souradnice
(X, y, z) a tfi slozky hybnosti (py, py, p,). Soubor
vSech hodnot téchto proménnych pro vSechny z N
¢astic definuje jakysi zdanlivy (fiktivni) 6N
rozmérovy prostor, ktery se nazyva fazovy prostor
(véta 9.7).

Jestlize si blize vSimneme situace castic
v néjakém uzavieném prostoru, zda se nam
ptirozené, ze kazda céastice mize byt kdekoliv
uvnitf nadoby a ze nasledkem nahodilych interakci
mize mit v uritém intervalu vSechny hodnoty
rychlosti - tj. 1 hybnosti. I v libovoln¢ malém
objemu fazového prostoruje proto libovoln¢ mnoho
moznosti pro umisténi ¢astic. Jinymi slovy i do
jediné libovoln¢ malé buniky se mtiZze umistit v§ech
N castic plynu a pfitom kazdd mlze mit své
"vlastni" soufadnice. Tento fakt spolu s
predpokladem, Zze zaména Castic mezi buikami
definuje rizné mikrostavy, tvori zakladni postulat
tzv. klasické - Maxwellovy-Boltzmannovy -
statistiky (véty 9.9 az 9.11)

Tyto postulaty, pochopitelné a logické
z hlediska klasické fyziky, bylo tfeba radikalné
poopravit z hlediska kvantové teorie. PredevSim
se ukazalo, Ze neni diivodu setrvavat na platnosti
principu rozliSitelnosti Castic - vSechny castice
daného druhu jsou Uuplné¢ ekvivalentni, proto
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9.13 zaménou dvou castic (i kdyz ob¢ patii riznym
V disledku principu neurcitosti je fazovy prostor bunikdm) se nemuiize ziskat novy mikrostav. Druhy
rozdélen na diskrétni minimalni objemy, takZe zasah kvantové fyziky do klasické statistiky se tyka
kazda buiika m4 Z; odd&lent. vnitini struktury buné¢k. Jestlize uvazime platnost

Heisenbergova principu neurgitosti (Ap,.Ax>%h)

9.14 vidime, Ze nejmensi mozny objem fazového

o . , L rostoru uréeny vztahem (9.5) je
Boseho - Einsteinova statistika plati pro Castice P y ©-3)]

(tzv. bosony), které¢ maji nulové nebo celociselné

. —23
spinové kvantové Cislo (fotony, fonony, nckteré Tnin = ho. 9.5)
slozité Castice).

V uréité bunce je tedy jen tolik "moznych" stavu,

9.15 kolikrat se T,;, nachazi v jejim fazovém objemu.
Fermiho-Diracova statistika plati pro castice Z toho soucasné vyplyva, ze buiiku nemtizeme volit
s necelo¢iselnym spinovym ¢islem (elektrony, mensi neZ je T,;,. Z uvedenych pficin tfeba zavést
protony aj.), pii¢emz kazdé oddéleni je bud’ nejen déleni souboru na buiky (s obsazovacimi

prazdné, nebo obsazené jednou stici. ¢isly N,), ale 1 déleni bun€k na "oddé€leni". Kazda
buiika ma Z; odd¢leni.
Z hlediska umisténi ¢astic do jednotlivych oddéleni existuji jesté dvé moznosti:

1. Pocet Castic, které maji stejné hybnosti a soutadnice neni omezen - v tom ptipad€ v jednom oddéleni miize
byt 1 vice ¢astic.

2. V daném stavu ur¢eném objemem T ... miiZe byt jen jedna nebo zadna Castice (Pauliho vylucovaci princip).
V ptirod¢ nachazime oba ptipady, takZze zname dvé kvantové statistiky. Jednu pro ¢astice s nulovym nebo
celociselnym spinem, které spliuji prvy piipad (Boseova - Einsteinova statistika), druhou pro castice s
polovi¢nim spinem (Fermiova - Diracova statistika). Tak vznikly dvé kvantové statistiky, které jsou definovany
postulaty 9.14 a 9.15. Da se ukazat, ze klasicka statistika je jen limitnim pfipadem obou kvantovych statistik.

9.3 Maxwellova - Boltzmannova rozdélovaci funkce

K sou¢asnému vyjadieni rozdélovaci funkce platné pro klasickou statistiku dospé€li nezavisle na sobé
Maxwell a Boltzmann, proto se nazyva Maxwellova-Boltzmannova rozdélovaci funkce (véta 9.16).

9.16 Z definic a postulatii klasické statistiky
Maxwellova-Boltzmannova rozd¢lovaci funkce (9.9 az 9.11) wvyplyva, ze statisticka
definovand podilem fy;53(W) = w; = Ny/N je funkce pravdépodobnost (neboli pocet mikrostavi
predstavujicich stejny mikrostavil) P je urcena
_ _—a-BwW,; vztahem
Sus(W)=e ;
©.7) p N! N!
N[ NI.N! =N
1 14

kde w, je Cetnost vyskytu Castic s energii W, a ot a
B3 jsou konstanty (nezavislé na energii). 9.9
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9.17
Konstanta B = 1/kT, kde k je Boltzmannova kde T znaci nasobeni
konstanta a T je absolutni hodnota, proto funkci Pro velkd cisla miZeme pouzit znamy
(9.7) zapisujeme nejcastéji ve tvaru Stirlingtiv vzorec
InN!'=lnl1+In2+..+InN=
W N
fuaD=Ce 7. - [inx.de-
o
9.8) =NInN-N=NlInN,
(9.10)
fMB(W) takze funkci In P miZzeme vyjadfit v ptiblizném
tvaru
InP=NInN-2N; InN,
Jestlize do tohoto vyjadieni zavedeme rozdélovaci
funkci w; = N;/N, tj. N; = w;N, dostaneme vysledek
InP=NInN-XZNw,(InN+Inw)=
=-NZw, Inw,
R 9.11)
Mald teplota
(T=3m‘|')()‘ protoze XN w, =N X w, =N,
~ T jelikoz 2 w; = X N/N=N/N=1.
\\ Velkd teplota Podminku extrému statické
S {T=000K] : i a2 i
U= pravdépodobnosti (9.1) miizeme napsat i ve tvaru
S~ d(In P) = 0, protoze &(ln P) = & P/P = 0.
0 : —— TV Po dosazeni funkce (9.11) do této podminky
‘ dostaneme
Obr.9.1 Zavislosti Maxwellovy - Boltzmannovy d(InP)=-NZ (W,- 8iln w, + In w, 0 W,-) =
funkce fy;5 na energii W pro tfi riizné teploty =-NX (6 w, + In w, o) Wi) =

=-NXZInw,dw =0,

(9.12)

protoze X 0 w; =& X w; = 0.
Rovnice (9.12) % In w; 6 w; s podminkami
(9.2) a (9.3) které mizeme napsat ve tvaru

Zow =0, (9.13)
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umoziuji urit w; = fy ;5 metodou Lagrangeovych multiplikatorti. VSechny tfi posledni rovnice miizeme napsat
pomoci jedné rovnice tak, Ze napf. ob¢ posledni rovnice vynasobime né&jakymi konstantami (prvou z nich
konstantou ¢, druhou konstantou ) a seéteme je s rovnici (9.12). Dostaneme tak rovnici

Z(nw +a+pW)ydw =0. (9.15)

V rovnici (9.15) jsou 0 w; fakticky nezavislé a proto veli¢ina v zdvorce musi byt rovna 0 pro kazdou hodnotu
1, tj. funkei w; zvolime ve tvaru (9.7), pfi¢emz hodnoty multiplikatordi o a 8 musi vyhovovat rovnicim (9.13)
a (9.14). Grafy Maxwellova - Boltzmannovy funkce pro nékolik riznych teplot jsou uvedeny na obr. 9.1.

Tvrzeni obsazené ve vété 9.17 dokazeme v Clanku o tepelném pohybu.

9.4 Boseova - Einsteinova rozdélovaci funkce

Kvantovou statistiku platnou pro Castice s nulovym a celoCiselnym spinem vypracovali nezavisle na

sob¢ Bose a Einstein, proto se pfislusna rozdélovaci funkce nazyva Boseova - Einsteinova rozdélovaci funkce.

Jeji tvar udava véta 9.18.

9.18

Boseova - Einsteinova rozd€lovaci funkce
definovana podilem fzp(W;) = w;=N,/Z; ma tvar

fpW)=— 1

e(o“'BW,’)_ 1
(9.16)

kde o a 3 jsou konstanty (nezavislé na energii W;).

9.19

Konstanta 3 = 1/kT a konstanta ¢/ se zapisuje ve
tvaru o = Wy/kT, kde Wy je tzv. Boseova hladina,
proto se funkce (9.16) nejcasteji zapisuje ve tvaru

FopW)=—1

W+ W
kT -1

e

(9.17)

Statistickou pravdépodobnost definovanou
vétou 9.5 mlizeme s ohledem na postulaty (9.12 -
9.14) najit induktivni metodou. Kdybychom méli
jen jednu buiiku s N; ¢asticemi, ve které by bylo jen
jedno oddéleni, byl by mozny jen jeden mikrostav
(Z, = 1) - vSechny castice by byly v jednom
oddéleni. Kdyby bylo Z, =
P, =N, + 1 mikrostavi, napt. pro N; =3 by to byly
kombinace (3,0), (2,1), (1,2) a (0,3). Pro Z, = 3 by
poc¢et mozZnosti vzrostl na
Py = Nyt IHIN; DHITHN2) 1+ A2+ D)1+ +
+(0+1). Kazda ze zavorek znac¢i pocet rozlozeni
ve 2. a 3. oddéleni pii (N-N,) Casticich
v 1. oddéleni. Uvedenou sumu miizeme napsat ve
tvaru Py = N.(N+1)/2+(N;+1) = (N;+1)(N;+2)/2!
Analogicky by bylo P,=(N;+1)(N;+2)(N;+3)/3!
takZze obecn¢ je

2, méli bychom

P,=(N,+ )(N,+2)..(N,+ Z,~ 1).
1 _ (]\71+Zx_1)'
z-1) Npz-)

Jestlize uvazime vSechny buiky, je pocet vSech
mikrostavti ur¢en funkeci
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FoeW) i (N. +Z.- 1)!

_ i i

P=nP.=7 .
! N.!iZ.—lj!
Velmi malg - A

teplota
(T=10K) _ (9.18)

S ptihlédnutim na Stirlingtv vzorec (9.10) mizeme

\ funkci In P vyjadfit ve tvaru
‘\ Mala teplota

N (T =300 K)
" InP=3%(N,+Z)In(N,+Z)
AN Velkd teplota _ _
N (7= 1000 K) N.ln N;-Z; In Z,
\\\ .
0 w 9.19)
pficemz jsme pfedpokladali, ze N>>1 a Z>>1.

Podminka extrému statistické
Obr.9.2 Zavislost Boseovy - Einsteinovy rozdélovaci funkce 5 pravdép odobnosti (9.1) napsana ve tvaru

na energii W pro tfi riizné teploty O In P = 8P/P = 0 ndm poskytuje rovnici (0 Z,=0)

2 In|[N,+Z)-In N8 N,=0,
(9.19)

ktera musi byt souc¢asné splnéna s podminkami (9.2)
a (9.3) napsanymi ve tvaru (9.13) a (9.14).

Pouzitim metody Lagrangeovych multiplikatort, kterou jsme vysvétlili v predchazejicim ¢lanku, dostaneme

X In [(N,.+Zl.)—ln N,-o —BW,.] dN, = 0, (9.20)

systém rovnic

ktera je splnéna pro libovolné & N, tehdy, jestlize funkce w; = Ni/Zi je urdena vztahem (9.16). N&kolik grafii
Boseovy-Einsteinovy rozdé€lovaci funkce je na obr. 9.2. Srovname-li odpovidajici funkce Maxwellovy-
Boltzmannovy a Boseovy-Einsteinovy, vidime, Ze ve druhém piipad¢ je zdlraznéno obsazeni stavi s niz§imi
energiemi.



9.5 Fermiova - Diracova rozdélovaci funkce

Zaklady kvantové statistiky platné pro ¢astice s neceloCiselnym spinem vypracovali nezavisle na sobé

Fermi a Dirac, proto ptislusna rozdélovaci funkce nese jejich jméno. Jeji tvar uvadime ve vété 9.20.

9.20
Fermiova-Diracova rozdélovaci funkce definovana
vztahem fp(W,) = w; = N,/Z; m4 tvar

1

>
a+PW.
e P 1

fFD (W/,) =

9.21)
kde o a B3 jsou konstanty (nezavislé na energii).

9.21

Konstanta 8 = 1/KT a konstanta o = -W/KT, kde Wy,
je tzv. Fermiova energie, proto funkci (9.21)
pouzivame nejcastéji ve tvaru

_ 1
Jep (W) = A
e M +1

(9.22)

Podle postulatu 9.13 musi byt vzdy N; <Z;,
protoze v piipad¢é fermiont je dané oddéleni bud’
prazdné, nebo obsazeno jen jednou cCastici.
Statisticka pravdépodobnost P je definovana vétou
9.5, je proto v ptipadé jedné bunky uréena poctem

Z,| Z(Z,-1)Z,-2)..Z,-N)
_ v _
z,!
 N!(Z,-N)!

kombinaci N; prvki z Z; prvki, takze
proto celkova statisticka pravdépodobnost je uréena
funkeci

Z

1

TE—
N!(Z,-N)!

(9.23)
Funkci In P mizeme s piihlédnutim k Stirlingové

vzorci (9.10) napsat ve tvaru

InP=%[Z, InZ-N,In N, -
_(Zj_Ni) In (Zi_Ni)]a

(9.24)

takZze podminka k extrému této funkce s uvazenim
podminek (9.13) a (9.14) metodou Lagrangeovych
multiplikatorti nam poskytuje soustavu rovnic
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';M X[In (Z,-N)-In N,-a-BW].
BN = 0.

(9.25)
Tato podminka je pfi libovolnych hodnotach & N,
1 =T | Velm mald splnéna jen tehdy, jestlize funkce w;=N,/Z; ma tvar
\\\ ﬁpl%?()ToO (9.21). Neékolik grafi Fermiovy-Diracovy
\\ ) rozdé€lovaci funkce pro rtzné teploty poskytuje
\\ ‘ obr. 9.3. V porovnani s Boseovou-Einsteinovou
Qs AN ) statistikou se statistika Fermiova-Diracova v praxi
\_ ,Malé teplota e . . . e
N/ (T=300K) mnohem castéji pouziva, protoze ji podléhaji

N\ y g VR .
NVelkd t eploto VsechPy 'elementarm castl(':e pOdInlIl.u_]ICl prakticky

o \\g =1000K) dilezité jevy (napft. elektrickou vodivost latek).

We w

Obr.9.3 Zavislost Fermiovy-Diracovy rozdélovaci funkce f, na
energii W pro tfi rizné teploty

Poznamky:

1. Fermiova-Diracova funkce (9.22) nabyva hodnoty z intervalu 0<fp,<1, proto se Casto interpretuje jako
pravdépodobnost obsazeni stavu s energii W,. Funkce f;; nema tuto vlastnost, protoze 0 <fpp<ce.

2. Jestlize mizeme jednicky ve jmenovateli funkcei fi a fi) zanedbat, pfechazeji obé statistiky na klasickou
Maxwellovu-Boltzmannovu statistiku. Je vidét, Ze i Maxwellova-Boltzmannova rozdélovaci funkce se mize
interpretovat jako pravdépodobnost obsazeni stavu s energii W. Klasicka statistika tedy ptedstavuje limitni
pripad obou kvantovych statistik. Tento pfechod je mozny, je-li splnéna podminka

e P75 1. (9.26)

3. Je nutno jeste vyjasnit otazku rozlisitelnosti a nerozliSitelnosti ¢astic. Za uréitych podminek se soubory ¢astic
fidi klasickou statistikou, takze jednotlivé Castice jsou rozlisitelné, v ostatnich pfipadech se fidi kvantovou
statistikou, takze ¢astice nemtizeme rozlisit. Jak je tomu nutno rozumét? Ukazuje se, Ze v prvnim piipad€ jsou
castice tak daleko od sebe (plyn je dostatecné¢ tidky), Ze navzajem na sebe nepiisobi (kromé srazek), takze
kazdou ¢astici mizeme jednotlivé identifikovat. V kvantové statistice jde vzdy o "husté" plyny ve kterych se
vlnové funkce jednotlivych ¢astic vzajemné prekryvaji, takze systém se neda rozlisit na soubor izolovanych
castic.



