CAST VI-KMITY A VLNY

23. Harmonicky oscilator

24. Vinéni

25. Elektromagnetické vinéni
26. Geometricka optika

27. Fyzikalni optika

28. Nelinearni optika



261

Periodické pohyby castic a téles (jako celkll) nazyvame kmity, soubor kmiti jednotlivych bodii kontinua
nazyvame vInéni. Pfikladem kmitavého pohybu je napt. pohyb kulicky zavéSené na pruzing, prikladem vinéni
je napt. pohyb vody v jezefe po vhozeni kamene. Jestlize ptihlizime k diskrétni struktute prostiedi, hovoiime
vzdy jen o kmitech. Jestlize zkoumame pevnou latku jako soubor izolovanych atomti a molekul, hovotime o
kmitech atomti a molekul, jestlize v§ak nahradime pevnou latku pfedstavou kontinua, tj. prostfedim vSude latkou
(spojité) vyplnéného, mame co delat s kmitanim nekone¢ného poctu "bodl". V takovém piipadé je vhodngjsi
zavést pojem viny a pohybovy stav latky vyjadrit pomoci vhodné vinové funkce. Matematicka funkce, popisujici
kmit je funkci jen Casu, vinova funkce je funkci Casu i prostorovych soutadnic.

Podle uvedenych definic mohou kmitat atomy, molekuly, jiné mikroskopické a makroskopické castice,
celé soustavy (napf. mostni konstrukce), vinéni miizeme zkoumat v plynech, kapalinach i pevnych latkach a
samoziejme i ve fyzikalnich polich, kter¢ jsou predstavé kontinua nejblizsi.

Jestlize se kmitavy, resp. vlnovy pohyb da popsat pomoci harmonickych funkei, hovotfime o
harmonickych kmitech, resp. harmonickém vinéni. Podle tzv. Fourierovy véty mtizeme libovolny kmitavy nebo
vlnovy pohyb vyjadfit jako superpozici jen harmonickych kmitd, resp. vin se zdkladnimi frekvencemi a jejich
celociselnymi nasobky. Proto harmonicky kmit, resp. harmonickou vilnu miizeme povazovat za zakladni typy
periodického pohybu.

Jestlize hmotny objekt, resp. jejich soustavy kmitaji s frekvencemi ur€enymi jejich hmotnostmi a
rozlozenim hmotnosti, hovotime o tzv. vlastnich kmitech. Jestlize vnéjsi sily vynucuji jejich kmitani, hovoiime

o vynuceném kmitani.
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23 HARMONICKY OSCILATOR

Netlumeny harmonicky oscilator
Tlumeny oscilator

Vynucené kmity, rezonance
Skladéani kmitt

Soustava harmonickych oscilatort

T¢leso vykonavajici harmonicky kmitavy pohyb nazyvame harmonicky oscilator. Mtize jim byt v prvém
priblizeni napf. masivni téleso na pruziné (obr. 23.1), nebo atom ¢i molekula pevné latky. Jestlize pti jeho
pohybu zanedbame odpor prostredi, tfeni v lozisku apod., tj. neptihlédneme-li k brzdnym silam (disipativniho
charakteru), mluvime o netlumeném harmonickém oscilatoru. O tom, zdali kmitdni hmotnych objektd je
harmonické, nebo neni, rozhoduje povaha sily, ktera pti vychylce z rovnovazné polohy na né pisobi. Mizeme
lehce ukazat,ze kmitani je vzdy harmonicke, jestlize ptisobici sila je imérné vychylce z rovnovazné polohy.
Takovy oscilator nazyvame presnéji linedrni harmonicky oscilator. Jestlize je sila imérna i vy$§im mocnindm
vychylky, kmitani je periodické a mize byt rozloZeno na harmonické kmity s vice kmitocty. Takovy oscilator
se nazyva nelinedrni harmonicky oscilator. V nasledujicich uvahach budeme mit na mysli vzdy jen linearni

harmonicky oscilator, proto tento fakt nebudeme ani déle zdtraziovat.

23.1 Netlumeny harmonicky oscilator

Pti popisu pohybu harmonického oscilatoru se budeme zajimat o kmitocet pohybu a celkovou energii
(véty 23.1 az 23.4).

23.1 Pohybova rovnice (F=ma) harmonického
Netlumeny harmonicky oscilator je kazdy fyzikalni oscilatoru ma s ohledem na predpoklad 23.1 tvar
objekt schopny vykonavat periodicky pohyb, na
ktery pii jeho vychyleni z rovnovazné polohy

plisobi jen sila piimo tméra vychylce r a sméfujici ~k r=ma,
neboli
d*r
-kr=m——-.
F=-kr, 72

(23.1)

o (23.4)
do rovnovazné polohy

kde k je konstanta umérnosti (k>0). (obr. 23.1)

Zavedenim oznaceni a)=(k/m)1/ 2

mizeme tuto
rovnici piepsat do tvaru
23.2
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Perioda a kmitoc¢et kmitavého pohybu

harmonického oscildtoru jsou urené vztahy

(23.2)

kde m je hmotnost harmonického oscilatoru.

233

Harmonicky oscilator vykonavajici pohyb po elipse,
resp. po kruznici, je ekvivalentni dvéma
harmonickym oscildtorim kmitajicim ve dvou

navzajem kolmych smérech (ptimkach).

234

(23.3)

Celkova energie harmonického oscilatoru je
kde y, je amplituda kmiti.

d*r

. +w? r=0,
dt

(23.5)

Obecnym feSenim této diferencidlni rovnice

druhého tadu je funkce

r=a cos wt+b sin wt,

(23.6)

kde a a b jsou konstantni vektory uréené
pocatecnimi podminkami r(t=0)=r  a v(t=0)=v,.
Misto zkoumani tohoto obecného harmonického
pohybu se omezme na vySetfeni harmonického
pohybu na pfimce. Jestlize totiz vyjadiime v

rovnici (23.5) polohovy vektor pomoci jeho dvou

2y

d t? ro?y=0

(23.7)

slozek r=xi+yi (harmonicky pohyb je vzdy rovinny
pohyb) a vyndsobime ji skalarné nejprve
jednotkovym vektorem j, potom i dostaneme dvé

diferencialni rovnice

d* x
dt?

+@2x=0.

(23.8)

Tyto rovnice popisuji dva harmonické pohyby ve
dvou na sob¢ kolmych smérech a jsou ekvivalentni
pohyb obecného

rovnici (23.5) popisujici

linearniho harmonického oscilatoru. Tim jsme



Obr. 23.1 Priklad harmonického oscilatoru

X-¢ 2n-¢ wt

Obr. 23.2 Graficky zdznam pohybu harmonického oscilatoru

a potencialni energie Wp’ vztah (11.30)

y
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dokazali tvrzeni 23.3.
Resenim rovnice pro harmonicky pohyb na
pfimce napt. rovnice (23.7), pak je funkce
y=asin wt+bcos wt,
kterou pomoci substituce a=y  cos ¢ a b=y, sin ¢

muizeme vyjadrit i ve vhodnéjsim tvaru
y=y, sin (01+¢),
(23.9)

kde vyraz (wt+ ) je faze harmonického kmitavého
pohybu.

Grafickym obrazem harmonického
oscilatoru je tedy napf. sinusoida s amlitudouy, s
periodou T=2 77/ w= 2 mm/k) /2 a pocateéni fazi ¢
(to je fazi /wt+¢/ pro cas t=0) (obr. 23.2). Tyto
vysledky jsou obsahem véty 23.2.

Celkova energie harmonického oscilatoru

se sklada z jeho kinetické energie Wy,

y
1 2 1 2.2 .2

W =-|F.dr=-|(- =—ky‘=— i

- f dr f( ky)dy 2ky 2mw Y, sin® (wt+ @)

o o

2
Wk: lmvzzlm @ =
2 2 dt
= %myozoo2 cos® (wt+ @)
(23.10)
(23.11)

Celkova energie harmonického oscilatoru je tedy souctem kinetické (23.10) a potencialni (23.11)

energie, coz vede ke vztahu (23.3). Da se lehce dokazat, ze celkova energie oscilatoru pohybujiciho se po elipse

se rovna souctu energii dvou ekvivalentnich a navzajem kolmych kmitajicich oscilatort.
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Poznamka:

Ze vztahu (23.3) vyplyva na prvy pohled samoziejmy vysledek, ze totiz volbou pocate¢nich podminek
muizeme dostat vS§echny mozné hodnoty energie v urcitém intervalu (ohrani¢eném napf. pevnosti pruziny).
Energetické spektrum harmonického oscilatoru je tedy spojité. Pozd¢ji ukazeme, ze toto, ze stanoviska tzv.
klasické fyziky Gplné€ samoziejmé konstatovani, neni pravdivé a Ze spektrum harmonického oscilatoru je vzdy

diskrétni. Rozdily jsou vSak pozorovatelné jen pti zkoumani mikrofyzikalnich oscilatord, tj. atomii a molekul.

23.2 Tlumeny oscilator

Pii pohybu harmonického oscilatoru v realnych podminkach pisobi vzdy sily, které amplitudu

kmitavého pohybu zmensuji a po ur€itém Case kmitani prestane. Takovy oscilator pak nazyvame tlumeny

oscilator. Charakterizuji ho véty 23.5 az 23.7.

23.5
Sila, kterou prostredi brzdi pohyb télesa, je pfi
dostatecné malych rychlostech pifimo umérna

okamzité rychlosti télesa

dr
Fb= _kbv: _kbE.

(23.12)

23.6

Veli¢ina b=kb/2 m, kde je m hmotnost oscilatoru, se
nazyva konstanta utlumu, [ b]=s'1. Podil dvou po
sob¢ nasledujicich maximalnich vychylek ve
stejném sméru A=y(t;)/y(tj+T) se nazyva utlum a
jeho ptirozeny logaritmus logaritmicky dekrement

0=In A. Plati rovnice

InA

b:g
T T

(23.13)

23.7

Je-li splnéna podminka b<w,, kde @, je
charakteristicky thlovy kmitocet harmonického
oscilatoru (bez tlumeni) a)02= k/m, vznikne

tlumeny kmitavy pohyb, je-li b>w, vznikne

Jestlize uvazime platnost tvrzeni 23.1 a
23.5 muzeme psat pohybovou rovnici /F=ma/

tlumeného oscilatoru ve tvaru (obr. 23.3)
~kr-k,v=ma,

(23.14)

nebo s uvazenim defini¢nich vztaht pro rychlost a
zrychleni
dr __ d*r

—kr-k,—=m——.
dt dt?

(23.15)
Jestlize se omezime na piipad oscilatoru,
kmitajiciho na pfimce (v ose y) ziskame
d*v dv

262+ 2=0,
dt? a °

(23.16)

pficemz jsme hned vyuzili vztah k/m=a)02 pro

uhlovy kmitocet z piedchoziho ¢lanku a vztah
k,/m=2b, ktery podle véty 23.6 definuje konstantu
atlumu.

Reseni diferencialni rovnice (23.16)



aperiodicky (tj. pfetlumeny) pohyb a je-lib=w tzv.
hrani¢ni pohyb.
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y
Obr. 23.3 Priklad tlumeného oscilatoru

0

t

Obr. 23.4 Graficky zdznam pohybu tlumeného oscilatoru pro
b>w
(\

muzeme hledat ve tvaru
y=A e,
Dosazenim této funkce do rovnice (23.16)

dostaneme pro parametr ¢ charakteristickou rovnici

2
a’+2ba+w,=0,

(23.17)
ktera ma dva koteny
1
- _ 2_ 222 _ _ /
) ,= b:I:(b w0> =-btw'.
(23.18)
Obecnym feSenim rovnice (23.16) je proto
funkce
y=A1ea‘t+A2ea2t=
— , bt o't -0't
=e (Al e®'+4,e )
(23.19)

Vidime, Zze kdyby veliina &' byla redlna,
tj. b>@,), nevznikl by periodicky pohyb. Grafickym
obrazem funkce (23.19) je totiz v tomto ptipad¢
ktivka znazornéna na obr. 23.4. V opacném piipade,
je-lib<@ (tj. pii malém tlumeni), vznikne tlumeny
kmitavy pohyb. Dokézeme to tak, ze oznacime
wW=i( a)oz—bz) 12- _iwa pouzijeme Eulertv vztah

pro funkci e'@!. Dostaneme funkci

y=e ¥[4,(cos wt+isin wi)+
+A4,(cos wt-isin wi)]=
=e ¥[(4,+4,)cos wt+
+(4,-4,)i sin wt].

(23.20)

Substitucemi  (A[+Ay))=A=y, sin @ a (Ay-
Ay)i=B=y cos @ prejde funkce (23.20) do tvaru

y=y,e " sin (wt+@),

(23.21)
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kde w~(@,2-b%)1/2, 2 které je hned zicjmé, e jde
y ' o tlumeny kmitavy pohyb. Jejim grafickym obrazem

AWANa
[ >

y(t) \ -

el IAVAL L

LT _

Obr. 23.5 Graficky zdznam pohybu tlumeného oscilatoru pro
b<®
0

je kiivka zndzornéna na obr. 23.5.

Teoreticky existuje jesté i treti pfipad, je-li b=@,. V tomto pfipad¢ neni funkce (23.19) obecnym
feSenim rovnice (23.16), protoze w=0. Da se dokazat, ze v tomto piipad¢ mizeme feSeni napsat ve tvaru
y=e %(4-Bf).
(23.22)

Vidime, Ze v ¢ase t=A/B je y=0, takZe oscilator se vrati do rovnovac¢né polohy.

Vysledky obsazené ve vztazich (23.19 - 23.22) jsou obsahem véty 23.7. Vztah (23.13) dokézeme
jednoduse tak, ze pfi kmitavém pohybu zvolime dvé maximalni vychylky nasledujici po dobé T=2 77/ . Podle
vztahu (23.21) plati pro pomér takovych dvou vychylek vztah

L@ yesin©re)
y(+D) y e D sin [0 (t1+T) +¢] ,

(23.23)

zkterého bezprostiedné vyplyva vztah (23.13). Pomoci tohoto vztahu miizeme velmi jednoduse zméfit konstantu

utlumu tlumeného oscilatoru.

23.3 Vynucené kmitani, rezonance

Vyznamnym piipadem kmitavého pohybu je tzv. vynucené kmitani, pfi kterém vnéjsi sila nuti latkovy
objekt kmitat s obecné jinym kmitoctem nez je kmitocet vlastnich kmiti. Jestlize se vSak oba kmitocty k sobé
priblizuji, vznika dtlezity jev, ktery nazyvame rezonance. Je casto velmi nezaddoucim jevem, protoze zptisobuje
mechanické poSkozeni zatizeni a stroji, na druhé stran¢ vSak umoznuje fesit celou fadu technicky vyznamnych
problémil (napf. méfeni poctu otacek, selektivni piijem elektromagnetickych vin apod.). Charakteristiky

rezonance a podminky jejiho vzniku jsou shrnuty ve vétach 23.8 az 23.9.



23.8

Vnéjsi periodicka sila s thlovym kmito¢tem @,
zpusobuje, ze objekt schopny kmitat vykonava v
ustaleném stavu kmity s ahlovym kmitoctem w,, a

amplitudou A

FO
A=

1,
m[(wi - mf)z + 4b2mﬂE

(23.24)

kde F, je amplituda vngjsi sily, m hmotnost
kmitajiciho objektu, @, je vlastni Ghlovy kmitocet
a b konstanta utlumu. Fazovy posuv ¢, mezi vn&jsi

silou a vynucenymi kmity spliiuje podminku

2w b
8e,=~——-
wo_wv

(23.25)

239

Rezonance nastava tehdy, kdyz a)V=\f a)02 2b2. Pii
zanedbatelném tlumeni roste v tomto ptipadé
amplituda kmit nade v§echny meze a fazovy posuv
@, se blizi -77/2.
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Uvazujme o hmotném bod¢ zavéSeném na
pruziné (obr. 23.6), na ktery piisobi vynucujici

periodicka sila

F=F sin wt.
o A%

Jestlize uvazime vSechny sily, které zphsobuji
pohyb, miizeme psat pohybovou rovnici (F=ma),

konkrétné jeji primét do osy y

2
ky - kb%+F0 sin @,r=m 22
dt
(23.26)

kde prva sila na levé strané je sila od "vazby"
zpusobujici harmonicky pohyb oscilatoru, druha
sila je souhrna sila pro odpor prostiedi a tfeti sila je
vngj§i vynucujici periodickd sila. Tuto rovnici
mizeme déle upravit na tvar

2
d’y +2bﬂ+w§y= —2sin ® t,
m

dr? dt

(23.27)

kde jsme s ohledem na piedchazejici clanky
oznatili 2b=ky/m a k/m=a)02. Tato rovnice je
diferencialni rovnice II. fadu s konstantnimi
koeficienty a nenulovou pravou stranou. Zakladni
poznatky o feSeni diferencialnich rovnic vedou k
vysledku, Ze feSeni rovnice (23.27) miizeme napsat
ve tvaru souctu obecného feseni piislusné rovnice
funkce (23.19) a tzv.

partikuldrniho feSeni, tj. funkce, kterda spliuje

bez pravé strany, ¢tj.

puvodni rovnici. Ocekavame, ze vnéjsi sila s
Ghlovym kmitoCtem @,;, proto miiZeme navrhnout

jako partikularni feSeni funkci
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y,=4 sin (w +¢).
(23.28)
Konstanty A a ¢,, musime zvolit tak, aby rovnice

(23.27) byla splnéna. Obecné feseni rovnice (23.27)

milZeme proto psat ve tvaru

y=y,e " sin (wt+@)+4 sin (0 t+¢)

(23.29)

v kterém y  a ¢ jsou konstanty vyplyvajici z
Fv - Fosin wy t pocatecnlvch podrn’m’ekv. Ze tvaru pr\ie C?.St,l fuljkce

(23.29) vsak vyplyva, Ze po uplynuti urcitého asu
Obr. 23.6 Ptiklad vzniku vynucenych kmitl t>>1/b se tato &Ast FeSeni "utlumi". Vznikne
kmitavy pohyb, ktery jiz nezavisi na pocatecnich
podminkach a je urCen jen funkci (23.28). Jestlize
se tedy nezajimame o piechodovy jev, tj. jev do
ustaleni kmitani, mizeme se zaméfit jen na funkci
(23.28). Nalezenim pftislusnych derivaci a

dosazenim do rovnice (23.27) dostaneme rovnici
- wiA sin(w f+@)+2bw 4 cos(w t+¢ )+
2, . F, .
+w, 4 sin(w {+@ )=—sin o f.
m
(23.30)

Jestlize v této rovnici rozepiSeme funkee sin(w,, t+
@,) a cos (w, t + @) podle znamych poucek a
porovname koeficienty pfi funkcich sin w,, t a cos

@, t dostaneme pro konstanty A a ¢,, dv€ rovnice

22 : Fol 2 o), .
(wo—wv>A cos @ -2bw A sin (pv:—((oo—wv>A sin @ +2bw A4 cos ¢ =0.
m

Jejich feSenim dostaneme vztahy (23.24) a (23.25), které jsme méli odvodit. Z nich vyplyva (extrém vztahu
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(23.24), dA/dw=0), Ze rezonanci a)V=\f wV2-2b2 je pfi malém tlumeni b<<w, fazove posunuti kmiti za
vynucujici silou ¢, =-77/2 a amplituda roste nade vSechny meze (obr. 23.7a, b).

Z uvedeného vyplyva, Ze je velmi nebezpecné namahat rizné konstrukce (stroje, budovy, mosty)
periodickou silou s periodou blizkou nebo rovnou period¢ vlastnich kmiti. Amplituda vynucenych kmitt by
mohla nartist do takovych hodnot, Ze by byla piekrocila mez pevnosti materialti a mohlo by dojit k havarii. Na
druhé stran¢ je na tomto principu zalozen mechanismus pfistroji méficich otacky, mechanismus pfenosu zprav,

mechanismus sluchu atd.

HELMHOLTZ Herman Ludwig Ferdinand (helmholc), 1821-1894, némecky fyzik a fyziolog. Po vystudovani
mediciny ptisobil nejdiive jako profesor anatomie a fyziologie. Vysledky jeho védeckych praci v hydrodynamice
(teoreticky zpracoval vitivé pohyby kapalin) mu pfinesly vice nabidek na misto profesora fyziky; jednu z nich
v 1. 1871 pfijal. Helmholtzovi patfi prvenstvi v matematické formulaci zakona zachovani energie a ditkaz jeho
platnosti na tehdy znamé fyzikalni jevy. Ve svych pracech akustiky a optiky velmi G¢inné spojoval védecké
poznatky z fyziky a fyziologie. Regil rovnéz nékteré problémy elektrodynamiky, elektrochemie a
termodynamiky. V mechanice zavedl pojem potencialni energie. Rtiznorodost a vysokéa védecka urovei jeho

vvvvvv

S pfipadem rezonance jsme se jiz setkali v oblasti elektrickych jevli. Rovnice 23.27 je zcela ekvivalentni rovnici

(22.27), pticemz funkci vnéjsi vynucované sily tam ma vnéjsi elektromotorické napéti a funkci vychylky

Obr. 23.7 Zavislost a) amplitudy, b) fdizového posunu mezi vychylkou a vynucujici silou na tthlovém kmitoctu vynucujici sily
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elektricky proud. Tlumici ¢len ma pak tvar b =R/2L. Jev rezonance se v této oblasti vyuziva, jak jsme jiz uvedli,

v oblasti pfenosu informaci.

23.4 Skladani kmita

Jestlize na hmotny bod, ktery mtize vykonavat kmitavy pohyb piisobi soucasné vice sil z nich kazda
sama o sob¢ zpiisobi kmitavy pohyb v jiném sméru, vznika slozity periodicky pohyb, ktery miizeme povazovat
za superpozici kmitl odpovidajici jednotlivym silam. V tomto piipad¢ hovoiime o skladani kmiti. Mize se
pfitom jednat o sily rovnobézné nebo nerovnobézné, vyvoléavajici pohyb se stejnymi nebo odlisnymi kmitocty

a se stejnymi nebo odliSnymi pocatecnimi fazemi. Existuje proto velké mnozstvi ptipada skladani kmiti. V

vvvvvv

23.10
Skladdani kolmych kmiti se stejnymi kmitoCty:

sloZzenim dvou kolmych kmitd x=x sin(wt+¢;) a
Y=Y, sin(@t+¢) vznika podle rozdilu pocatecnich
fazi @,-¢| a poméru amplitud x/y, pohyb po
primee (¢,-¢=N7), kruznici (¢,-¢=/2N+1/ 772,
Xo=Y,) nebo po elipse (obr. 23.8), kde N je cele
¢islo, N=0, 1, 2...

23.11
Skladani kolmvych kmitd s odliSnymi kmitocty:

slozenim dvou kolmych kmitd s riznymi uhlovymi

kmito¢ty w;# @, vzniké rovinna kiivka, ktera je
obecné neuzaviend. Jestlize jsou thlové kmitocty v
pomeru celych Cisel, jsou tyto kiivky uzaviené a

nazyvaji se Lissajousovy kiivky (obr. 23.9).

23.12
Skladani rovnobéznych kmitt se stejnymi kmitocty:

slozenim dvou rovnobéznych kmitl se stejnymi
kmitoCty y=y,; sin (wtt¢,) vznika kmitavy
pohyb y=y, sin (@t+¢), pii kterem amplituda a
pocatecni faze spliuji podminku
1
220 p
Vo= Vor T Vo2 T Yo1Yo2 COS((Pz— (pl) ?

(23.31)

Dva vzajemné na sebe kolmé kmitavé
pohyby se stejnym kmitoétem s rlznymi
amplitudami a rozdilnymi pocate¢nimi fazemi

muazeme podle vztahu (23.9) vyjadrit funkcemi

x=x, sin(wt+@,)
a
y=y, sin(wt+¢@,).

Jestlize plati @,-¢=N7m je vysledny pohyb
primkovy, protoze v tomto pfipadé je y=+(y, /X)X,
cozjerovnice ptimky. Jestlize je splnéna podminka
@~ =(2N+1) 71/2 a navic x =y, vznikne pohyb
2 +y2=x02,

coz je rovnice kruznice. V ostatnich pfipadech se

po kruznici, protoze v tomto pfipad¢ je x

vysledny pohyb odehrava po elipse. Jednotlivé
pfipady téchto pohybi jsou znazornény na obr.
23.8. Tim jsme dokazali tvrzeni 23.10.

Jestlize se skladaji dva na sebe kolmé kmity
s odlisSnymi kmitocty (coz je mozno lehce
uskutecnit napf. pomoci oscilografu), mizeme

funkce opisujici oba pohyby psat



Yoy SIM @Y, SN Q,

Vo1 €08 @ +Y,; COS @,

g =

(23.32)

Vysledna amplituda je maximalni vy,

max Yol Yop- Jestlize rozdil poCatecnich fazi je
@y~ =2N 7, minimalni y .- =|y 1-y ool Jestlize
rozdil po¢ate€nich fazi je ¢,-¢1=(2N+1) 7, kde N

je celé Cislo.

23.13
Skladani rovnobéznych kmita odlisnych kmitodtu:

vysledkem tohoto sklddani je kmitavy pohyb s

proménlivou amplitudou. Je =zékladem tzv.

amplitudové modulace.

23.14

Skladani nekoneéného poctu rovnob€znych kmitu

s nasobnymi (zakladnimi a

$Simi harmonickymi

kmitocty: vysledkem je periodicky kmitavy pohyb
podle obecné velmi komplikované funkce. VéEtsi
vyznam ma obracena uloha: rozklad libovolného
periodického pohybu na harmonicky pohyb se
zakladnim kmitoCtem a pohyby s tzv. vy$simi
harmonickymi. Tento postup se nazyva Fourierova
analyza. Podle tzv. Fourierovy vty muZzeme
libovolny periodicky pohyb charakterizovany

funkci y=y(t) vyjadfit souctem

y@®=y,+Z a, cos(nwit)+
n=1

+Xd sin(nwi),

n=1

(23.33)

pricemz koeficienty y ), a,) a b, splituji rovnice
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x=x, sin(w,t+@,)
a
y=y, sin(w,t+@,).

Vysledkem skladani takovych pohybi je pohyb s
velmi slozitou kfivkou drahy. Piislu$né trajektorie
(tzv. Lissajousovy kitivky) lezi uvnitf obdélnika,
jehoZ strany jsou 2x ), 2y, (obr. 23.9). Je-li pomér
frekvenciracionalni ¢islo, jsou trajektorie uzaviené.
Jejich tvar zavisi na poméru @;/w,m, x,/y, a na
rozdilu fazi ¢,-¢;. Nekolik typd téchto kiivek
uvadime na obr. 23.9. Vzhledem ke slozitosti
vypo¢tl nebudeme zde uvedena konstatovani
dokazovat.

Dva rovnobézné¢ kmitavé pohyby se

stejnymi kmitocty mliizeme vyjadtit pomoci funkei

V1=V, sin(wzt+@,)
a
Y,=y,, sin(wt+@,).

Oba harmonické pohyby je mozno ziskat primétem
vektorl y 1 a y,o rotujicich stejnou whlovou
rychlosti w(obr.23.10). Vektorovym souctem obou
vektort je vektor y , jehoz primétem do osy y

ziskame hledany vysledny pohyb ve tvaru

y=y, sin(wt+@),
(23.35)

pficemz je z obr. 23.10 patrno, ze plati vztahy
(23.31) a (23.32). Podminka maxima Yo
max Yo11Yop nastane tehdy, jestlize ve vztahu
(23.31) polozime cos (¢,-¢1)=1, coZ nastane pro
@y~ =2N7. Podminka minima y ... =V 1Yol
nastane tehdy, poloZime-li cos(¢,-¢;)=-1, coZ je

splnéno pro ¢,-¢=(2N+1) 7.



T
1
Y,= ;fy(t)dt,
- o
a=-T f y(f) cos(ne f)dt,

T
2 -
b = ?fy(t) sin(nw f)dt.
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Tento postup lze roziifit i napriklad
skladani libovolného (napf. n) poc¢tu harmonickych

rovnobéznych kmitl typu

Y=y, sin(wt+@).

Vysledny kmitavy pohyb ma tvar (23.35), pficemz
plati (obr. 23.10)

(23.34) i 2 ; 2L
. 2
Vo= ?yoi Sin @, + Elyoi cos @,
n
Xy, sin @i
g ¢=—
n
Xy cos @i
1
(23.36)

Tento postup se velmi Casto pouziva v optice a pfi
vypoctu antén.
Dva rovnobézné kmitavé pohyby s

odlisnymi kmitocty miizeme vyjadrtit funkcemi

V1=V sin(w, t+¢@,)
a
Y,=Y,, sin(w,t+¢,).

Obr. 23.8 Graficky zaznam pohybu vzniklého sloZzenim dvou
navzajem kolmych kmiti stejného kmitoctu a amplitudy

Nejjednodussim ptipadem skladani kmit tohoto
typu je skladani kmitl se stejnymi amplitudami
Yo1Yo2™Yo @ stejnymi pocateCnimi fazemi
¢1=9,=0. Dostaneme tak kmitavy pohyb popsany

funkeci
y=y,+y,=y,(sin 0, f+sin w,?).
(23.37)

Jestlize pouZijeme znamou souctovou vétu z

trigonometrie, miizeme tuto funkci vyjadfit ve tvaru



Obr. 23.9 Lissajousovy kiivky pro rtizné fdzové posuvy mezi
kmity

Obr. 23.10 Slozeni dvou rovnobéznych kmitt stejného kmitoctu
pomoci rotujicich vektort
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W, -0 W, + 0
y=2y, cos L 24| sin L 24| -
2
X .
=y, sin ot.
(23.38)

Vysledny pohyb tedy mizeme povaZovat za
harmonicky pohyb s uwhlovym kmitoctem
W=(W|+@,)/2 as Casove promenlivou amplitudou
yOX=2yO cos[(@wy-@,)/2]t(obr.23.11). Tento jev se
vyuziva pii tzv. amplitudové modulaci.

Dtkaz rozkladu

funkce (alespoii po ¢astech spojité) na soubor

libovoln¢ periodické

harmonickych kmiti se zakladni frekvenci a s
celymi nasobky zakladni frekvence (vztah /23.33/)
se redukuje na dikaz moznosti nalezeni koeficientii
Yo 4 @ by Vyuziva se pfitom znamého poznatku

z matematiky, podle kterého plati rovnice

T

f cos(ma)cos(na)da =<7 "
Epro n=m

]

a
T
f cos(ma)sin(na)de = 0.

Analogicky vysledek plati i pro funkci sin (m @) a
sin (N &). Jestlize tedy vynasobime funkci (23.33)
funkci cos (M w t) a integrujeme podle Casu pies
celou periodu, vSechny c¢leny na pravé stran¢
vypadnou krom¢ ¢lenu obsahujiciho a,, ktery ma
hodnotu a,T/2. Podobn€ pfi vynasobeni funkei sin
(n @ t) vypadnou vSechny c¢leny kromé clenu
obsahujiciho b, ktery se rovna b, T/2. Piislusné
levé strany tvori integraly [ OTy(t) cos (N wt) dt,
resp. fOTy(t) sin (n @ t) dt. Cleny Y, najdeme
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| Wy-W, _ integraci funkce (23.33) podle Casu pfes celou
y R 2 : _ periodu, ¢imZ vypadnou vSechny ¢leny obsahujici
S . ,/,’ a, ab, anapravé stran¢ zistane Cleny T a na levé
S~e _- &len [ OTy(t) dt. Tak dostaneme vSechny koeficienty
/\‘ ‘7\' Fourierova rozvoje uvedeného ve vété 23.14.
: V . 1 Fourierova analyza je velmi vyznamna jak v oblasti
~. analyzy zvuka (rozklad zvuku na zakladni ton a
Pl ~ s 1 . , ;
< (ﬁ ;wz- o N vys$i harmonicka), tak i v analyze poli.

Obr. 23.11 Vznik amplitudové modulace

FOURIER Jean Baptiste Joseph (furié), 1768-1830,
matematik a fyzik ptsobici na Polytechnice v
Patfizi. Jeho doménou byly zejména aplikace
matematiky ve fyzice a v technickych disciplinach,
které maji i dnes velké praktické vyuziti, zejména
tzv. Fourierova analyza (vypracovana pivodn¢ na
feSeni problémi vedeni tepla). Celé matematické
dilo Fouriera je vzornym ptikladem toho, jak snaha
vyftesit fyzikalni problémy vyvolavala vzdy velky
pokrok v matematice.

23.5 Soustava harmonickych oscilatoru

Soustava navzajem nezavislych oscilatori ma vlastnosti, které najdeme jednoduchym souctem velicin
charakterizujicich jednotlivé oscilatory. Jestlize ale jsou tyto oscilatory navzajem vazané, jak je to napt. v
pripad€ dvou kuli¢ek zavésenych na pruzinach, které jsou propojeny dalsi pruzinou, nebo v soustave atomtl a
molekul pevné latky, vznikaji nové vlastnosti, které nemtizeme dostat na zdklad¢ principu aditivnosti. Potvrzuje
se zde znama4 filosofick4 pravda, Ze celek je vzdy obsahové bohatsi realita, nez jednoduchy souhrn jeho casti.
Jelikoz se zde jednd o obecny, z hlediska mikrofyziky velmi diilezity poznatek, vySetiime podrobnéji kmitovy
stav tzv. linearniho fetézce, ktery ndm mize poslouzit jako model tzv. jednorozmémého krystalu. Zhusténim
oscilatord pak miizeme piejit na model tzv. kontinua, v kterém misto kmitani zavedeme predstavu vinéni.

Linearnim fetézcem budeme nazyvat soustavu v piimce rozlozenych stejnych harmonickych oscilatort
s konstantnimi vzdalenostmi (obr. 23.12). Tyto oscildtory jsou navzajem propojeny pruznymi vazbami a
odpovidaji sily vyhovuji rovnici (23.1). Budeme ptedpokladat, ze kmitani jednotlivych oscilatorti se odehrava

v pfimce fetézce. Pro takovy fetézec plati véty 23.15 a 23.16.

23.15 Uvazujme o L vzijemné vazanych
Mozné uhlové kmitocty soustavy harmonickych harmonickych oscilatorech, které kmitaji v ptimce
oscilatord tvoticich linearni fetézce spliuji rovnici linearniho tetézce. Jejich vychylky z rovnovazné
(tzv. disperzni vztah) polohy ozna¢ime Yy, pfi¢emZ n necht’ je pofadové

¢islo oscilatoru, pro které plati n=0,1,2...L. Jestlize



2 .k .o pa

W) =4— sin“ | ==,

@) -4k si £
(23.39)

kde k je konstanta vazby, m je hmotnost oscilatoru,
a je vzdalenost mezi oscilatory a parametr p
vyhovuje podmince
27 L
p=—I, [=%1, £2, £3..+£—,
La 2

(23.40)

kde L je pocet oscilatort a | je celé ¢islo.

23.16
V soustave L vazanych oscilatorti linearniho fetézce

je dovolenych praveé L kmitovych stavi.

Obr. 23.12 Linearni fetézec L oscilatort
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uvazime podminku 23.1 charakterizujici silu
vyvolavajici harmonicky pohyb, mizeme silu, ktera
pusobi na n-ty oscilator ze strany (n-1)-tého

oscilatoru vyjadrit funkci

F = _k(yn_yn_l)

n-1,n

a silu ptsobici ze strany (n+1)-tého oscilatoru

vztahem

Fn+1,n: h k(yn_yn+1)

Vysledna sila ptisobici na n-ty oscilator je proto

Fn= _k(yn_yn—l)_k(yn_yn+l)=
= _k[zyn_ (yn—l +yn+1)]'

Pohybova rovnice n-tého oscilatoru, za

predpokladu, ze na n¢j pusobi pouze sily od

sousednich castic (oscilatort) je

dzyn
m =
dt?

“k2y,- 0, Y, D]

(23.41)

Obdobnych rovnic mizeme napsat tolik, kolik je
harmonickych oscilatorti. ReSeni systému viech

téchto rovnic budeme hledat ve tvaru
(y ) = A e _.]((’)t:bpna) + Be +j((‘)t:|:pna)
n’p s

(23.42)

kde j=(—1)1/ 2, na je soufadnice n-tého oscilatoru a
pje zatim neurcity parametr, jehoz hodnota vyplyne
z hrani¢nich podminek. Pfipomeiime si, ze podobné
jako v ptipad¢ sttidavych proudi i zde budou mit

vyznam jen realné Casti této komplexni vychylky.



Obr. 23.13 K odvozeni Bornovy-Karmanovy podminky

X
a

Obr. 23.14 Dovolen¢ thlové kmitocty linedrniho fetézce
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Konstanty A a B jsou urCené pocateCnimi
podminkami. Neznamou je zatim i thlovy kmitocet
(a))p, kde p vyjadiuje parametr. K nalezeni
moznych hodnot thlovych kmitoctl vezméme pro
jednoduchost jen prvou cast funkce (23.42)
(uvazeni druhé casti da shodny vysledek) a

prozatim diskutujeme jen feseni se znaménkem -, tj.

_ -j(wt-pna)
(yn)p_Ae J pra 3

(tfeseni se znaménkem + uvazime na konci tohoto
¢lanku), a dosadime je do rovnice (23.41). Uvazime

pfitom platnost rovnice

yn—l +yn+1 =
= Ae Joi|ipln-Da s piptn+Dal
= A e _j((‘)t_pna) (e]pa +e _jpa) =

:yn (e]pa +e _jpa) .

Tak dostaneme rovnici
_ 24, = _ - Jpa “jpay| =
mwy, k2yn yn(e + e %)
— jpal2 _ , —jpal2y2 _
ky, (e e )

= —4ky, sin’ p_z" :

(23.43)

z které vyplyva disperzni vztah (23.39), ktery jsme
m¢eli nalézt. Jednotlivé dovolené hodnoty thlového
kmitoctu jsou proto urceny vztahem

pa

1
k5 .
®=2-"2 gin
m

(23.44)

Parametr p, jak vidime, souvisi s poctem oscilatora.
Pii velkém poctu oscilatort miizeme bez ujmy na

obecnosti vysledkt predpokladat, Ze cely linearni
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fetézec je stoCeny do prstence tak, Ze prvy a

posledni oscilator se ztotozni (obr. 23.13). Potom je

logické pozadovat splnéni podminky
y @
445 Ll asla y(0)=y(La),
n=1/2 - n=L
T 7
kde L je soucet oscilator. Takto formulovana
- =L .
® t-22 - _g okrajova podminka se nazyva Bornova-Karmarova
n=1 \\-//\\-}L podminka. Ze tvaru funkce (23.42) potom vyplyva,
ze musi platit rovnice

n=1 R A f\ f\ ‘ n=L
WA -

Obr. 23.15 Okamzité vychylky linearniho fetézce pro tfi kmitavé
stavy charakterizované parametrem |

e O = g JOIPLY 44 jo poynmice e’Pla=cos pLa+j sin pLa=1,

ktera ma feSeni Lpa=2l 7, kde I=£1, £2, +3.. £L1./2 je celé ¢islo (feSeni I=0 neboli p=0 nedava fyzikalni smysl,
protoze predpoklada w=0).
Proneznamy parametr p tak dostaneme vyjadieni uvedené ve tvrzeni 23.15. Dovolené hodnoty thlovych

kmitoct urCenych vztahem (23.44) tvori tedy tzv. diskrétni spektrum

1
(w),=2(£)5 sin(%l),

l=:|:1,:|:2,....:|:£.
2

(23.45)

Kazdé dvojici ¢isel £l tedy odpovida jedna hodnota uhlového kmitoctu (w)l. Dovolené thlové kmitocty jsou
uréené jednotlivymi body na grafu zobrazujicim disperzni zavislost (obr. 23.14). Hodnota +l(p>0) odpovida
reSeni (23.42) se znaménkem © a fyzikalné znamena Siteni pohybu podél linearniho fetézce ve sméru od
oscilatoru n=0 k n=L. Hodnota -l(p<0) pak odpovida feSeni (23.42) se znaménkem © a ptedstavuje pohyb v
opa¢ném sméru. Maximalni hodnota ¢isla |

max Udavajici po¢et mozZnych stavi, vyplyva z maximalni hodnoty



279

argumentu funkce sin |77/L, pro ktery je splnéno sin(l 7/L)=1, coz je hodnota | .. 7/L=7/2, neboli

max

| hax=L/2- Uvéazime-li, ze disperzni zavislost tvofi dve vétve pro p>0 a p<0, z nichz kazdd ma L/2 stav{, je tedy

celkovy pocet moznych stavi skute¢né L, jak je vyjadieno ve tvrzeni 23.16.
Na obr. 23.15 je vyznacCena zavislost okamzitych vychylek (y )l jednotlivych oscilatori pro kmity
linearniho fetézce, charakterizovana

I=%1; 1=+2 a l=:|:§.

BORN Max, 1882-1970, teoreticky fyzik némeckého ptivodu, od r. 1933 do r. 1954 ptisobil v Anglii. Jeho
obsazné védecké dilo zahrnuje prace z dynamiky krystalové miizky, teorie struktury atomd, teorie relativity a
zejména kvantové fyziky. Za podstatny podil na vybudovani kvantové teorie s prihlédnutim zejména k statistické
interpretaci vinové funkce dostal v r. 1954 Nobelovu cenu (soucasné s W.W.G. Bethem).

KARMAN Theodore, 1881-1963, americky aeronauti mad’arského piivodu. Jeden z nejvyznamnéjsich
raketovych odbornikii. Zabyval se zejména mechanikou a teorii letu. Spolu s M.Bornem formulovali znamé
Bornovy-Kérmarovy podminky.



