17. CHAOTICKA DYNAMIKA

Atraktorové systémy
Podivny atraktor

Diskrétni systémy

Redlné fyzikalni systémy se od idedlnich, o které jsme se doposud zajimali, 1i§i hlavné tim, Ze do jejich
dynamiky vstupuje také okoli. Jako ptiklad mozno uvést pohyb za ptitomnosti tfecich sil. To mtze zptsobit
ze se systém muze dostat do zvlastnich stavil, které se mizou také znacni odliSovat od “klasického “ chovani

napf. tim, ze piedstavuji chaos. S tim souvisi nemoznost predikce vyvoje systému a to i proti tomu, Ze jsou

wrwe

vvvvvv

17.1 Atraktorové systémy

V klasické mechanice nas zajimaji systémy ve kterych je dynamika opsana Newtonovymi , resp.
pozdéji Hamiltnem vSeobecnymi rovnicemi ( tzv. Hamiltnovymi rovnicemi) . Jejich chovani vykazuje
zajimavou vSeobecnou vlastnost a to, Ze “objem” vytvofeny z diferenci soufadnic a hybnosti v tzv. fazovém
prostorunemeéni svoji velikost, jen tvar. Takové systémy se nazyvaji Hamiltonské. Realné fyzikalni systémy,
o které se nyni budeme zajimat vSak takovou vlastnost nemaji. Mnohé z nich se vyznacuji tim, ze ptislusny
objemovy element ve fAzovém prostoru se postupn¢ zmensuje a sp&je do urCité konecné podoby , ktera se

ptiléhave nazyva atraktor. Pislusné systémy nazyvame atraktorové systémy a prave o takové se nyni budeme

zajimat.
17.1
Vyvoj vSeobecnych fyzikalnich systémt mtzeme Vime uz, ze zakladem dynamiky vsech téles je
napsat soustavou evolucnich rovnic tvaru Newtoniiv zakon sily, ktery miZzeme napsat ve
dq tvaru (pro nerelativisticky ptipad)
i_
da m '
kde g; je stavova charakteristika a f, je
vseobecné nelinearni funkce. Ve slozitéjsich ptipadech se mize vyskytnout

i vice takovych rovnic ( s charakteristickymi

proménnymi proto je tvrzeni 17.1

Vi ):
bezproblémové.



17.2
Systémy jsou atraktorové pokud je splnéna
podminka

Y 6f,/8q,<0 (17.2)
17.3

Ljapunovové exponenty jsou definované vztahem

IETO S N ()]
A, =1lim - In
(T pme (17.3)

kde t je Cas a y znaci odchylku od stacionarni

hodnoty, t.j.

y=4q9-4q° (17.4)

Obr.17.1 Bodovy atraktor

Zustaiime vSak na chvili u nejjednodussiho
piipadu, kde jde o pohyb jediného objektu.
“Objem” elementu fazového prostoru piislusici
dynamice opsany soustavou rovnic definujeme

vSeobecné vztahem

AQ = agag,...= lIag, (17.6)

v nasem pfipad¢ jediny objekt pohybujici se

rychlosti v bude tento element jednoduse

AQ = aAv

estlize si ho vyjadiime vztahem av = (8v /dv )av,

milzeme napsat vztah

dnQ  d Ov _
a dr ov
(17.7)
= i(@)AV = AQE
ov dt 0

kde jsme provedli zaménu poradi derivaci. Vztah
(17.7) ma jednoduchou interpretaci : jak plati
podminka Of /dv = 0, “objem” ve fizovém
prostoru se zachovava, protoze v takovém piipadé
je d (aQ)/dt=0. Takovy piipad vznikne tehdy,
kdy f # f (v) . To je ptipad Hamiltonskych
systémil. Kdyby jsme vSak zkoumali pohyb tohoto
stejného teélesa v brzdicim médiu ( napf. ve

viskozni kapaling), kde silu f 1ze vyjadfit ve tvaru

J=J. - oy (17.8)

kde o je konstanta tieni, potom je &f / OV =-0< 0,
coz znaci, Ze “objem” ve fazovém prostoru se s
casem zmenSuje a v dostatecné dlouhém case
dostane definitivni podobu (v nasem pftipade

av= 0).



_

Obr. 17.2 Cérovy atraktor

Obr. 17.3 Plosny atraktor

Z.

Y,

Takovy limitni obrazec se nazyva atraktor. Kdyz
se tyto uvahy zevSeobecni na vice proménnych
dostaneme podminku existence atraktoru ve tvaru
(17.2). Podle poctu nezavislych pfemén miize mit
atraktor podobu bodu, ¢ary, plochy atd. Nazornou
predstavurozlicnych moznych atraktort poskytuji

obr. 17.1-17.3 (pro dynamiku dest'ovych kapek).

Celkem logicky vzato mizeme ocekavat, ze stav
systému v atraktoru je “stabilni” , co znaci, ze
pokud se objevi n¢jaka mala porucha (fluktuace),
ta spontaln¢ zanikne. (Skutecné, kdyz se kapka
vody nasledkem né&jaké fluktuace vychyli z mista
atraktoru, spontanné se vrati na ptivodni misto).
Cely problém mtizeme velmi uceln¢ a prozirave
formulovat také matematicky. Zlstaneme u
naseho jednoduchého piikladu, ktery dynamiku

popisuje rovnici

— =f - av (17.9)

Stacionarni stav je zfejm¢ ureny podminkou
dv/dt =f, - av =0, z které vyplyva pro ustalenou
rychlost

VS = fo /. Porusime nyni tuto hodnotu malou
fluktuaci vyjadienou vztahem (17.4), t.j. y =v - VS,

Dosazenim do rovnice (17.9) dostaneme rovnici

& _

E fo—ocvs—ccy =-oy

kterou feSime funkci

W) = ye ™ = ye (17.10)



jsme oznadili -o¢ = A. Koeficient A urceny

vztahem

A = Zln&
r oy,

se nazyva Ljapuntiv exponent a jeho v§eobecnou definici pfedstavuje vyraz (17.3). Vidime, ze fluktuace se

v oblasti atraktoru vyjadiena funkci (17.10) skutecné s Casem utlumi a Ze Ljapuntiv exponent je v tomto

ptipadé v souladu s o¢ekavanim opravdu zaporny. Je vSak velké prekvapeni, Ze ne vzdy to tak musi byt.

Takové ptipady budou obsahem nasledujiciho ¢lanku.

17.2 Podivny atraktor, fraktal, deterministicky chaos

V druhé polovin€ naSeho stoleti se ukdzalo, ze v rozporu s ocekavanim vykazuji nékteré atraktorové

systémy anomalni chovani. Jejich atraktory jsou charakterizované také kladnymi hodnotami Ljapunovych

exponentl a proto se chovaji “podivné”. A proto dostali ndzav “podivny atraktor”. Vidime, ze takové

chovani oznacuje chaotizaci systému charakterizovanou nemoznosti predikce jeho evoluce. Tyto poznatky

jsou obsahem vét 17.4 -17.9

17.4
Podivny atraktor je atraktor které¢ho alespon jeden

Ljapunov je kladny, t.j.
A>0 (17.11)

17.5
Systémy charakterizované podivnym atraktorem
se chovaji chaoticky. Takovy rezim nazyvame

deterministicky chaos.

17.6
Sebepodobnost (selfsimilarity) je vlastnost
systémi projevujicich se tim, Ze na rizné skale

urovni obraz jejich dynamiky vypada stejné.

17.7
Systémy vyznacujici se sebepodobnosti se
nazyvaji “fraktalové” systémy. Zakladni motiv

takovych struktur je “fraktal”.

Z tvaru atraktorti znazornénych napi. Na obr.
17.1-17.3 muzeme vydedukovat, ze jim piislusné
Ljapunovovy exponenty jsou zaporné. V laické
feCi to znamend, Ze vSechny kapky vysunuté
néjakymi malymi fluktuacemi z ustalené polohy
se do ni spontdnn¢ vrati. Jina situace by vSak
vznikla, kdyby se na dn¢ jezirka nachazel néjaky
vodotrysk.

Vsechny kapky, které by se dostali do okruhu jeho
pusobnosti, by byly vymrsténé a zacaly by
vykonavat chaotické a proto nepredikované

pohyby. V matematické fec¢i tomu odpovida



predpoklad, ze alespon jeden z Ljapunovych

exponentll ma kladnou hodnotu. To ma za pfic¢inu

[— [— | |
Obr. 174
Cantorova mnozina

exponencialni nartst kazdé fluktuace a protoze
téch je vzdy prakticky nevycislitelné mnoho,
systtm se takto ‘“makroskopizaci“ nékteré
fluktuace dostane do stavu, ktery nemizeme
predvidat. Za této situace se deterministicka
dynamika méni na chaotickou. Na rozdil od
zminéného jezirka, kde je za to zodpovédny
vodotrysk, v tomto pfipadé si to “systém” zavinil
sam, protize kladna hodnota Ljapunovova
exponentu vyplyva z deterministickych rovnic
opisujicich jeho dynamiku. A proto se tento druh
chaosu nazyva detrministicky chaos. Samotny
atraktor se v tomto piipad¢ nazyva “podivny”
atraktor. Uvedené poznatky jsou obsahem vét 17.4
al7s.

V tsili o blizsi charakteristiku tvaru podivného
atraktoru nam velmi pomahd tzv. Ponicarého

mapa.

17.8
Kwvantitativni charakteristikou fraktalnich struktur
je tzv. Necelociselnd dimenze ( Hausdorffova

mira ) definovana vztahem

- (G
(az) (17.12)

==

kde a1 a aj jsou pouzit¢ “mérky” N1 a Ny jsou
pocty elementl definované témito mérkami, které

jsou potiebné na pokryti fraktalového utvaru.

17.9
Lorenziv chaoticky systém je definovany
rovnicemi
dq,
— =0 - 17.13
7 (4, - 99 ( )
dq,
I =rq, - 49 - 949, (17.14)
dq,
— = - d 17.15
o D% 94, ( )

kde 0, r a d jsou charakteristické konstanty.



Kdyby jsme trajektoriim odpovidajicich
podivnému atraktoru postavili do cesty rovinu a
vs§imali si rozlozeni jejich vzajemnych priseciki,
dostaneme sled bodd, které matematici poznaji
pod nazvem Cantorova mnozina. Jeji vznik
ukazuje obr. 17.4 . Usetku jednotkové délky
rozdé€lime na tii ¢asti a stiedni ¢ast vynechame. To
stejné potom libovolné nekolikrat opakujeme se
zbytky. To co nakonec zilstane se nazyva
Cantorova mnozina. Matematickym obrazem
podivného atraktoru je tedy Cantorova mnozina.
Pouhym pohledem na obr.17.4 zjistime, Ze
signifikantnim znakem tohoto obrazu je
“sebepodobnost “(selfsimilarity).

Struktury vykazuji na rozlicné skalové trovni
stejny profil. A také klubko trajektorti tvotici
podivny atraktor ma tuto vlastnost - pii pohledu z
ruznych vzdalenosti poskytuje stejny obraz. (V
této souvislostise jako ptiklad Casto uvadi pobiezi
Norska - z riizné vysky poskytuje stejny obraz.)

Zakladni motiv sebepodobnych struktur se nazyva
fraktal a pfislusné struktury jsou fraktalové
struktury ( véta 17.7). Matematici zavedli velmi
uzite¢nou kvantitativni miru takovych struktur.

Nazyva se necelocCiselna dimenze (Hausdorfova
mira, véta 17.8). Vzorec (17.12), ktery ji

definuje, mizeme si objasnit takovou tivahou:



Kdyby jsme méli zménit délku né&jaké neptilis Na obr. 17.5 je zndzornény podivny atraktor
¢lenité cary, miizeme pouzit rozlicné meérky, napf. Lorenzova systému.

centimetr a metr. Pocet naméfenych metrt by byl

ziejmé stokrat men$i nez pocCet namétenych

centimetrl , proto by platila rovnice

= = (17.16)

Z|=
2

kde a1 a a5 jsou prislusné mérky. Kdyby vSak
ptislusna céara byla pfili§ ¢lenitd, tato mira by uz
neplatila - pfi méfeni vétsi mérkou se totiz miizou
preklenout zahyby, které pii pouziti mensi mérky
meéfeni neuniknou. V téchto ptipadech plati vztah
(17.12) a koeficient D se nazyva fraktalni
dimenze. Ma necelociselné hodnoty.

Jednim z nejznaméjsich chaotickych
systéml je tzv. Lorenzlv systém popisujici
dynamiku klimatologickych systémt. Jsou to
rovnice (17.13-17.15), kde g; , gp a Qg jsou
stavové charakteristiky . Vidime, Ze je to

atraktorovy systém, protoze v ném plati podminka

of,
Y b -(c + 1+ b)<l (17.17)

t.j. podminka (17.12) . Poc¢itacovou analyzou lze
dokazat, ze jeden z Ljapunovych exponentid ma
kladnou hodnotu, takze pfislusny atraktor je
podivny a z toho vyplyva, Ze klimatologické
systémy “pracuji” v rezimu deterministického
chaosu. To ma za nasledek, Ze dlouhodoba

predpovédi pocasi neni a nikdy nebude mozna.



17.3 Diskrétni systémy

V ptredchazejicim ¢lanku jsme ukézali, Ze systém se mtize chaotizovat, kdyz se jeho atraktor zméni

na podivny. Ukézalo se vSak, ze to neni jediny scénaf prechodu na chaoticky rezim. Odlisny scénaf pfechodu

na chaos objevil Feigenbaum zkoumanim diskrétnich systému,¢i tzv. systémil s posunutym ¢asem popsanych

logistickymi rovnicemi. Tento problém je zajimavy i z hlediska konfrontace diskrétniho a kontinualniho

ptistupu k popisu ptirodnich procest. Ukazalo se, Ze mezi jejich zavéry mohou byt rozdily.

17.10

Systémy s posunutym ¢asem jsou systémy, ve
kterych se uskuteciiuji skokové zmény v poctu
subsystémi  vzdy po urcitych casovych
intervalech. Jejich evoluci mizeme popsat v

rovnici

q, +1 =14, (17.18)

kde gy, +1 charakterizuje stav vn +1 -nima g, v
n-tém kroku.

17.11
Verhulstova logisticka rovnice ma tvar

q, + 1 =4q,(1 - q,) (17.19)

kde A je charakteristick4 konstanta.

17.12

Pro hodnoty z intervalu 1<A < 3 je kone¢nym
stabilnim stavem systému popsané¢ho v rovnici
(17.19) stav

g, =1- 1A (17.20)

pro hodnoty A >3 spliiujici relaci

Vsechny procesy v pifirodé maji v principu
diskrétni povahu, protoze jak latka tak jeji pole
maji diskrétni strukturu. I pfes to se je snazime
napsat pomoci diferencidlnich rovnic, t.j. volime
kontinualni pfistup. Otazka je zda se tim
nedopustime mnedovolené aproximace.
Prezkoumanim tohoto problému je vyhodné
uskutecCnit na systémech, ve kterych se diskrétnost
dostatecné zieteln¢ projevuje. Takovymi jsou
napt. biologické systémy, ve kterych se odehravaji
skokové zmény v poctech “narozenim‘ potomk.
Vzhledem na samoziejmou platnost pravidla, ze
¢im vic je rodicl, tim vic je také potomkd,
mizeme evoluéni rovnici takového systému v

prvnim pfibliZzeni napsat ve tvaru

g, +1=1A1g, (17.22)

Kde A je ur¢ita konstanta. Pro A >1 vede takova
rovnice exponencialnimu narGstu poctu
subsystému, aby se systém po uréitém case
saturoval, zavedl Verhulst do evolué¢ni rovnice
tlumici® ¢len tvaru (1-qy, ), ¢imZ vznikla rovnice
(17.19). V niz uz veliCina q znaci jen relativni
pocet subsystemil, protoze gy, <1 . Takto popsany
systém skutecné¢ spéje k saturaci vyjadiené
hodnotou (17.20), ktera vyplyva ptimo z rovnice
(17.19) pouzitim podminky



li by =y o F = 4,66
im ———~——— = F =4,
Mo A: + 1 - A:n (17.21)

n

kde F je tzv. Feigenbaumovo ¢islo, tam se limitni
stavy zdvojnasobuji.

17.13
Pro hodnoty A = Ay = 3,569 nastupuje v
systémech chaos.

Obr.17.6 Graficky obraz funkce ( 17.19)

Obr. 17.7 Evoluéni kfivka pro 3 <A < 1+/6

q, +1=4q,

Rovnici (17.19) miizeme snadno ptetransformovat
také do podoby diferencialni rovnice. Jestlize si
zvolime Casovy “ krok” velikosti e (rovnajici se
¢asovému intervalu mezi dvémi skokovymi
zme&nami), mizeme veliCinu g, +1 vyjadfit ve
tvaru

dq

g, + 1 =gq,+ o ¢ (17.23)

Dosazenim do rovnice (17.19) a zavedenim nové
proménné U =ge dostaneme rovnici
du _ A -1 A 2

u - —u
0 p i~ (17.24)

Jeji netrivialni stacionarni feSeni je
_e@ -1

. . (17.25)

takze q_ =1 -1/A. Je tedy stejna jak v piipadé
diskrétniho pfistupu, z ¢eho by se mohlo usuzovat,
7e oba dva pristupy jsou ekvivalentni. Metodou
malych poruch vysvétlenou v predchéazejicim
¢lanku mzeme lehce dokazat, ze feseni (17.20) je
stabilni pro vechny hodnoty A>1. Ten stejny
postup aplikovany na funkci (17.19), pokud v ni
vyjadiime

qn+1=qw+yn+l
q, *+ 4, + ),

vede vsak k zavéru, Ze uvedené feseni je stabilni
jen pro interval 1< A < 3. K jakému stavu vsak
piispéje systém pro A > 3 ? Pfi feSeni tohoto
problému si miZzeme pomoci samoziejme
pozadavkem, ze pro ustdleny stav plati nejen
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Obr. 17.8 Rozdvojovdani stavii a vznik
deterministického chaosu v systémech popsanych v
rovnici (17.19)

podminka g, + 1=qp, , ale pravé tak dobfe
i podminka g, +2 =4, d, +3 =0,

Zpodminek g +2=Aq,+1(1-qyt+1)
qn+1:)"qn(1 'qn)

vyplyva kubicka rovnice

1
4y =24, + (L + g, - —(1-2)=0 (17.26)

Jeji prabeh je zndzornény na obr. 17.7. uvedena rovnice ma tfi koteny: jeden plivodni - ten je vSak uz
nestabilni -a dva nové, které jsou stabilni ( jak to miZzeme dok4zat) aZ do hodnoty A < 1 + V6. Systém si
mize v intervalu 3<A<1+v6 vybrat ( podle soucasné fluktuace) jeden z dvou dovolenych stavii. Takové
rozdvojeni pokraduje pro dalsi charakteristické hodnoty Fidiciho parametru A splitujici vztah ( 17.21) (obr.
17.8), az do urcité kritické hodnoty parametru A rovnajiciho se 3,569 jsou uz viechny stavy dovolené, takze
nastupuje deterministicky chaos (Ljapuntiv exponent se stava kladnym).

Vznik deterministického chaosu Feingenbaumovym mechanismem si mizeme ilustrovat nazornym
prikladem.

Predstavme si vagon na kolejich. Pokud se nachazi v misté, ve kterych kolejnice nejsou rozdvojené , ma
k dispozici jen jednu dovolenou stabilni polohu. KdyZ se pomoci konkrétni (a na malé fluktuace reagujici)
vyhybky miize pfesunout do mist, kde jsou kolejnice rozdvojené, potom ma uz k dispozici dva stabilni stavy

Dalsi rozdvojovani zdvojnasobuje pocet dovolenych stabilnich stavii az do doby, pokud kolejnice nezmizi
viibec-potom uz jsou vSechny stavy mozné a vagon se octne tam, kde ho usmérni fluktuace. Je ziejmé, ze
tento vysledny stav neni predikovatelny.



Na zavér si miizeme polozit otazku, zda nékde v ptirod¢ se miizeme setkat s takovym scénafem o
vzniku chaosu. Experiment ukazal, ze nejen v biologickém svété, kde je to Uplné bézné, ale také v
anorganické pfirodé miizeme tento scénai spolehlivé potvrdit ( napf. pii pozorovani chaotizace kapaliny
umisténé mezi dva rolujici valce). V posledni dob¢ se ukazalo, ze také pribéh nekterych chorob, napf.
leukémie a AIDS, zfeteln¢ prokazuji Feigenbaumiv scénat o vzniku chaosu.

Deterministicky chaos ma v pfirodé¢ svoji nezastupitelnou tlohu, ktera nemusi byt vzdy negativni.
Jeho pozitivni funkce spociva v tom, Ze na jedné stran¢ dovoluje vznik zakladnich struktur (napf. rostlin,
zvitat a lidi), ale souCasn¢ zabezpecuje, ze vsechny produkty maji svoje individualni rysy. VSechny sné¢hové
vlocky maji stejnou krystalickou strukturu a ptece je kazda jina. To plati dokonce i pro duchovni sféru, t.j.
pro oblast mysleni svobodného rozhodovani a pod. Predpokladem téchto aktivit je chaoticky rezim ¢innosti
mozku.

Pro oblast fyziky je dulezité, ze v soucasnosti se uz vyskytuje fada problému (nejvice technického
charakteru), kde se s chaotizaci systémi aktualné setkavame, proto je pottebné chaotické dynamice vénovat
priméfenou pozornost.



