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15 MECHANIKA IDEALNICH TEKUTIN

Hydrostatika idealni kapaliny
Hydrodynamika idealni tekutiny

Na rozdil od pevnych latek, které zachovavaji pfi pohybu svijj tvar, setkavame se v piirodé s latkami,
které naopak velmi lehce sviij tvar méni. Vyznacuji se tedy vlastnosti, kterou nazyvame tekutost. Patii k nim
plyny a kapaliny, které na zakladé uveden¢ vlastnosti nazyvame spolec¢n¢ tekutinami. Podobné¢ jako v ptipade
pevné latky i zde si zavedeme predstavu ideélni tekutiny, a to jako tekutiny s dokonalou tekutosti. Jinymi slovy:
ke zméné svého tvaru nepotiebuje idedlni tekutina dodat zadnou energii. Realné tekutiny maji tuto vlastnost jen
v omezené mife a témito tekutinami se budeme zabyvat v ¢lanku 39.3. V této kapitole si zformulujme zakladni
zakony mechaniky idealnich tekutin, s ohledem na to, Ze pti zkoumani tepelného pohybu jsme se v podstaté
zabyvali plyny, budeme mit nyni na mysli pfedev§im kapaliny. U nich pfistoupi jako dalsi charakteristika
idealnosti tak zvana nestlacitelnost. Problémy kapalin v klidu zahrneme do hydrostatiky, problémy jejich pohybu
do hydrodynamiky. Jestlize vSak pfipustime i stlacitelnost, budou odvozené vysledky platit i pro mechaniku

plynd.

15.1 Hydrostatika idealni kapaliny

Do hydrostatiky zahrnujeme nejen problémy tykajici se kapalin v klidu, ale i takové jejich pohyby,
rovnéz v ramci hydrostatiky. Jelikoz je kapalina tekutd, zaujima pii tomto pohybu tvar, ktery zévisi na
ptislusném silovém poli - v daném pfipad¢€ na poli odstedivych a gravitacnich sil (z hlediska neinercialniho
soufadného systému, spojeného s kapalinou). Ob¢ pole jsou prikladem potencialového pole, proto zakladnim
problémem hydrostatiky je formulovani rovnovahy kapaliny za ptitomnosti potencialovych poli. Zakladni pojmy

a zékony jsou obsazené ve vétach 15.1-15.4.

15.1 Uvazujme o urCitém mnozstvi idealni
Zékladni zdkon hydrostatiky zni: soudet kapaliny (obr. 15.1), kterd se nachazi
hydrostatického tlaku a potencidlni energie v potencidlovém poli (napf. v gravitatnim poli,

jednotkového objemu kapaliny pV je konstantni, v poli odstfedivych sil apod.), které je

fo je charakterizovano potencialem V. Na kazdy element
povrchu této kapaliny dS pilsobi okolni kapalina

p+pV=rkonst, (15.1) silou

dF, = -pdS,

kde p je mérna hmotnost kapaliny a V je potencial

silového pole (definovany vétou 11.22). takze na celou uvazovanou plochu ohranicujici

kapalinu pasobi sila
15.2



vrN s

stejné (p = konst).

15.3
Rozdil tlakd ve dvou bodech kapaliny je urcen
vztahem

ppy=p- (V- 7), (15.2)

kde V| a V, jsou potencialy silového pole v mistech
la2.

Obr. 15.1 MySleny uzavieny objem kapaliny v silovém poli

ARCHIMEDES, 287-212 ptfed n.l., ftecky
matematik a fyzik. Zabyval se zejména mechanikou,
zaklady hydrostatiky. Objevil znamy a po ném
pojmenovany zakon o nadlehCovani téles
ponotenych do kapaliny.
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F,= “L’ pas. (15.3)

Jelikoz kazdy element kapaliny se nachazi v
silovém poli, pusobi na né&j podle vztahu (11.28)
sila

kde jsme potencidlni energii Wp elementu s
hmotnosti dm vyjadrili Wp = pVdrz kde d7 je

F,= —gdep= -p(gradVydr,

element objemu a mérnou hmotnost 0 povazujeme
za konstantni v celém objemu. Celkova sila

silového pole je proto

F,= -fp(gmd V) drt. (15.4)

wov e

pusobici na zkoumanou kapalinu hmotnosti

m= | pd Trovna soucinu této hmotnosti a zrychleni

~¢pdS-p [ (gradV)ds -

=afpd1:.

(15.5)

wov e

Jestlize pretransformujeme prvy integral
na objemovy vyuzitim Gaussovy-Ostrogradského

véty (7.7) dostaneme rovnici

—f(gradp)d‘l: - pf(gradV)d‘l:

=afpd1:,
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z které vyplyva vztah

F,

T

pa=-grad(pV+p). (15.6)

Jelikoz jsme rovnovéahu kapaliny definovali jako

_ nepohybuje, je a= 0. Z rovnice (15.6) potom pfimo
_ vyplyva zakladni rovnice hydrostatiky ve tvaru

.y (15.1). Z ni vyplyva n€kolik vSeobecné znamych
‘ " ‘ dasledkt. Je-li napt. tlak v kapalin¢ dostate¢né

/ / / / / / '/ velky (v dusledku napf. stlaceni), mtize byt p>>pV.
V takovém pfipad¢ je podle rovnice (15.1) vSude

F1 splnény vztah p = konst, coz je Pascaliv zakon.

— . Na tomto principu je zaloZena CcCinnost tzv.
Obr. 15.2 Principy hydraulického lisu hydraulického lisu, kapalinovych brzd, atd.
Abychom doséhli v kapaliné tlaku p,
musime na pist prifezu S; pusobit silou F; = pS;
(obr. 15.2). V dasledku nestlacitelnosti kapaliny a
Pascalova zakona vyviji kapalina na jiny pist 2
prifezu S, silu F, = pS,, takze plati rovnice

F,=F

2 1

SZ
. 15.
< (15.7)

1

Sila vyvijena pistem o priifezu S, je tedy tolikrat
vetsi nez sila, kterou tla¢ime na pist prifezu S,
kolikrat ma pist 2 vétsi prifez nez pist 1. Prace sil
obou pistl je stejna.

Vztah (15.2) je rovnéZz jednoduchym
disledkem zakladniho zakona (15.1). Dostaneme ho
odectenim rovnic (15.1) napsanych pro dvé rizna
mista v kapalin€. Zajimavéejsi a znaméjsi jsou
aplikace tohoto vztahu na konkrétni pfipady.
Jestlize vyjadtime potencial tihového pole vztahem
V = -gh, dostaneme pro tlak v hloubce h pod
hladinou kapaliny vztah
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Obr. 15.3 K odvozeni Archimedova zakona

p=p(h)-p(0)=pgh (15.8)

a aplikaci tohoto vztahu pro téleso ponofené do kapaliny (napf. kvadr o zakladné plochy S a vysce h) ziskame
vztah pro silu, kterou piisobi kapalina na téleso (obr. 15.3)

F=F -F,=S(h,-h)gp=g1p, (15.9)

kde T je objem ponoifeného télesa. Tento vztah vyjadiuje znamy Archimedtv zakon: téleso ponoiené do kapaliny
je nadlehCovano silou, kterd je rovna tize vytlacené kapaliny.

Chovani kapaliny v rotujici nddobé nejlépe popiSeme v neinercilni souradné soustaveé pomoci potencialt
pusobicich sil. V ptipadé potenciadlového pole odstiedivych sil je potencialni energie definovana vztahem
(11.26) na zaklade (11.4)

W =- fmr(ozdr= - lmrzooz,
P 2

(]

takze potencial tohoto pole je V = -r2 @?/2. Pro rozdil tlak{ ve dvou rozli¢nych mistech rotujici kapaliny vychazi
potom podle vztahu (15.2)

1 5 (2 2)
Pz‘Pl—E‘*’ P\~ 1) (15.10)

Jestlize z rovnice (15.1) vyjadiime diferencial tlaku vztahem dp = -pdV a diferencial potencialni energie de
vztahem (11.38), tj. dV = dr. grad V, dostaneme pro zménu tlaku na rozhrani dvou tekutin s mérnymi
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hmotnostmi 0; a 0, rovnici

dp=-p,dr.gradV,=-p,dr.gradV,

v které vektor dr zna¢i priristek polohového vektoru v roviné rozhrani. Je proto spravna i rovnice
(p2 - 91) dr.gradV=0,

ktera je splnéna jen tehdy, je-li grad V = 0, tj. V = konst. Jinymi slovy: rozhrani dvou tekutin s rozli¢nymi
mérnymi hmotnostmi je ekvipotencialni hladinou. Rotuje-li tedy kapalina v gravitacnim poli, je celkovy
potencial

V = hg-r2@?/2 kde h je vyska kapaliny a podle pravé odvozené véty musi byt jeji povrch ekvipotencidlni
hladinou. Plati proto rovnice

hg - %r2w2= C=h,g,

kde h, znaci vysku hladiny v ose rotace. Hladina rotujici kapaliny proto zaujme tvar rota¢niho paraboloidu
vyjadieného rovnici

1
h=h,+—riw?’. (15.11)
2g

Tento dusledek se prakticky vyuziva pii vyrobé parabolickych zrcadel.

15.2 Hydrodynamika idealni tekutiny

V této ¢asti odvodime zakladni rovnice, které popisuji takovy pohyb idealni kapaliny, pti kterém i t€zisté
systému méni svou polohu (véty 15.4 az 15.7). Vychodiskem nam bude zakladni pohybova rovnice (15.6),
ktera byla odvozena v predchazejicim ¢lanku.

15.4 Eulerovu rovnici (15.12) odvodime z
Eulerova rovnice pro pohyb kapaliny ma tvar obecné rovnice (15.6) tak, ze z ni vyjadiime vektor
zrychleni pomoci vektoru rychlosti. Pohyb kapaliny
Q +v.gradV=-gradV - l gradp. je popsan polem vektorti rychlosti (zavislosti
o1 P vektoru rychlosti na polohovém vektoru). Obecné je
(15.12) rychlost jednotlivych ¢asti kapaliny (kapek) funkci
prostorovych soufadnic a ¢asu, to je V=V(X, Y, z, ).
Diferencial vektoru rychlosti je proto urcen

15.5 vyrazem

Bernoulliova rovnice ma tvar



%pv2+pV+p=konst. (15.13)

15.6

Hydrodynamicky tlak py v daném misté proudici
kapaliny je hydrostaticky tlak p; zmenSeny o
kinetickou energii objemové jednotky kapaliny

1 >
prs—gpv . (15.14)

15.7
Vytokova rychlost kapaliny v je urCena vztahem

N =

(15.15)

R

kde p a V, jsou tlak a potencidl na povrchu
kapaliny, V, potencial v misté vytoku.

Obr. 15.4 Hydrostaticky pg a hydrodynamicky p tlak
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Posledni tii cleny mizeme vyjadrit ve tvaru sou¢inu
dr.grad v, takZe vektor zrychleni a = dv/dt je

a=ﬂ +£.gradv=a—: +v.gradv.

ot dt

(15.16)

Dosazenim tohoto vyjadfeni zrychleni do rovnice
(15.6) dostaneme rovnici (15.12), ktera se nazyva
Eulerova rovnice.

Tato rovnice popisuje pohyb kapaliny,
pii kterém mohou vznikat obecné i tzv. viry.
Vidime vsak, Ze v tomto pifipad¢ je problém velmi
slozity, protoze veli¢ina grad v je tenzor. Za
uréitych podminek mulizeme tuto obtiz obejit.
Piipomenime, ze podle vysledki uvedenych ve
vektorové algebfe miizeme psat
grad (a.b) =a.grad b + b.grad a + axrot b + bxrot a,
takze pfi a = b = v plati rovnice

gradv?=2v.gradv +2vxrot v.
(15.17)

Vidime, ze rovnice (15.12) by se znacné
zjednodusila, kdyby se posledni ¢len predchazejici
rovnice rovnal nule, to je, kdyby platilo rot v = 0.
MuZzeme se presvedCit o tom, Ze piitomnost tohoto
¢lenu znadi pfitomnost virové slozky v pohybu
kapaliny. Polozime-li tedy rot v = 0, budeme mit na
mysli jen nevirové proudéni kapaliny. Pro toto
proudéni odvodime z Eulerovy rovnice jednodussi
Bernoulliovu rovnici (15.13) platnou pro ustaleny
stav kapaliny. Jestlize zrovnice (15.17) vypocitame
vyraz v.grad vV a dosadime do rovnice (15.12),

02¥ 4 Lo gradv? = - grad(p v+ p).
ot 2
(15.18)
ziskdme rovnici
V ustaleném stavu je Ov/0t = 0, takze pro



Obr. 15.5 Zména rychlosti toku kapaliny pfizméné plochy
prafezu toku
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Obr. 15.6 Vytok kapaliny z nadoby s otvorem

P2

EULER Leonard (oiler), 1707-1783, Svycarsky
matematik a fyzik, dlouhy Cas ptisobil v Petrohrade.
Jeho mimofadné rozsahlé dilo (vydal asi 800 spisit)
zahrnuje témét vSechny oblasti matematoky a
mnohé problémy tehdejsi fyziky, pticemz ve fyzice
v maximalni mife vyuzival matematicky aparat.
Krom¢é védecké prace ve fyzice a matematice
studoval jeSté orientdlni jazyky a zabyval se
medicinou.

BERNOULLI Daniel 1700-1782,
Svycarsky matematik a fyzik, vyznamny prikopnik

(bernuji),

v teorii a aplikacich parcialnich diferencialnich

rovnic. Nejméné ddlezité jsou jeho prace
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nestlacitelnou kapalinu se tato rovnice redukuje
na tvar

grad(%pv2+pV+p] =0.

Skute¢né tedy plati rovnice (15.13). Rik4, Ze pfi
ustaleném a nevirovém proudéni kapaliny je soucet
kinetické a potencialni energie objemové jednotky
kapaliny a tlaku vSude stejny.

Uvazujme o dvou situacich znazornénych
na obr. 15.4. V prvém (a) je kapalina v oblasti, kde
méfime tlak, v klidu, v druhém piipad¢ se tam
pohybuje rychlosti v. Jelikoz v obou mistech ma
kapalina stejny potencial, miizeme Bernoulliovu
rovnici pro piipad a), resp. pro piipad b) psat
ve tvaru

pV+p=C
1 2
pV+p,+ —pv-=C,
2
z kterych vyplyva, Zze tlak méfeny za pohybu

kapaliny (tzv. hydrodynamicky tlak p,) je urCen
pomoci hydrostatického tlaku p, vztahem

1 2
b;=p;— 7PV,
2
coz je rovnice (15.14). Z ni vyplyva,

ze hydrodynamicky tlak je vzdy mensi nez
hydrostaticky tlak a pii velkych rychlostech
proudéni muze nabyt i zaporné hodnoty. V tom
ptipadé¢ kapalina vlbec nevystoupi z otvoru,
naopak, objevi se sani, ¢ehoz se vyuziva v tzv.
vodnich vyvévach, rozpraSovacich apod. Velkou
rychlost proudéni muizeme dosahnout z(Zenim
otvoru na zéklad¢ tzv. rovnice spojitosti pro
ustalené proudéni, ktera ma tvar S.v = konst, kde S
je prufez. Pro dva rizné prufezy (obr. 15.5) tedy
plati

S,v=8,v,, (15.19)

takze rychlost v, = v (§/S,) je tolikrat vetsi jako
rychlost v;, kolikrat je prifez S, men$i neZ prifez
S
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z hydrodynamiky, zejména jeho rovnice, Prozkoumejme jest¢ vytok kapaliny
ktera vyjadfuje zdkon zachovani mechanické z nadoby s otvorem v hloubce h pod hladinou

(obr. 15.6). Bernoulliova rovnice napsana pro

energie pro proudici kapalinu. Podobné jako i ; L -
hladinu a misto, ve kterém je otvor, maji tvar

L.Euler pracoval nékolik let v petrohradské
akademii véd.

1
Epv12+pV1+p1:C

1 2
Ep%+p@+m=C.

Je-li otvor tak maly, Ze pohyb hladiny miizeme zanedbat, je v; = 0. Tlak v misté vytoku klesne na hodnotu
barometrického tlaku a stejny tlak na hladiné oznac¢ime jednoduse p. Za téchto podminek lehce dostaneme
zuvedenych rovnic vztah (15.15) pro rychlost vytoku. Je-li barometricky tlak vii¢i ostatnim tlakiim zanedbatelny
a kapalina je umisténa v tthovém poli zemském, je V-V, = hg, takZe pro vytokovou rychlost dostaneme znamy
vzorec

N =

v=(2gh)?, (15.20)

ktery se nazyva Torricelliho vztah



