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ELEKTROMAGNETICKE POLE

V kapitolach o elektrostatickom a magnetickom poli sa neuvazovalo s €asovymi
zmenami tychto poli. Ak sa magnetické pole s ¢asom zacne menit, indukuje sa
v priestore elektrické pole a naopak, ak sa meni elektrické pole, vznikd pole
magnetické. Cielom kapitoly je opisat’ tieto javy. Zdkladnym z tychto javov je
elektromagneticka indukcia, ktorej je venovand prva podkapitola. V druhej
podkapitole st odvodené dve Maxwellove rovnice, ktoré sit matematickym vyjadrenim
suvislosti medzi ¢asovo premennymi elektrickymi a magnetickymi poliami. V tejto
podkapitole st d’alej zhrnuté vSetky zadkladné rovnice tykajice sa elektromagnetickych
javov — Styri Maxwellove rovnice, Ohmov zakon v diferencialnom tvare ako aj vztahy
medzi vektormi opisujicimi elektromagnetické pole E a B, pomocnymi vektormi pola
D,H a vektormi opisujucimi elektrické a magnetické vlastnosti materidlov, t. j.
vektorom elektrickej polarizacie P a vektorom magnetizacie M . Tretia podkapitola sa
zaoberd elektromagnetickym vlnenim, odvodenim prislusnej vlnovej rovnice,
poukazuje na niektoré vlastnosti elektromagnetickych vin, napr. polarizaciu a su v nej
odvodené vztahy vyjadrujice kolko energie prenasa elektromagneticka vina.

Potrebné vedomosti

Pred stidiom tejto kapitoly je potrebné dobre ovladat’ pojmy, veli¢iny a vztahy
z elektrostatiky a magnetostatiky, ako intenzita, potencidl, energia v elektrostatickom
poli, Gaussov zdkon, Biotov-Savartov-Laplaceov vzorec, javy v dielektriku
a v magnetickom prostredi. Treba ovladat’ rovnicu spojitosti elektrického prudu,
Kirchhoffove zdkony a Ohmov zdkon v diferencidlnom tvare. Nevyhnutnou
podmienkou je ovladanie diferencialnych a integralnych operacii z vektorového poctu.
Na zvladnutie poslednej podkapitoly je potrebné poznat’ vinovl rovnicu.
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11.1 Elektromagneticka indukcia

Krucové slova

Faradayov zakon elektromagnetickej indukcie, Lenzovo pravidlo, vlastna
a vzajomna indukcénost, vznik striedavého napitia, magnetickd energia, objemova
hustota energie magnetického pol'a

11.1.1 Zakladné vztahy

Elektromagnetickti indukciu objavil Michael Faraday v prvej tretine XIX.
storocCia. Vysledky svojich experimentov publikoval v roku 1831.

Pri elektromagnetickej indukcii rozhodujucou veli¢inou je magneticky tok
definovany uz v kapitole 10. ako integral vektora magnetickej indukcie B cez
ohrani¢ent orientovanu plochu:

@ = jfB-dS. (11.1.1.1)

Faradayove experimentalne vysledky mozno zhrnut vetou - ,Indukované
elektromotorické napiitie v uzavretom vodici vinika vtedy, ked’ sa meni magneticky
tok @ cez plochu ohranic¢enu vodi¢om*.

Zmenu magnetického toku plochou ohrani¢enou uzavretym nepohybujucim sa
vodiCom (zavitom, cievkou) mozno dosiahnut’ niekol’kymi spdsobmi, ktoré mozno
uviest’ tymito prikladmi

e priblizovanim permanentného magnetu k cievke, alebo vzd’alovanim od nej,

e zmenou velkosti elektrického prudu v susednej cievke (dve cievky vedla seba,
v jednej menime vel'kost’ pradu),

e zmenou magnetickej vizby medzi cievkami, postvanim feromagnetického jadra
medzi dvomi cievkami.

Ako experimentalne zistil uz M. Faraday, elektromotorické napétie U; induko-
vané vo vSetkych uvedenych experimentoch sa dé vyjadrit’ vztahom

U; = 4P 11.1.1.2
¢o je matematicka formulacia Faradayovho zakona elektromagnetickej indukcie —
Faradayova formula, Faradayov vzorec. V sustave SI jednotkou magnetického toku

je weber, indukovaného elektromotorického napitia volt.

Poznamka: Indukované elektromotorické napdtie by sme namerali ako rozdiel
potencidalov keby sme do obvodu tvoreného uzavretym vodicom zaradili idedlny
voltmeter, a teda obvod prerusili.




Vsetky tri vysSie uvedené priklady sa tykali zmeny magnetického toku
v nepohybujliicom sa zavite (cievke). Indukované napétie v zavite vSak moze vzniknat
aj pri jeho pohybe v nehomogénnom magnetickom poli, alebo pri jeho deformacii,
ktora vedie k zmene velkosti plochy ohrani¢enej zavitom. Tieto dva pripady
predstavuji odliSny mechanizmus vzniku napétia, od predtym uvedeného, ide o silové
pOsobenie magnetického pol'a na naboje vo vodicoch, ktoré sa vzhl'adom na
pozorovatel’a pohybuju. Tento mechanizmus bude opisany v ¢lanku 11.1.3.

Ked’ sa v Casti priestoru zacne menit’ magnetické pole, vznika tam — indukuje sa,
elektrické pole charakterizované intenzitou E. Toto pole nemd radialny charakter ako
v okoli bodového nédboja, ale je to virové pole, v ktorom rot E sa nerovna nule (obrazok
1.3.5.1 v kapitole o vektoroch). Ked’ sa v takomto poli nachddza uzavrety kruhovy vodi¢
(zavit), tak virové pole urychl'uje nabité ¢astice pozdiz vodi¢a — intenzita E posobi
v iom tangencidlne, a vyvold indukovany elektricky prud. Indukované elektrické
pole, pri jednom obehu naboja ¢ pozdiz uzavretého kruhového vodica, vykona pracu
A= QSK qE - dr. Indukované -elektromotorické napdtie vo Faradayovom zdkone

zodpoveda tejto praci vykonanej na jednotkovom ndboji apreto sa vyjadruje ako
integral intenzity E indukovaného elektrického pola po uzavretej krivke pozdiz celej
slucky:

A
U === 9€E dr, (11.1.1.3)
q K

kde orientacia krivky K suvisi s orientaciou plochy S z rovnice (11.1.1.1) podl'a pravidla
pravej ruky. Tento vzt'ah je analogiou vzt'ahu (9.2.4.3) z ¢lanku o elektromotorickom
napéti, kde pric¢inou vzniku pradu boli chemické procesy. Tu je pri¢inou virové
elektrické pole.

Indukovany prid ma taky smer, Ze nim generované magnetické pole sa snazi
zachovat’ pdvodné magnetické pole. To mozno vyjadrit’ aj inak - indukovany elektricky
prud svojimi magnetickymi ucinkami posobi proti zmendam, ktoré ho vyvolali. Tuto
skuto¢nost’ objavil v roku 1834 nemecky fyzik H. F. E. Lenz, posobiaci v Petrohrade,
preto sa nazyva Lenzovo pravidlo, alebo Lenzov ziakon.

Predchadzajice tivahy, suvisiace so vztahmi (11.1.1.2) a (11.1.1.3), sa tykaja
situacie, ked’ sa slu¢ka vzhl'adom na pozorovatel'a nepohybuje a meni sa magnetické
pole. Ak sa vodi¢ nachadza v magnetickom poli sindukciou B, a vzhladom na
pozorovatela sa pohybuje rychlostou v, potom na Castice s ndbojom Q, ktore sa v iom
nachadzaju, posobi magneticka sila F,, = Qv X B (pozri ¢lanok 10.1.1). Podiel F,,/Q
tejto sily a ndboja ma rovnaky rozmer ako intenzita elektrick¢ho pola, ale nemo6ze sa
s nou stotoznit’. V uzavretej slucke, ktord sa pohybuje v nehomogénnom poli, alebo sa
deformuje tak, Zze sa meni obsah plochy ohrani¢enej sluckou, sila F,,, vedie k vzniku
elektromotorického napéitia. Aj tento mechanizmus sa da opisat’ zmenou magnetického
toku cez plochu ohrani¢enti sluckou (11.1.1.2). PodrobnejSie je vznik -elektro-
motorického napitia opisany v dodatku D1.



Priklad 11.1.1.1 Rovinna slucka tvorend vodicom ohranicuje plochu vel’kosti S=15
cm?. Nachadza sa v homogénnom magnetickom poli s magnetickou indukciou B. Vektor
B zviera s normalou na rovinu slucky uhol ¢ = 60° . Velkost' vektora B sa zacala
s ¢asom linearne zmensSovat’, v ¢ase t, = 0 bolajeho velkost B, = 0,5 Tav Case t; =
3s uzlen B; = 0,2 T. Vypocitajte indukované napitie v slucke.

RieSenie:  Indukované napitie vypocitame pomocou vztahu (11.1.1.2), pricom
magneticky tok, ktory vo vzt'ahu vystupuje, budeme pocitat’ podl'a vzt'ahu (11.1.1.1).
V homogénnom poli je vektor B konStantny, mozno ho dat’ pred integral. Integral
potom vyjadruje vektorovy sucet elementarnych ploch dS, ¢o je vektor §, ktory je na
rovinu slucky kolmy a ktor¢ho velkost’ zodpoveda plosnému obsahu plochy ohranicene;j
sluckou. Tak dostaneme @ = B-S = B Scos ¢. Velkost’ vektora B sa s ¢asom
linearne meni, preto B = B, + kt . KonS$tantu k ziskame, ak vyuzijeme znamu hodnotu
By v Ccase t;: B = B,+ kB, , odkial k = (B;-B,)/ ty a potom
B=B,+ t(B;-B,)/t;. Pre magneticky tok potom plati @ = B Scos ¢ =
=(Scosp)B,+ t(B;- B,)/t;]- Indukované napitie ziskame derivaciou
posledného vzt'ahu podla casu: U; =- (S cos 9)[ B, + (B; - B,)/t;]- Po dosadeni
¢iselnych hodndt U; = 5x 1075 V.

Priklad 11.1.1.2 'V homogénnom magnetickom poli

s magnetickou indukciou B sa konStantnou uhlovou “
rychlostou @ otaca pravouhly zavit s rozmermi a, b. Otaca B
sa okolo osi kolmej na vektor B, ktora lezi v rovine zavitu J
a prechadza stredmi stran s dizkou b. Vypotitajte, aké | a p
elektromotorické napétie sa indukuje v zdvite, a aki ma b 3
maximalnu hodnotu.

Obr. 11.1.1.1

RieSenie: Pouzijeme vztah (11.1.1.2) U; =- (d@/dt),

pricom magneticky tok vyjadrime ako skalarny su¢in @ = B-S§ = BS cos . Uhol fsa
s ¢asom meni, pricom plati f = wt, takze aj magneticky tok cez plochu ohrani¢ent
zavitom sa meni: @ = BS cos (wt). Indukované napitie vypocitame derivaciou
magnetického toku podla Casu:

d
U, =- (d—f) = + BSw sin (wt) = Upa Sin (wt) .
Vypoctom sme ziskali aj maximdlne indukované napitie: U,y = BSw = Babw .

Uvedeny priklad 11.1.2.2 predstavuje princip vzniku striedavého sinusového napiitia,
aké sa generuje v alternatoroch.




Kontrolné otazky

Napiste definiciu magnetického toku a uvedte jeho jednotku.
Akymi experimentmi mozno dokumentovat elektromagneticku indukciu?
Slovne vyjadrite Lenzovo pravidlo.

AN bh o~

Napiste Faradayov vztah vyjadrujuci indukované elektrické napiitie.

11.1.2 Vyznam zaporného znamienka vo Faradayovom zakone

Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat’, ze zdporné znamienko vo Faradayovom
zakone elektromagnetickej indukcie suvisi iba s Lenzovym pravidlom. Indukovany
elektricky prid svojimi magnetickymi G¢inkami sa snazi zabranit’ zmene, ktord ho
vyvolala, posobi proti nej, ¢o vyvolava pocit, Ze indukované
elektromotorické napitie musi mat’ zaporné znamienko.

Na obrazku je zndzorneny uzavrety kruhovy vodi¢ (zavit),
nachadzajici sa v magnetickom poli. Magneticka indukcia
nech sa s ¢asom zvicsuje. Vektor magnetickej indukcie B,
zodpoveda casovému okamihu t;, vektor B, okamihu
t, > t; (vektory nech st pre jednoduchost’ kolmé na rovinu

Obr. 11.1.2.1 zavitu). Podla Lenzovho pravidla pri takejto zmene

magnetického pola sa vo vodic¢i indukuje elektricky prud,

ktoré¢ho smer je na obrazku naznaceny ¢iarkovanymi Sipkami. Rovnaky smer musi mat’

aj intenzita indukovaného elektrického pola E , ktord podl'a naSich predstav posobi na
nosice elektrického naboja vo vodici a tak vyvolava indukovany prad.

Indukované elektromotorické napitie vyjadrime jednak ako integral intenzity E

po uzavretej krivke totoznej s vodi€om (vztah 11.1.1.3), jednak pomocou Faradayovho

vzorca (11.1.1.2):

do . (B,—B;)'S
U; = ng-dr = ——=— lim , (11.1.2.1)

dt ty oty t, — 4
kde S predstavuje vektor priradeny ploche ohranicenej vodicom. Smer vektora S je na
obrazku zvoleny podl'a pravidla pravej ruky s ohladom na smer indukovaného pradu.
Ak v krivkovom integrali vektory E a dr st suhlasne rovnobezné, t. j. integrujeme
v smere vektora E , vysledkom integracie je kladné Cislo. Vtedy aj na druhej strane
rovnosti musi byt kladné ¢islo, takze vyraz za limitou musi byt zaporny. Kedze
menovatel je kladny, lebo (t, — t;) > 0, zdporny musi byt Citatel’, t. j. skalarny sucin
(B, —B;)+-S. To znamena, Ze vektor § musi mat opa¢ny smer ako vektor
(B, — B,), tak ako je to naznac¢ené na obrazku.

Smer vektora § a smer integracie teda navzajom suvisia, pri¢om tato suvislost’
sa d& vyjadrit’ pomocou pravotocivej skrutky (pravidla pravej ruky). Ak by sme smer
vektora S zmenili na opatny, vo Faradayovom zikone by sme museli zaporné
znamienko zmenit’ na kladné. Preto zdporné znamienko vo Faradayovom zdkone nie
je dosledkom iba Lenzovho pravidla, ale aj dohody o vol’be smeru vektora



S vzhladom na smer integrdcie pozdli hraniénej krivky plochy S podlPa pravidla
pravej ruky.

Kontrolné otazky

1. Preco vo Faradayovom zakone elektromagnetickej indukcie vystupuje zaporné
znamienko?

2. Ako by sa zmenil Faradayov zdakon, keby sme namiesto pravotocivej sustavy
pouzivali lavotocivu?

3. Ako suvisi zaporné znamienko vo Faradayovom zdkone s Lenzovym pravidlom?

11.1. 3 Napitie vznikajice na pohybujtcich sa vodi¢och

Otvoreny vodi¢

Na obrazku 11.1.3.1 je nakreslend Cast’ vodic¢a As
pohybujiceho sa v magnetickom poli rychlostou
v. Nech v tomto malom priestore vektor
magnetickej indukcie B  je konStantny a nech
smeruje kolmo zhora na rovinu papiera. Na vol'ny
elektricky naboj g v tomto useku vodica posobi
magneticka sila F,, = qu X B, ktora kladné

Obr. 11.1.3.1 naboje postva svojim smerom v smere Sipky

k bodu B, zaporné naboje opaénym smerom.

Sila F,, je v podstate motoricka sila (pozri ¢lanok 9.2.4 o elektromotorickom
napéti). Jej posobenim dochadza k separacii kladnych a zdpornych nabojov, smeruju
k opaénym koncom vodica, vo vodic¢i vznika elektrické pole, ktorého vektor intenzity E
ma opaény smer ako sila F,,. Ak vodi¢ ma diZku As, tak velkost prace 4 sily F,
potrebnej na premiestnenie (kladného) naboja g z jedného konca vodi¢a na druhy,
vypocitame ako integral

As As
A= f F, -dr = (quvx B) - dr. (11.1.3.1)
0 0
Rozdiel potencialov, teda napatie medzi koncami vodica je podiel tejto prace a velkosti
prenesen¢ho naboja (¢lanok o elektromotorickom napiéti, vzt'ah 9.2.4.1):

A As As

U=—= (F,,/q) -dr=j (vxB)-dr. (11.1.3.2)

q 0 0
Vzt'ah upravime. Predpokladajme, Ze na kratkom tseku vodi¢a dizky As, chapanom ako
vektor As , sa rychlost’ v ani vektor B nemenia; potom plati:



As
U= (vxB)-dr = (vXB)-As.
0
Ak vektory v a B zvieraju uhol a a vektor (v X B) s vektorom As uhol £, potom tento

vysledok zapiSeme v tvare
U = vBAs sin(a)cos(B),

Co v pripade ¢ = m/2 a f = 0 vedie na uzito¢ny vzt'ah

U = vBAs. (11.1.3.3)

Priklad 11.1.3.1 V homogénnom magnetickom poli
s indukciou B rotuje uhlovou rychlostou Bw vodic,

ktory méa dizku ¢ . Rotuje okolo svojho koncového

bodu v rovine, na ktort je kolmy vektor B, takze

vektor w je s nim suhlasne rovnobezny. Vypocitajte
elektrické napitie, ktoré vznika medzi jeho koncami Obr. 11.1.3.2
a uved’te, na ktorom konci vodic¢a bude kladny pol.

Riesenie: Priklad budeme rieSit’ dvomi spdsobmi.
a) Vodi¢ sa pohybuje v magnetickom poli, takZe na naboj velkosti g , nachddzajuci sa
v fiom, pdsobi sila

F,,=quxB=q(wx1r)xB,
t.J.

F,/q=vxB=(wxr)xB,
kde r =rp je polohovy vektor za€inajlci v strede otd€ania a konciaci v 'ubovol'nom
bode vodica, pricom p je jednotkovy vektor stihlasne rovnobezny s vektorom 7. Vektor
T je kolmy na vektory w a B, preto d’alSou Gpravou vzt'ahu, dostaneme:

F,/q=71r(w-B)— w(-B)=1rwB =rwBp,

z ¢oho vyplyva, Ze vektor F,,,/q (teda aj sila pdsobiaca na kladné ndboje) je sthlasne
rovnobezny s vektorom 1. Elektrony nestice zdporny elektricky naboj, sa budu
pohybovat proti smeru vektora F,,,/q , CiZe k stredu otacania, ktory sa stane zdpornym
polom na vodi¢i. Velkost napitia ziskame integraciou od stredu otacania po okraj
vodic€a (vztah (11.1.2.3):

L l
1
U= f (F,,/q) -dr = J rwB dr = Ea)Bl2 : (11.1.3.4)
0 0
b) Rovnaky vysledok dostaneme, ak pouzijeme vztah (11.1.1.2), priCom zmenu
magnetického toku ziskame vyndsobenim magnetickej indukcie prirastkom plochy AS

(na obrazku je vysSrafovand), ktorti opiSe otacajuci sa vodi€ za jednotku casu, resp.
ploSnym obsahom kruhu vydelenym periddou otacania:

10
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Uzavrety vodic

Vztahy (11.1.3.1) az (11.1.3.3) sa tykaji otvorené¢ho vodi¢a pohybujuceho sa
v magnetickom poli. P6sobenim magnetickej sily F,,, sa v iom kladn¢ a zdporné naboje
navzajom separuju, smeruji k opaénym koncom

y . b B . vodi¢a. Vo vodi¢i tak vznikne elektrické pole,
i R i _v_) ktorého intenzita E ma opacny smer ako pdsobiaca
e . magneticka sila F,,. Pohyb nébojov, teda elektricky
' ' X prad v takomto vodi¢i trva velmi kratko, len do

Obr. 11.1.3.3 vytvorenia ~ rovnovdhy  medzi  pdsobiacou

magnetickou silou a vznikajucim elektrickym
polom. V uzavretom vodi¢i, pokial' sa pohybuje v nehomogénnom poli alebo sa
deformuje, takato rovnovéaha sa nevytvori.

Na vedlajsom obrazku, je nakresleny vodi¢ stvarom obdiZnika, ktory sa
pohybuje rychlostou v v magnetickom poli. Vektor magnetickej indukcie B je kolmy
na rovinu vodi¢a a smeruje od nas. Sila F,, = qv X B, pdsobiaca na vol'né naboje vo
vodici, ma smer Giarkovanych $ipok. Pozdiz ramienok rovnobeznych s rychlostou v,
nevyvoldva pohyb nabitych Castic, lebo je na ramienka kolmd. Medzi ich koncami
nevznika elektromotorické napétie, ale ubytok napétia podla Ohmovho zikona
v suvislosti s pretekajicim prudom. Podla vztahu (11.1.3.3) na pravom aj l'avom
ramienku vznikne elektromotorické napitie velkosti U = vBa, kde aje dizka
ramienka. Ak by pole bolo homogénne, tak napdtia na oboch ramienkach by boli
rovnaké, pdsobili by proti sebe, takze prud by slu¢kou netiekol.

V pripade nehomogénneho pola, ked’ v miestach ramienok magneticka indukcia
nema rovnaké hodnoty, (nech v pravom ramienku B, > B;), tak vysledné napétie U
efektivne posobiace v slucke bude sa rovnat’ rozdielu napiti na ramienkach:

U = vaB, —vaB; = va(B, — B,). (11.1.3.6)

Toto napitie je vlastne vysledkom integracie po celom obvode slucky:

U= jﬁ(Fm/q) -dr. (11.1.3.7)

Smer integracie zvolime zhodne so smerom pradu, tak ako v casti 11.1.2. Ked’ B, >
B, , tak prad v slucke bude tiect’ v smere pravej Ciarkovanej Sipky, lebo sila F,,
posobiaca v pravom ramienku je vicSia nez v 'avom. V ramienkach rovnobeznych
s vektorom rychlosti (osou x) je prispevok nulovy, lebo vektory F,, a dr st tam na seba
kolmé. V pravom ramienku je prispevok kladny, v l'avom je zédporny (vektory F,,a dr
majui opacny smer), ale v absolutnej hodnote mensi. Preto je vysledkom celého integralu
kladné hodnota, ako vidno aj zo vztahu (11.1.3.6), takZze

U= jg(Fm/q) -dr = va(B, — B,). (11.1.3.8)
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K rovnakej hodnote mozno dospiet’ aj uvahou o zmene indukéného toku cez
plochu ohrani¢ent zévitom, ktory sa pohybom v nehomogénnom poli meni.

Napitie v zavite vznika aj vtedy, ak sa jeho
tvar deformuje tak, Zze sa pritom meni velkost

T b plochy ohrani¢enej zavitom. To plati aj vtedy, ak sa

: 4 zavit nachddza v homogénnom magnetic-kom poli.
4_ _’ . I . v
Aj vtakomto pripade ide v podstate o vodice
pohybujlice sa v magnetickom poli. Na overenie

tejto skuto€nosti posluzi vypocet napitia, ktore

q----

vznika v obdiznikovom zavite so stranami a, b, pri zmene jeho plo$ného obsahu.

Predstavime si, ze zavit leZi v rovine papiera v homogénnom poli, ktorého vektor
B je kolmy na rovinu papiera a smeruje k nam. Prava a Pava strana obdiZnika nech sa
pohybuju od seba rychlostami v (plné ipky na obrazku), takZe obdiznik zvi¢suje svoj
plosny obsah. Na néboje v tychto stranach zavitu posobi magneticka sila F,,, = qv X B,
ktora urychl'uje kladné naboje vo svojom smere, na obrazku zakreslenom ¢iarkovanymi
Sipkami — v pravom ramienku nadol, v l'avom nahor, takze zavitom tecie prad.

Napitie vznikajice v zavite vypocitame dvojakym spdsobom, najprv integraciou
veli¢iny F,,/q = (v X B) po obvode zavitu, v smere vzniknutého pradu.

Integraciou po jednej zo stran obdiznika ziskame vysledok (podl'a vztahu
11.1.3.3):

a
J (vx B)-dr = +vBa.
0

Vyslednda hodnota je kladnd, lebo vektor dr, teda smer integracie, je sthlasne
rovnobezny s vektorom F,, . Integral po celom obvode obdiznika poskytne hodnotu:

jg(v X B) -dr = +2vBa. (11.1.3.9)

Pri druhom spdsobe pojde o vypocet napitia zo zmeny magnetického toku.
V homogénnom poli, teda v uvazovanom pripade, ked’ vektor indukcie ma vSade
rovnakll velkost, sa zmena velkosti magnetick¢ho toku da dosiahnut’ len zmenou
velkosti plochy ohrani¢enej zavitom. Pri rychlosti v pohybu boénych stran obdiznika,
prirastok vel'kosti plochy za ¢asovy interval At predstavuje hodnotu

AS = 2avAt.

Magneticky tok pocitame ako skalarny sicin vektora magnetickej indukcie B
s vektorom § priradenym prisluSnej ploche. Smer vektora § zvolime podla pravidla
pravej ruky v sulade so smerom vzniknutého pradu, takZze bude smerovat’ od nés, za
rovinu papiera, t. j. proti vektoru B. Preto ich skaldrny sucin je zaporny. Aj vektor AS
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predstavujuci prirastok velkosti plochy AS = §, — §; ma smer za rovinu papiera, takze
zéporny je aj skalarny stucin

A®=B-(S,—S;) =B-AS= —BAS = —2BavAt,
odkial
dd  Ad

ar T athar T A

Takze po porovnani so vztahom (11.1.3.9) plati:

do
7€(Fm/q)-dr= jg(va)-dr= —I (11.1.3.10)
Tento vysledok potvrdzuje skuto¢nost, Ze vypocet napitia aj pri deformacii
uzavretej slucky vedie k vysledku zhodnému so vztahom (11.1.1.2), sformulovanému
Faradayom.

Na zéaklade prikladov uvedenych v tomto ¢lanku o pohybe uzavretého vodica
v magnetickom poli mézeme konStatovat', Ze hoci vznik elektromotorického napiitia
je v tychto pripadoch podmieneny posobenim magnetickej sily, prud v uzavretom
vodici vznika aZ vtedy, ked’ sa meni magneticky tok cez plochu ohranicenu vodicom.

Je vhodné znovu pripomenut’, ze vS§eobecny vypocet indukovaného elektromo-
torického napitia v slucke (zavite) je dosledne matematicky odvodeny v dodatku D1
tejto kapitoly.

Kontrolné otazky

1. Existuje suvislost medzi Faradayovym vztahom pre indukované napdtie a vztahom
pre napdtie medzi koncami vodica pohybujiiceho sa magnetickym polom?

2. Méze otacanim priameho vodica v magnetickom poli vzniknut medzi jeho koncami
elektrické napdtie? Vznikne v pripade, ked je os otacania kolma na vektor
magnetickej indukcie?

3. Moze otacanie uzavretého vodica v homogénnom magnetickom poli zapricinit pohyb
elektrického ndaboja v nom?

4. Aku polohu musi mat’ os otacania kruhového zavitu vzhladom na rovinu zavitu
a vzhladom na vonkajsie magnetické pole, aby sa v nom indukovalo maximalne
mozné elektrické napdtie?

5. Moze v wuzavretom vodici, oticajucom sa jednym smerom Vv homogénnom
magnetickom poli, vzniknut striedavé elektrické napdtie?
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11.1.4 Vlastna a vzajomna indukénost’

Magneticky tok @ cez plochu ohranic¢ent zdvitom (uzavretym vodi€om, napr. aj
cievkou) moze byt vyvolany permanentnym magnetom nachadzajucim sa v blizkosti
zavitu, ale aj elektrickym pridom prechddzajucim bud’ samotnym zéavitom, alebo
vodi¢om nachddzajucim sa v jeho blizkosti. Ak je magneticky tok @ prechadzajuci
zavitom budeny elektrickym pradom I, zapisuje sa tento vztah v tvare

@ =1I. (11.1.4.1)

Ak je magneticky tok budeny prudom prechadzajucim cez ten isty uzavrety vodic
(zavit), potom L je vlastna indukcénost’, ak pradom teclcim cez iny vodic, ide
o vzajomnu indukénost’, pricom sa pouZziva oznacenie M, alebo L,,, .

Posudime tieto dva pripady —
podl'a obrazku, kde pre jednoduchost’ st
uzavreté vodice nakreslené len ako dva
zavity. Prvym zavitom prechadza prud

]1 — - 12
11 ) druh},]m 12 . Obr- 11.1.4.1

Magneticky tok je definovany integralom

(D=ffSB-dS

pricom vektor magnetickej indukcie B sa pocita podla Biotovho-Savartovho-
Laplaceovho vzorca. Vektor B; v okoli prvého vodica:

WMo [LdsXxT
L7 a4 r3

Spojenim tychto dvoch vzt'ahov ziskame pre magneticky tok @,; prechadzajuci cez
plochu ohrani¢ent druhym zévitom, ale vyvolany pradom v prvom zavite:

@21—sz31 ds, _fLZL}n[ngldsxr] as, _Ilffsz hgdsxr N

@21 = 11L21 ) (11.1.4.2)

kde L,, , teda plosny integral cez plochu S, , je vzdjomna indukénost’ dvoch zavitov.
Podobnym postupom mozno ziskat' vzt'ah pre vlastni indukénost, ak namiesto
integracie cez plochu ohrani¢enu druhym vodi¢om, integrujeme vektor B, cez plochu
ohrani¢entl prvym vodi¢om.

Vychadzajuc zo vztahu (11.1.4.1) a z Faradayovho zdkona pre indukované
elektrické napitie, dostaneme vSeobecny vztah (bez ohl'adu na to, ¢1ide o vlastnu, alebo
vzajomnu indukénost’):
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__d2_ L ar 11.1.4.3
=g - Ly (11.1.4.3)
Podla tohto vzt'ahu, v sulade s Lenzovym pravidlom, sa v cievke s vlastnou induk-
¢nostou L indukuje elektrické napitie, ak sa meni prud, ktory nou prechéadza.

Jednotkou vlastnej 1 vzajomnej indukénosti je henry (H). Vlastnl indukénost’ velkosti
1 H ma cievka, v ktorej sa pri zmene elektrického pridu o 1 ampér za 1 sekundu,
indukuje elektrické napdtie 1 volt.

Priklad 11.1.4.1 Vypocitajte vlastnu
indukcnost’ tenkej toroidalnej cievky, pricom
polomer toroidu je », prierez S, cievka ma N
zavitov a je navinutd na jadre s permeabilitou ¢
u (Obr.).

Riesenie: Najprv treba vypocitat’ intenzitu

magnetického pol'a a magnetickt indukciu
v toroide. Pouzijeme na to zakon celkového Obr. 11.1.4.1
pradu

NI

NI
H-dr = NI H 2nr = NI H=—— B = :
f T = nr = ) = U 2
Magneticky tok cez jeden zavit cievky je @; = BS , cez vSetky zavity spolu
@ = NBS = (uN?S1)/(2xr), odkial na zaklade vztahu (11.1.4.1) pre vlastna
induk¢nost’ L dostaneme
_uN S

L= ) 11.1.4.4
27r ( )

Poznamka: Na zdklade vztahu pre viastnu indukcnost toroidalnej cievky mozeme ziskat
vztah pre viastnu indukcnost velmi dlhého solenoidu, ked namiesto obvodu toroidu 2 mr

dosadime dlzku solenoidu /.

Priklad 11.1.4.2 Vypocitajte, kol’ko zavitov by musela mat’ cievka s tvarom toroidu
bez feromagnetického jadra, aby mala vlastnt indukénost’ L = 0,1 H. Prierez toroidu
S=1cm?, stredny polomer =2 cm.

RieSenie: Na vypocet pouzijeme vztah (11.1.4.4), z ktorého pre pocCet zavitov N
dostaneme N = (L 2nr/Sp)""? , lebo v toroide 2. = 1. Po dosadeni hodndt dostaneme

vysledok N =1 x 10* zavitov.
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Kontrolné otazky

Definujte velicinu vzajomnd indukcnost.

Definujte velicinu viastna indukcnost.

Aky vztah vyjadruje indukované napdtie na cievke s viastnou indukcnostou L?
Ako sa vola jednotka vlastnej indukcnosti v sustave SI ?

SR N~

Ktord cievka ma jednotkovu viastnu indukcnost?

11.1.5 Energia magnetického pola

Uvazime jednoduchy elektricky obvod pozostavajici zo zdroja jednosmerného
prudu s elektromotorickym napitim U,,, a cievky, ktorej vinutie ma elektricky odpor
R avlastnt induk¢énost’ L .

U Po zopnuti spinada za¢ne obvodom prechadzat
cm

elektricky prad, pricom pomery v obvode opiSeme
druhym Kirchhoffovym zdkonom:

i i

| ktory prisposobime tomuto pripadu. V obvode je
Obr. 11.1.5.1 zaradeny jediny rezistor s elektrickym odporom R,

takZe na pravej strane rovnice zostane len ¢len RI. V obvode pdsobia dva zdroje
elektromotorického napitia — jednosmerny zdroj s napédtim U,,, a cievka, v ktorej pri

., o, , d ,
zmene velkosti pradu vznikd indukované napdtie U; = — L (d—i) Po dosadeni do

Kirchhoffovho zakona dostaneme rovnicu:

dl
Uem—L(E) =RI.

Vynésobime ju elektrickym nabojom dQ = 7 dt a tak dostaneme rovnicu
dI
U,,,d0Q — L (&) Idt = RIZdt .

Rovnicu budeme integrovat’:
Q

I t
ermszledl+lezdt .
0 0

0

Na l'avej strane rovnice je vyraz predstavujici energiu, ktort zdroj jednosmerného prudu
dodal do obvodu, ked” obvodom presiel ndboj @Q . Posledny ¢len rovnice (na prave;j
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strane) predstavuje Joulove straty, ktoré vznikli v ¢asovom intervale (0, ¢). Prostredny
¢len v rovnici po uskuto€neni integracie nadobudne tvar

1
W =5 LI%, (11.1.5.1)

a predstavuje energiu magnetického pola, ktoré¢ sa vytvorilo v cievke, resp. v okoli
vodica s induk¢nostou L , ktorym prechadza prud 7 .

Vnuatri v cievke je magnetické pole silnejSie, mimo cievky slabne so
vzdialenostou. Preto sa zavadza veli¢ina (objemova) hustota energie magnetického
poPa, ktora predstavuje energiu pripadajicu na objemovu jednotku a umoziuje vyjadrit
ju ako funkciu polohy. Tuto veli¢inu zavedieme pomocou vypoctu v cievke toroiddlneho
tvaru, kde sa magnetické pole nachddza iba vo vnutri toroidu, mimo neho je magnetické
pole prakticky nulové.

Priklad 11.1.5.1 Vypocitajte energiu magnetického pola v toroidalnej cievke
pozostavajicej z N zavitov navinutych na toroide s kruhovym prierezom S, strednym
polomerom toroidu R a vyrobeného z materidlu s permeabilitou . (Obrazok, aj
Ciastkové vysledky — pozri priklad 11.1.4.1.)

Riesenie: Do vztahu pre energiu dosadime vysledky rieSenia prikladu 11.1.4.1:

1 1 uSN? 1 uNI N1
W, ==-Ll?=-"""_12=-_2""" (2R
m =5 2 2R > 2R 22 527 R),

kde (uNI /27nR) =B je velkost magnetickej indukcie v toroide, (N//27R) je
velkost’ intenzity magnetického pol'a H v toroide a (S 27 R) predstavuje priblizne
objem toroidu. Ak rovnicu vydelime objemom toroidu, dostaneme magneticka energiu
pripadajlicu na jednotkovy objem — hustotu energie magnetického pola:

En 1

W = <= = BH. (11.1.5.2)

Poznamka: Velkost vektorov B a H uvedena v priklade plati presne len pre kruznicu
s polomerom R, ktoru sme situovali do stredu prierezu toroidového jadra. Smerom
k vonkajsiemu okraju toroidu sa polomer kruznic zvdcsuje, preto velkosti vektorov sa
zmensSuju. Presny postup by preto vyZzadoval integraciu. Vysledok pre objemovu hustotu
magnetickej energie je vsak spravny a je rovnaky, ako by sme ziskali presnym postupom
integraciou. Pri presnom odvodeni sa mozno presvedcit, Ze vo vyraze pre hustotu
energie magnetického pola vystupuje skaldarny sucin vektorov:

1
W =>BH. (11.1.5.3)
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Kontrolné otazky

Co je pricinou existencie energie magnetického pola v okoli vodica?
Napiste vztah pre objemovu hustotu energie magnetického pola.
Slovne uvedte, co rozumieme pod objemovou hustotou energie magnetického pola.

AN bh o~

Aké napdtie sa indukuje v cievke, ked sa meni velkost elektrického prudu ktory fiou
prechadza?
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11.2 Maxwellove rovnice

KPucové slova

Maxwellove rovnice, materidlové vzt'ahy, rovnica kontinuity, Maxwellove rovnice vo
vakuu, hustota energie elektromagnetického pol'a

11.2.1 Maxwellova rovnica spajajuca vektory £ a B

—_—» FE

o5}

Obr. 11.2.1.1

Tato Maxwellova rovnica vyplyva z rovnic opisujucich elektromagneticku
indukciu. Konkrétne ide o vyjadrenie indukovaného elektrického napitia v nemeniace;j
sa uzavretej krivke (nemusi ist’ o fyzicky vodi¢) — na jednej strane pomocou Faradayove;j
formuly ako derivacie magnetického toku @ podl'a ¢asu:

do

Ui = —E ) (11211)

a na druhej strane ako krivkového integralu intenzity indukovaného elektrického pol'a
po uzavretej krivke (vzt'ah 11.1.1.3):

U; = 3€E -dr (11.2.1.2)
Tieto dve vyjadrenia musia poskytnat rovnaky vysledok. Prv nezZ porovname pravé

strany rovnic, upravime ich. Pravi stranu rovnice (11.2.1.1) upravime tak, Ze vyuzijeme
definiciu magnetického toku:

) mas =[5

Pri tejto Uprave treba komentovat zamenu totdlnej derivicie magnetického toku

Ui=

parcidlnou derivaciou vektora B . Ide o zamenu poradia derivécie a integracie. Na l'avej
strane vztahu ide o celkovii zmenu magnetického toku cez plochu ohrani¢en
integrac¢nou krivkou, pri¢om po zamene poradia derivacie a integrécie treba v kazdom
bode plochy uvazovat’ o lokdlnej Casovej zmene vektora magnetickej indukcie. Preto
pod integralom musi vystupovat’ parcidlna derivacia.

Rovnicu (11.2.1.2) upravime pomocou Stokesovej vety na plosny integral, aby
sme mohli porovnavat’ funkcie vystupujlce v integraloch:
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Ul-=j6E-dr=ﬂrotE-dS.

Z rovnosti pravych stran upravenych rovnic vyplyva:

0B
ffrotE-dS=—ff—-dS.
ot

Medze ploSnych integralov st urcené integra¢nou krivkou, ktord vSak v priestore moze
byt’ 'ubovol'nd, preto na splnenie rovnosti je potrebné, aby sa sebe rovnali integrované

funkcie:

0B
rotE = —— (11.2.1.3)

at
Tak sme ziskali tretiu Maxwellovu rovnicu, ktora vyjadruje skuto¢nost’, Ze v ¢asovo
premennom magnetickom poli sa indukuje elektrické pole.
Intenzita E v rovnici (11.2.1.3) m6Ze zahtiiat’ popri intenzite indukovaného pola
aj intenzitu elektrostatického pol'a E, pre ktoru vzdy plati rot E; = 0. Tato skuto¢nost’
vyplyva z konzervativnosti elektrostatického pola v ktorom platia vzt'ahy

jéEs-dr=0 = UrotEs-dS=0,

bez ohl'adu na tvar zvolenej integracnej krivky.

Kontrolné otazky

1. Vyjadrite indukované elektromotorické napdtie pomocou Faradayovho zdkona
elektromagnetickej indukcie.

2. Vyjadrite vztah pre intenzitu indukovaného elektrického pola.

3. Vyjadrite elektromotorické napdtie ako cirkuldciu intenzity indukovaného
elektrického pola.

4. Napiste vSeobecnu Stokesovu vetu o zdamene krivkového integralu plosnym
integralom.

5. Ako suvisi orientdcia vektora plochy s orientaciou jej hranicnej krivky?

S

Napiste tretiu Maxwellovu rovnicu a uvedte jej fyzikalny vyznam.
7. Ako vyzera tretia Maxwellova rovnica v stacionarnom elektromagnetickom poli?
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11.2.2 Maxwellova rovnica spajajuca vektory H a D

V kapitole o magnetickom poli bola odvodena rovnica (10.4.3.1), vyjadrujica
tzv. zakon celkového prudu (zakon prietoku):

fH Cdr = zkzk . (11.2.2.1)

Podl'a tohto zakona krivkovy integral vektora intenzity magnetického pola H po
uzavrete] krivke sa rovna suctu vSetkych makroskopickych pradov I, spriahnutych

’H s integratnou  krivkou. Pod  spriahnutym
S < pradom rozumieme prud tecuci takym

dr > vodiCom, ktory je s wuzavretou integracnou
,\' krivkou spojeny ako dve susedné ohnivka
s _-" | refaze. Lavli stranu rovnice (11.2.2.1)
Obr. 11.2.2.1 upravime pomocou Stokesovej vety na ploSny

integrdl. Na obrazku je integracnd krivka

znazornena prerusSovanou ciarou. Prechod na plos$ny integral znamena integrovat’ po
ploche ohranicenej touto krivkou. Aj pravu stranu vyjadrime ako ploSny integral
pradovej hustoty makroskopickych pradov cez tu istt plochu, pricom do vektora

pradovej hustoty J su zahrnuté vSetky spriahnuté makroskopické prudy:

ff rotH-dS = jf] -dS . (11.2.2.2)

Integracna krivka je I'ubovolna, vysledok nezavisi od jej tvaru. Preto aj integracné

medze ploSnych integralov v rovnici (11.2.2.2) su I'ubovolné, takZe rovnica bude platit’

iba vtedy, ked’ funkcie za integralmi na l'avej a pravej strane rovnice budu rovnaké:
rotH=]. (11.2.2.3)

Tato rovnica je spravna len dovtedy, pokym sa v okoli integra¢nej krivky nemeni
vonkajSie elektrické pole. Plati v staciondrnom stave. Maxwell roz§iril pravl stranu
rovnice tak, aby platila aj pri zmendach elektrického pola:

oD

tH = —_—, 11.2.2.4
ro J+ 5t ( )

pricom D je vektor elektrickej indukcie. Toto je Stvrta Maxwellova rovnica, ktora
ukazuje, ze magnetické pole vznikd nie iba v okoli vodicov elektrického pradu, ale aj
v Casovo premennom elektrickom poli.

Pripisanie d’alSieho ¢lena do rovnice vyzaduje podrobné zddvodnenie. Ak na
rovnicu (11.2.2.3) aplikujeme nabla operator skaldrne (t. j. vykondme operaciu
divergencia), na l'avej strane dostaneme divrot H, ¢o sa identicky rovnd nule. Na
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pravej strane vznikne pritom Clen div ], ktory sa podla rovnice kontinuity pre
elektricky prad rovna nule iba v stacionarnom stave. Podl'a rovnice kontinuity
dpy

divj +—>=0, (11.2.2.5)

v ktorej p,, je objemova hustota vol'ného elektrického naboja, ktord vystupuje aj v prvej
Maxwellovej rovnici div D = p,, . Tato Maxwellovu rovnicu pouZijeme pri Uprave
rovnice kontinuity:

2p, d(div D)

=div] + = div ] + di aD—d'<+aD)—0
ar iv] T =div]J W(’)t— iv(] ac) =0

Preto vo vSeobecnosti, aj pri nestacionarnych javoch, plati:

div]J +

_ oD\

div (] + E) =0.
Takato uprava naznacuje, ze zatial ¢o v stacionarnom stave (ked’ 0D /ot = 0) plati
vztah div] = 0, v ¢asovo premennych poliach plati vSeobecnejsi vzt'ah (11.2.2.5).
Preto pripisanie d’alSieho ¢lena do rovnice (11.2.2.3) znamend jej rozSirenie aj na
nestacionarne procesy. Clen 6D /0t ma rovnaky rozmer ako hustota elektrického prudu,
t. j. meria sa v jednotkich A-m™2. Je to plo$na hustota Maxwellovho (posuvného)
prudu.

hranice
integracnych ploch

Obr. 11.2.2.2

Fyzikdlny vyznam posuvného pridu mozno vysvetlit’ na nasledujicom priklade.
Ked’ vodicom zakoncenym platiiou (kondenzatora) za¢ne prechadzat’ elektricky prad,
na platiiu prichadza volny elektricky naboj, ktorym sa platiia nabija, Co znamena, Ze
vjej okoli sa meni elektrické pole. Elektrické pole vytvorené volnym nabojom
opisujeme vektorom elektrickej indukcie D. Elektricky prad prechadzajuci vodiCom
pritom vytvara magnetické pole, ktoré opisujeme vektorom intenzity magnetického pol'a
H. Cirkulacia vektora H, t. j. jeho drahovy integral pozdiZ integracnej krivky (Obr.) sa
rovnd elektrickému prudu, lebo tento prechadza plochou §S;, ktord je ohraniena
integracnou krivkou. Nie celou plochou S; prechadza prad, ale je na nej Cast, na ktore;j
pradova hustota pritekajuceho prudu nie je nulova. Preto ani plo$ny integral na pravej
strane rovnice (11.2.2.2) nie je nulovy. Rovinnu plochu S; vS8ak mozno nahradit’
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plochou S,, ktora ma tvar banky s otvorom tvorenym integracnou krivkou K (to je
v sulade so Stokesovou vetou). Cez tuto plochu elektricky prad neprechadza, preto
plo$ny integral hustoty pritekajuceho prudu cez tato plochu sa rovnd nule. Ak by
v §tvrtej] Maxwellovej rovnici na pravej strane chybala hustota posuvného pradu,
vznikol by nestulad medzi pravou a lavou stranou rovnice (11.2.2.1). Pritomnost
posuvného pradu vSak odstraiiuje tento nedostatok. V miestach, kde sme zvolili plochu
S,, sa pocas pritekania elektrického naboja na platiu meni elektrické pole. Derivacia
vektora D sa preto nerovnd nule a rovnako ani plo$ny integral hustoty posuvného pradu
cez plochu S, . Tak sa rovnost 'avej a pravej strany rovnice (11.2.2.1) zachova.

Priklad 11.2.2.1 Ukazte, ze v rovinnom kondenzatore, medzi platiami ktorého je
vakuum, mozno Maxwellov posuvny prad / vyjadrit' v tvare [ = C(dU/dt), kde C je
kapacita kondenzatora a U napétie medzi jeho platiiami.

RieSenie: Pre kapacitu rovinného kondenzatora plati € = (¢g,5)/l, kde S je plosny
obsah jednej platne, [ vzdialenost’ medzi platiami. Ak na platniach kondenzatora je
volny néboj s ploSnou hustotou o, medzi platiami je elektrickd indukcia D = o
a intenzita elektrického pola E = o/¢,. To vyuzijeme pri nasledujicej uprave:

dUu dE d(a) Cldo goSlda do _dD
g dt I g dt de  ~ dt’

C——C— D=Cl—=Cl—
dt (ED) dt dt
¢im sme dostali sucin plosného obsahu platne kondenzatora s hustotou Maxwellovho

posuvného prudu. Preto je to Maxwellov posuvny prud.

Kontrolné otazky

Napiste stvrtu Maxwellovu rovnicu pre staciondrny stav.

Napiste stvrtu Maxwellovu rovnicu platnu aj pre nestacionarny stav.
Vyjadrite slovne vSeobecny obsah stvrtej Maxwellovej rovnice.
Napiste rovnicu kontinuity pre elektricky prud.

R b~

Uved'te suvislost' rovnice kontinuity pre elektricky prud so stvrtou Maxwellovou
rovnicou.

Uvedte co je Maxwellov posuvny prud.

Aky vyznam ma Maxwellov posuvny prud pri nestaciondarnych javoch?

Comu sa rovnd cirkulacia vektora H v staciondrnom elektromagnetickom poli?

O S0 N

Comu sa rovna cirkulacia vektora H v nestacionarnom elektromagnetickom poli?
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11.2.3 Suhrn rovnic opisujucich elektromagnetické pole

V kapitole o elektrostatickom poli bola sformulované prvd Maxwellova rovnica:
divD = p , (11.2.3.1)

v ktorej D je vektor elektrickej indukcie a p objemova hustota vol'ného elektrického

naboja, teda naboja, ktory sa mdze premiestiiovat’ na makroskopické vzdialenosti. Prva
Maxwellova rovnica je zovSeobecnenim Coulombovho zdkona a Gaussovho zékona.

V kapitole o magnetickom poli bola odvodend druha Maxwellova rovnica:
divB = 0, (11.2.3.2)

ktora vyjadruje skutocnost’, Ze statick¢é magnetické pole nemd podobné zdroje ako
elektrostatické pole, Ze magnetické indukéné Ciary nemaju zaciatok a koniec, ale Ze su
to uzavreté krivky.

Prva aj druha Maxwellova rovnica boli odvodené pre pripad staciondrnych
poli — elektrostatického a magnetostatického, ktoré sa s ¢asom nemenia, ale platia aj
v nestacionarnych poliach. Tretia a Stvrta Maxwellova rovnica opisuju nestaciondrne
polia a vyjadruju vyznamnu prirodnu zédkonitost’ — zmena magnetického pol'a vedie ku
vzniku elektrického pol'a a naopak, ¢asovo premenné elektrické pole mé za nasledok
vznik magnetického pola.

V ¢lanku 11.2.1 bola odvodena tretia Maxwellova rovnica:

tE = (aB) 11.2.3.3
rotE = 5 ) (11.2.3.3)

v ktorej E je vektor intenzity elektrick¢ého pola a B vektor magnetickej indukcie.
Rovnica vyjadruje existenciu elektrického pol'a v ¢asovo premenlivom magnetickom
poli.

V ¢lanku 11.2.2 bola odvodena Stvrtda Maxwellova rovnica:

oD
rotH=J+—, (11.2.3.4)

v ktorej H je vektor intenzity magnetického pol'a, D vektor elektrickej indukcie a J
vektor hustoty elektrického prudu, reprezentujici transport volného elektrického naboja
(nie viazaného, t. j. nevzt'ahuje sa na mikroskopické prudy cirkulujuce v molekulach).
Rovnica vyjadruje skuto€nost, ze magnetické pole existuje nielen v okoli vodiCov
elektrického pradu, ale aj v casovo premenlivom elektrickom poli. V podstate obsahuje
aj rovnicu kontinuity elektrického pradu.
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V uvedenych styroch Maxwellovych rovniciach vystupuju derivacie (priestorové
1 Casové) Styroch zakladnych vektorov E, D, B, H, opisujucich elektromagnetické pole.
Preto sa tieto rovnice uvadzaju aj pod nazvom Maxwellove rovnice v diferencialnom
tvare. Kazda z tychto rovnic ma svoj ekvivalent v integralnom tvare. V nasledujtce;j
tabulke su tieto ekvivalenty uvedené po suvisiacich dvojiciach:

divD = p, #D-dS=QU
divB = 0 ﬁB-dS:
. OB fE dr — dd
we=-(3) -
oD
rotH =] +— fH-dr=ZIk
ot k

(11.2.3.5)

K poslednej zo série rovnic v integralnom tvare treba uviest, Zze do suctu
makroskopickych pradov [, treba zaratat’ aj Maxwellove posuvné prudy. Odvodenie
vztahov medzi integralnym a diferencidlnym tvarom Maxwellovych rovnic mozno
najst’ v prisluSnych kapitolach.

Na opis spolarizovaného stavu dielektrik sa pouziva vektor -elektrickej
polarizacie P av magnetickych latkach vektor magnetickej polarizacie J ,,, resp. vektor
magnetizacie M. Tieto vektory vystupuju v nasledujucich vzt'ahoch:

D=¢E+P,

B=uH + Jn=uH+ M),

(11.2.3.6)
kde D je vektor elektrickej indukcie, E vektor vyslednej intenzity elektrického pol'a
v dielektriku (vektorovy sucet intenzit vytvorenych vol'nymi aj viazanymi ndbojmi), B
vektor magnetickej indukcie (vyvolany makroprudmi 1 mikropradmi), ¢, elektricka
konsStanta (permitivita vakua) a x magneticka konStanta (permeabilita vakua).

Pre tplnost’ je v suvislosti s elektrickymi pradmi vhodné uviest’ aj rovnicu
kontinuity (spojitosti), hoci vyplyva z Maxwellovych rovnic:

0py _

div]J + T

0, (11.2.3.7)

kde J je vektor hustoty elektrick¢ého pradu a p, objemova hustota volného
elektrického ndboja. Z rovnice kontinuity v stacionarnom stave vyplyva prvy
Kirchhoffov zakon.

Elektromagnetické pole charakterizuyjeme aj objemovou hustotou energie.
V ¢lankoch 8.4.3 a 11.1.5 boli za urcitych zjednodusujicich predpokladov odvodené
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vztahy pre objemové hustoty energie v elektrickom, resp. v magnetickom poli. Vo
vSeobecnosti mozno ukazat’ (pozri Dodatok D2), ze ¢asova zmenu celkovej objemovej
hustoty energie elektromagnetického pol'a mozno vyjadrit’ vzt'ahom:

ow_ 0D 0B
ot ot ot

(11.2.3.9)
Ak je relativna permitivita a permeabilita latky nemenna, tento vyraz zodpoveda suctu
parcidlnych vztahov pre elektrick¢é a magnetické pole. Uvedomme si, ze indukcia
elektrického pol'a a indukcia magnetického pola wvnaSa do vyrazu (11.2.3.9)
prostrednictvom vzt'ahov (11.2.3.6) aj vektory polarizadcie ¢i magnetizacie, a preto
v rovnici (11.2.3.9) je zahrnutd aj interakcia elektromagnetického pol’a s latkou.

Kontrolné otazky

1. Napiste vsetky Styri Maxwellove rovnice v diferencialnom tvare.

2. Ktoré z Maxwellovych rovnic sa tykaju stacionarneho stavu?

3. Aky vzdjomny vztah medzi elektrickym a magnetickym polom vyplhyva z tretej
a Stvrtej Maxwellovej rovnice?

4. Napiste Maxwellove rovnice v integrdlnom tvare.

5. Ktorymi zakladnymi rovnicami opisujeme deje suvisiace s vedenim elektrického
prudu?

6. Napiste a vysvetlite rovnicu kontinuity pre elektricky prud.

~

Uvedte rozdiel medzi vektorom magnetickej polarizdacie a vektorom magnetizacie.
8. Aky zakon pre elektricky prud vyplyva z rovnice kontinuity v stacionarnom stave?
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11.2.4 Mikroskopické Maxwellove rovnice

Maxwellove rovnice vtvare (11.2.3.5) opisyju spravanie sa pola na
makroskopickej urovni. Myslime tym to, ze nimi vypocitanu intenzitu E(7,t) alebo
indukciu B(r, t) by sme namerali pomocou senzora/sondy v mieste 7, ktora by na tomto
mieste obsahovala vel'ké mnoZstvo atdémov. Charakterizujeme tak pole nie presne
v jedinom bode priestoru ale v malom no stdle makroskopickom okoli miesta r.
Podobne, takato sonda meria polia v ¢ase t, ktory v skuto¢nosti charakterizuje spravanie
sa pola v kratkom intervale Casu, za ktory prebehne mnozstvo mikroskopickych
procesov.

Pre mikroskopicky opis elektromagnetického pol'a musime vsSetky castice latky
povazovat za ,.externy naboj* aich pohyb za ,externi hustotu elektrického pradu®.
V mikroskopickom pristupe nezavddzame polarizaciu ani magnetizaciu. Mikroskopické
veli€iny pol'a si v tejto Casti ozna¢ime malymi pismenami e(r,t), b(r,t). Indukcia
elektrického pol'a a intenzita magnetického pol'a (11.2.3.6) nie st potrebné, nakol'ko pri
absencii vektorov polarizdcie a magnetizicie sa liSia od e(r,t) ab(r,t) len
prenasobenim s konstantami d = &,e, h = b/u . Mikroskopické Maxwellove rovnice

potom nadobudaju tvar

dive = p #e-dS:Q
divh = 0 fhb-ds=o
_ (Ob j& dr — do
rote——(E) e dr=-—
oe
rotbh =,uO]+,uogoa jgb 'dr:ﬂozklk

(11.2.4.1a)
Na rozdiel od makroskopickych Maxwellovych rovnic (11.2.3.5), tu hustota naboja p
a hustota elektrického pradu J predstavujii charakteristiky vSetkych nabojov —
viazanych v latke (polarizacia latky), pohybujucich sa v latke (elektricky prud vo
vodicoch, elektrostaticky naboj) 1 izolovanych mimo latky (napr. elektrony vyletujice
z katody elektronky). Takto sformulované Maxwellove rovnice sa niekedy nazyvaju aj
Lorentzovymi Maxwellovymi rovnicami a vo svojej forme jasne oddel’'uju veli€iny latky
od veli¢in elektromagnetického pola.

Objemovu hustotu energie mikroskopického elektromagnetického pol'a mozno
upravit’ do jednoduchSieho a fundamentélnejSieho tvaru, ako to bolo v pripade
makroskopického pola. Vychadzajac zo vztahu (11.2.3.9), v ktorom zamenime
makroskopické pole za mikroskopické a vyuzijeme vztahy d = ¢,e, h=Db/u,
nachadzame vyjadrenie:

27



ow_ e 1 0b
ot~ ¢ ¢ u, ot

Jeho integrovanim podl'a ¢asu, s uvaZzenim identity

t da a(t) 1
foa Edt_jo a-da = Ea(t)-a(t)

nachadzame vysledny vztah pre hustotu energie elektromagnetického pola:

_l |I2+1|bIZ 11.2.4.1b
w==gle 2 (11.2.4.1b)

o

Vo vakuu niet vol'nych, ani viazanych elektrickych nabojov, a neteCu v iom
elektrické prady. Preto v Maxwellovych rovniciach pre vékuum tieto veli¢iny
nevystupuju. Vo vakuu preto nie je rozdiel medzi mikroskopickymi a makroskopickymi
veliCinami pola apreto mozeme opit pouzivat zauzivané znacenie velkymi
pismenami:

divE =0 (11.2.4.2)
divB =0 (11.2.4.3)

OB
_ _(°BY (11244
rotE (8t> ( )

OE
rotB—gouo (11.2.4.5)

Z rovnic obsahujucich rotaciu vyplyva, Ze aj vo vakuu zmena elektrického pol'a ma za
nasledok vznik magnetického pol'a a naopak. Rovnice s divergenciou potvrdzuji, ze vo
vakuu ani magnetické, ale ani elektrické pole nemé Zriedla. Takto upravené rovnice
vyuzijeme v dalSom ¢lanku na odvodenie diferencidlnej rovnice opisujice]
elektromagnetické vinenie.

Kontrolné otazky

1. Ktoré skutocnosti ovplyviiuju zmenu Maxwellovych rovnic pri ich formuldcii vo
vakuu?

2. Napiste Maxwellove rovnice, ktoré su vo vakuu a v prostredi rovnaké.

3. Reprodukujte postup pri zmene Stvrtej Maxwellovej rovnice na rovnicu platnu vo
vakuu.
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11.3 Elektromagnetické vinenie

Krucové slova
Elektromagnetické vinenie, vlnova rovnica, rychlost’ elektromagnetickych vin, rovinna
vlna, gul'ova vlna, polarizacia elektromagnetickej viny, Poyntingov vektor

11.3.1 VInova rovnica elektromagnetického vinenia

VInovl rovnicu mozno odvodit z Maxwellovych rovnic. Z tohto hl'adiska
najjednoduchsi je pripad elektromagnetického vlnenia vo vakuu. Preto budeme
vychadzat’ z rovnic (11.2.4.2) az (11.2.4.5), odvodenych v predchadzajicom ¢lanku.

VInovt rovnicu, v ktorej vystupuje vektor E ziskame, ked’ najprv aplikujeme
operator nabla na 'avu aj pravu stranu rovnice (11.2.4.4) ako rotaciu:

OB
rotrot E = rot <_§) : (11.3.1.1)

Upravou l'avej strany, s vyuzitim vzorca na rozpis dvojnasobného vektoroveého sucinu
dostaneme:

rotrot E=V X (VXE)=V(V-E)— (V:-V)E = graddivE — V’E = —V?E,
lebo div E = 0. Pritom

02E  9%E  0°E
=— . (11.3.1.2)

922 + 92y? + 9272
Pravl stranu rovnice (11.3.1.1) upravime tak, Ze najprv vymenime poradie derivacii

podla priestorovych premennych a ¢asovej premennej, potom dosadime za rotB vyraz
z Maxwellovej rovnice (11.2.4.5):

t( aB)_ o(rot B) a( aE)_ 0°E 11313
T ) T ot T ar\fotegp) T Thke gz (H1313)

Upravené vztahy (11.3.1.2) a (11.3.1.3) vratime do rovnice (11.3.1.1):

02E 0%E 0%E O*E
922 g2yz T g2~ foke g

(11.3.1.4)

¢im sme dostali parcialnu diferencialnu rovnicu pre vektor E . Rovnaku rovnicu by
sme dostali pre vektor B , keby sme postup zopakovali, ale zacinali by sme s rovnicou
(11.2.4.5).
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Rovnica (11.3.1.4) sa svoju formou zhoduje s parciadlnou diferencialnou rovnicou
opisujucou mechanické vinenie — vinovou rovnicou (pozri 6.2.2.9):
0%2u  9%u 0*u 1 0u
+ + =——,
92x2 ' 92y2 ' 9272 (2 Ot2

v ktorej u(x,y,zt) je funkcia troch priestorovych stradnic a Casu, predstavujuca
vychylku vlnenia, a ¢ je fazova rychlost’ vlnenia. Porovnanim tychto rovnic ziskame
predovSetkym vysledok poukazujuci na to, ze vektory E a B modZu predstavovat
ekvivalent vychylky vlnenia. NavySe porovnanim ¢lenov na pravej strane ziskavame
informaciu o rychlosti §irenia tychto vin:

1 1

S T &MUy = €= )
v oMo

o2
z ¢oho po dosadeni hodnot konstant ¢, = 8,8542x10712 F/m a u, = 4rn x10~7 H/m pre
rychlost’ elektromagnetickych vin dostaneme

(11.3.1.5)

¢ = 2,998 x10% m/s. (11.3.1.6)

Tato rychlost’ sa zhoduje s rychlostou svetla, ktorej pribliznd hodnota bola zndma uz
v 17. storoéi. Experimentalny dokaz existencie elektromagnetickych vin poskytol pokus
zostaveny H. R. Hertzom v roku 1886, ale teoretické prace, z ktorych vyplynula ich
existencia, Maxwell publikoval uz o 20 rokov skor.

Priklad 11.3.1.1 Vyjadrite rozmery konStant & a u pomocou rozmerov zakladnych
jednotiek SI a ukazte, ze vyraz 1/(& )" ma rozmer rychlosti m/s!

RieSenie: Rozmer konStanty &, ziskame z Coulombovho zakona:

F=(1/4n&) (01 02)/ r?, odkial [ & ]=(A?s?)(m2)(s?)(kg' m)=A%2s’kg ' m™ .
Rozmer konStanty ., ziskame zo vztahu vyjadrujiceho magneticku silu posobiacu
medzi dvomi rovnobeznymi dlhymi vodi¢mi F = (u I1 I )/( 2wr) , odkial

[ o ] = kg m s?A2 . Sucin tychto rozmerov: [ & ][ to ] = s> m2. Odmocnina
z prevratenej hodnoty tohto vyrazu je rozmer rychlosti m/s.

Kontrolné otazky

Z ktorych Maxwellovych rovnic mozno odvodit vinovu rovnicu pre vektor E?
Z ktorych Maxwellovych rovnic mozno odvodit vinovu rovnicu pre vektor B?
Aky fyzikalny rozmer ma sucin permitivity vakua s permeabilitou vakua?
Kto a kedy experimentdlne dokdzal existenciu elektromagnetickych vin?

R N~

Akd je hodnota fizovej rychlosti elektromagnetickych vin vo vikuu?
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11.3.2 Rovinna elektromagneticka vina

Vlnovéd rovnica (11.3.1.4) ma rdzne rieSenia, ale za najvyznamnejSie
povazujeme rieSenia v tvare rovinnej viny a v tvare gul’ovej viny. Idedlna gulova
elektromagneticka vlna je vyzarovand bodovym zdrojom. Redlny zdroj (napr. mala
vysielacia anténa, ale aj oscilujuci elektricky dip6l alebo elektricky naboj pohybujuci sa
so zrychlenim) ma vSak konecné rozmery a priestorom sa z neho $iria vlnoplochy, ktoré
gulovy tvar nadobudaju az vo vzdialenosti niekol’kondsobne presahujucej rozmery
antény. V dostato¢nej vzdialenosti od zdroja je krivost’ tychto vinoploch uz pomerne
mald a v priblizeni m6Zeme ich malé Casti povazovat’ za rovinn¢. Preto aj rovinna vina
je len istou idealizdciou redlneho pripadu. Na opis vlastnosti elektromagnetického
vlnenia je vSak vel'mi vyhodna.

Stradnicova ststavu si mozno zvolit’ tak, aby napr. os x mala smer $irenia
rovinnej viny. V takom pripade vektory E a B elektromagnetickej viny budi zavisiet
iba od dvoch premennych — ¢asu t a priestorovej siradnice x . Napriklad pre vektor
E harmonickej elektromagnetickej viny mézeme potom napisat’ rovnicu:

E = E, sin(wt — kx), (11.3.2.1)

kde o je uhlova frekvencia viny, k = 27/A uhlové vlnové &isloa A jej vinova dizka.
Vektor E, predstavuje amplitidu viny, pricom na smer Sirenia vlny je kolmy. To, Ze
je na smer $irenia kolmy, bude teraz predmetom podrobnejSej analyzy.

V prvom kroku sa presvedéime, Ze vlna elektrického pola (11.3.2.1) spiiia
vlnovu rovnicu (11.3.1.4) pre l'ubovolny konStantny vektor E,. VInova rovnica
obsahuje parcidlne derivacie podl'a ¢asu a podla priestorovych premennych. V tomto
pripade st derivacie podl'a premennych y a z nulové, treba vypocitat’ len derivacie
podla premennych x at:

O 9 02E _

Fri E, —tsm(a)t —kx) = wE,cos(wt — kx), 50 —a? E, sin(wt — kx),
oE J . ’ 2
i E, —xsm(a)t — kx) = —k E,cos(awt — kx), el —k* E, cos(wt — kx),

Porovnanim druhych derivéacii najdeme, Ze vinova rovnica je splnend, ak vinové cislo
k a uhlova frekvencia vinenia @ su spojené vztahom @ = c k, kde c je rychlost’ Sirenia
elektromagnetickej viny (11.3.1.5).

To, e elektrickd vlna spifta vlnovi rovnicu je len nevyhnutnou a nie
postacujucou podmienkou na to, aby tato vlna predstavovala rieSenie Maxwellovych
rovnic. V druhom kroku ukazeme, Ze konStantny vektor E, = Eq,i + Ey,j + Eyk
musi byt kolmy na smer $irenia viny dany v naSom pripade osou x, t. j. jednotkovym
vektorom i . PouZijeme pritom prvii Maxwellovu rovnicu (11.2.4.2):

dE, OE, OE, OE,

0
divE =0 = Eox5-sin(at —kx) =0
iv = Tx + 3y % 7% 0x 3y sin(w x)

31



Z uvedeného vidno, ze zlozka E ,, musi byt nulova, nenulové mozu byt len ostatné dve
zlozky konStantného vektora E,. Na zaklade tychto vysledkov tvrdime, ze vektor E|
rovinnej elektromagnetickej viny vystupujuci v rovnici, je kolmy na smer Sirenia viny.

V poslednom kroku ukazeme, ze elektrickd vlna (11.3.2.1) je nevyhnutne
sprevadzand magnetickou vlnou:

B = B, sin(wt — kx), (11.3.2.2)

kde konStantny vektor B, je kolmy na smer Sirenia i aj vektor E, a jeho velkost je
jednoznacne urcend elektrickou castou viny. Na tento ciel vyuZijeme tretiu Maxwellovu
rovnicu (11.2.4.4):

i j k
. 0 9 98| (0B 0B - 0B
ro _at:axay oz| = "\'ar T ot ot |’
0 E, E,

Determinant rozpiSeme, priCom si uvedomime, Ze na zdklade rovnic (11.3.2.1),
derivécie podl'a premennych y a z sarovnaju nule. Tak dostaneme rovnicu:
JOE, OE, (_BBx dB, aBZ>

o T Tt T R

(11.3.2.3)

Na l'avej strane rovnice chyba zlozka rovnobezZna s jednotkovym vektorom i. Preto aj
na pravej strane rovnice musi byt tato zlozka nulova. Z toho vyplyva, Ze parcialna
derivacia B, podla Casu sa rovnd nule. Preto zlozka B, nezéavisi od Casu. Ked'ze
hovorime o vlnach, nie o statickych poliach, je korektné povazovat’ tato zlozku vektora
B rovinnej elektromagnetickej viny, Siriacej sa v smere osi x za nulovi. Na zéklade
tychto vysledkov tvrdime, ze aj vektor B rovinnej elektromagnetickej viny vystupujuci
v rovnici, ma len zlozky v smere osi y a z, takze je kolmy na smer Sirenia viny.
Nakoniec najdeme explicitny vztah medzi magnetickou a elektrickou Cast'ou
vilny, uz len vyuZitim rovnice (11.3.2.3). Jej skalarnym prenasobenim s jednotkovym

vektorom j dostaneme:
0B O0E 0
B_ty = axZ = Eolzasin(a)t — kx) = —kE, , cos(wt — kx)

Integrovanim posledného vyrazu podla casu vypocitame od casu zavisli zlozku
magnetickej indukcie:

k k
By(x,t) = _Z)Eo.z sin(wt —kx) = By, = _Z)EO‘Z

Od casu nezavisla integracnu konsStantu povazujeme za nulovu z rovnakych dovodov,
aké sme spomenuli pri zlozke B, ,. Prendsobenim rovnice (11.3.2.3) s jednotkovym
vektorom k a rovnakou upravou ako v poslednej rovnici ziskame
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k k
B,(x,t) = —Eoy sin(wt — kx) = B, = Z)Eo'y
Posledné dva vysledky pre zlozky konStantného vektora magnetickej Casti viny B,

mdzeme napisat’ vo vektorovom zapise v tvare:
1,
BO = El XE(), (11324)

¢im sme ukdzali, Ze pritomnost’ elektrickej viny s amplitidou danou vektorom E, si
nevyhnutne vyZzaduje pritomnost’ magneticke; viny, ktorej amplitida B, ma uz
jednoznacne urCeny smer aj velkost. Podla vysledku (11.3.2.4) vektory B, i a E
v rovinnej elektromagnetickej vine st navzajom na seba kolmé a v danom poradi tvoria
pravotoc¢ivu sustavu. Pritom vektor i ma smer §irenia viny.

Ak si vektory E a B zachovévaju svoj smer (v danom bode priestoru ktorym
vlna prechéadza), t. j. s Casom sa ich smer nemeni, vina je linearne polarizovana. To je
pripad radiovych vin, najmi z pasma velmi kratkych vin. Pokial’ ide o svetelné viny,
v danom bode priestoru mozu tieto vektory menit’ smer ndhodne, alebo vlna moze byt
polarizovand linearne, ale aj inak, o com sa podrobnejsie pise v kapitole o optike.

Priklad 11.3.2.1 Dosadenim do vlnovej rovnice si overte, Ze aj magneticka vlna
(11.3.2.2) s By, g = A,B,, = 0 je rieSenim vlnovej rovnice.

RieSenie: Vinova rovnica obsahuje parcialne derivacie vektora B podla ¢asu a podla
priestorovych premennych. Aj v tomto pripade su derivacie podla premennych
vy aznulové, treba vypocitat’ len derivacie podl'a premennych x a ¢:

(OB/0t)=jA wcos(wt—wx/c),(0*B/0)=—jA w?sin(wt— wx/c)

OB/ ox)=—jA(wlc)cos(wt— wx/c) ,(*B/ox*)=—jA(w/c) sin(wt— wx/c).
Porovnanim ziskame vzt'ah (6*B/ 0x?) = (1/c*) (6°B / 0F*) , o znamena, Ze magneticka
vlna je rieSenim diferencialnej rovnice vinenia.

Priklad 11.3.2.2 Nech pre stradnice vektora E rovinne] elektromagnetickej viny
platia vztahy E, = 0, E, = 0, E, =2 cos [t x 10" (t—x /c)]. Napiste vztahy pre
stradnice vektora B tejto viny.

RieSenie: Zo zéapisu suradnic vektora E vyplyva, Ze vlna sa §iri rovnobezne s osou x,
vektor E osciluje rovnobezne s osou z , preto ho mozno vyjadrit’ ako E =k E, . Medzi
vektormi B a E v rovinnej vine plati vztah (11.3.2.6):

B=(/c)(ixE)= (l/c) (i x k E,)=—-(1/c)jE,) . Preto vektor B ma zlozku len
vsmereosi y : Bx=0,By=—(1/c)2 cos [n x 10" (t—x /c)], B, = 0.
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Priklad 11.3.2.3 Vektor E rovinnej elektromagnetickej viny ma amplitidu velkosti 2
x 10 V/m. Vypocitajte amplitadu vektora B.

Riesenie: Pouzijeme vzt'ah (11.3.2.6), z ktorého pre velkosti vektorov plati B=FE / c.
Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme B = 6,66 x107'3 T,

Kontrolné otazky

1. Kedy by ste elektromagneticku vinu povazovali za rovinnu?

2. Preco v rovinnej vine, ktord sa §iri pozdlz osi x , zlozky vektora E nezdvisia od
priestorovych suradnic y a z?

3. Ako su navzdjom orientované vektory E , B a smer Sirenia rovinnej viny?

4. Ako by ste dokazali, ze vektory B a E v rovinnej vine su na seba kolmé?

5. Aka je to linedrne polarizovana vina?

11.3.3 Poyntingov vektor

Je to vektor, ktory svojou velkostou predstavuje hustotu toku energie, ktora
prenasa elektromagneticka vlna. Inak povedané — ide o veli¢inu vyjadrujicu, kolko
energie prenesie elektromagnetickd vina cez plochu s jednotkovym obsahom za
jednotku ¢asu (plocha musi byt’ postavend kolmo na smer Sirenia viny). Poyntingov
vektor Pg sa vyjadruje vztahom

P;= ExH, (11.3.3.1)

kde E je vektor intenzity elektrického pol'a a H vektor intenzity magnetického pola
v prislusnej elektromagnetickej vine. Z fyzikalnych rozmerov vektorov E a H
vyplyva, zZe rozmer Poyntingovho vektora je watt na Stvorcovy meter:

VA W

[Ps] = [E][H] = (11.3.3.2)

mm m?’
Rozmerom veli€iny sa potvrdzuje, ze ide o prenos vykonu cez plochu s jednotkovym
ploSnym obsahom.

Tato veli¢ina — (ploSna) hustota toku elektromagnetickej energie — ma aj
pomenovanie intenzita elektromagnetického vinenia.

Poznamka: Poyntingov vektor sa v norme STN ISO 31, i v rade novsich publikaci,
oznacuje pismenom S. V minulosti sa pouzivalo aj pismeno P. Vzhladom na
oznacovanie vektora priradeného ploche (S), ktoré sa pouziva v celom tomto texte, nie
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iba v tejto kapitole, pre Poyntingov vektor je pouzité oznacenie Pg. Na oznacenie
vkonu sa nadalej bude pouZzivat' pismeno P, teda bez indexu s.

Vzhl'adom na vyznam tejto veli€iny je potrebné podrobnejSie sa zaoberat
odvodenim vztahu (11.3.3.1). Vztah odvodime zjednoduSenym spdsobom.
Predstavime si potrubie, ktorym pradi médium (plyn, kvapalina), v ktorom na
objemovu jednotku nech pripada energia w (J/m?). Médium nech prudi potrubim
rychlostou ¢, potrubie nech ma prierez S . Za ¢asovy

,’/ \\\ interval At médium postapi potrubim o dizku c At,
S |' ,: takZe zaplni objem S ¢ At .
\\\ J Vynasobenim tohto objemu objemovou hustotou
e ! energie w  dostaneme energiu, ktort médium
c At : prenieslo prierezom S za Casovy interval At :
Obr. 11.3.3.1 W =wScAt.

Ked" tato energiu vydelime ploSnym obsahom
prierezu S a Casovym intervalom At , dostaneme veli¢inu, vyjadrujucu kol'ko energie
médium prenieslo jednotkovym plosnym obsahom za jednotku Casu, t. j. hustotu toku
energie Ps :

W wScAt

Po=g = =CW. (11.3.3.3)

Do ziskaného vzt'ahu mézeme dosadit’ objemovu hustotu energie elektromagnetického
pola podla vztahu (11.2.3.9):

w = (1/2)ED + (1/2)BH . (11.3.3.4)

Predpokladali sme, ze ide o izotropné prostredie, v ktorom je vektor E rovnobezny
s vektorom D a vektor B s vektorom H , takze namiesto ich skalarneho su¢inu mozno
napisat’ len sucin ich velkosti. Vztah vyjadrujici hustotu energie d’alej upravime pre
pripad rovinnej elektromagnetickej viny, v ktorej pre velkosti vektorov B a E plati
B = E/c (pozri 11.3.2.6). Tento vzt'ah eSte upravime pre pripad vo vakuu, kde plati
D=¢,E a B=u,H:

E E
B=— = pyH=— = u,H=E = H=e,E = u,H?* = ¢,E*.
c Ho C Ho €olo Ho €o Ho €o
Vysledok vyuZijeme pri Gprave vztahu vyjadrujuceho hustotu toku energie:

1 c
Ps=cw= cE(ED + HB) = E(sOE2 + u,H?) = ce,E? = c\[e,E Ju,H = EH .

Ziskali sme vzt'ah vyjadrujuci velkost’ hustoty toku elektromagnetickej energie:

P = EH. (11.3.3.5)
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Vzt'ah nezohladnuje vektorovy charakter tejto veli¢iny. Ked’ si uvedomime aké su
vzajomné orientacie vektorov Pg , E , H (resp. B) v rovinnej vlne, moézeme tento vzt'ah
napisat’ vo vektorovom tvare:

P;=ExH. (11.3.3.6)

Precizny sposob odvodenia tohto vztahu — teda odvodenie Poyntingovho vektora —
najdete v dodatku D?2.

Priklad 11.3.3.1 Odporova Spirdla je zhotovena z drotu s priemerom d = 0,6 mm
a dizkou ¢ =2 m. Jej elektricky odpor je 5 Q aprechadza tiou prid /=2 A. Vypoditajte

velkost’ Poyntingovho vektora, vyjadrujiceho prikon elektromagnetickej energie do
vodica jeho povrchom.

RieSenie: Joulove straty v $pirdle predstavujii prikon RI? = 20 W. Tieto straty su
kompenzované pritokom elektromagnetickej energie povrchom Spirdly, ktory ma

velkost' § = 2mrl = 3,77x1072 m?. Ked’ vydelime Joulove straty velkost'ou povrchu

Spiraly, dostaneme velkost’ Poyntingovho vektora:
Ps=20W/3,77x102 m? = 530,5 W/m>.

Priklad 11.3.3.2 Dlhym priamym vodic¢om s kruhovym prierezom prechédza elektricky
prad 1. Overte si, ze v takomto pripade Poyntingov vektor smeruje dovnutra vodica —
zo vSetkych stran jeho valcového plasta.

RieSenie: FElektricky prud je vyvolany elektrickym polom s intenzitou E , priCom
vodi¢om prechadza prad s prudovou hustotou J . Elektrické pole existuje aj mimo
vodi¢a. Tecuci prad vytvara v okoli vodica magnetické pole, ktorého smer uréime
z Biotovho-Savartovho-Laplaceovho vzorca. Nad vodicom (na obrazku) vektor
intenzity magnetického pola H smeruje pred obrdzok, pod vodicom za obrazok.
Vektorovy su¢in P =E x H smeruje v obidvoch pripadoch dovnutra vodica.

H E Ads
O
E lps
j--- 1” s
D)
dsT H ®—> Obr. 11.3.4.1
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Kontrolné otazky

Co vyjadruje Poyntingov vektor?
Napiste vztah, ktorym sa definuje Poyntingov vektor.
Ako suvisi Poyntingov vektor s hustotou elektromagnetickej energie?

AN bh o~

Na zaklade vztahu vyjadrujuceho Poyntingov vektor ukadzte, aky ma fyzikalny
rozmer.

5. Aky smer ma Poyntingov vektor na povrchu vodica, ktorym prechadza elektricky
prud?

11.3.4 Poyntingov vektor rovinnej elektromagnetickej viny

V pomerne velkej vzdialenosti od zdroja mozno obmedzenu Cast’ vinoplochy
elektromagnetickej viny povaZzovat’ za rovinni — napriklad vo vzdialenosti niekol’kych
kilometrov od vysielacej antény — v blizkosti prijimaca. Vzt'ah (11.3.3.1) vyjadrujaci
Poyntingov vektor:

P;=ExH (11.3.4.1)

plati vSeobecne, bez ohl'adu na tvar vinoplochy. V pripade rovinnej viny nadobuda
osobitny tvar, ktory je uzitoény nielen pri rozhlasovych vinach, ale aj v optike, pri
posudzovani energie prenasanej svetlom. Pre rovinnu vilnu bol odvodeny vzorec
(11.3.2.6), vyjadrujuci vztah medzi vektormi B a E :

1,
B=—-iXxXE,
c

z ktorého vyplyva, Ze medzi vektormi E a H existuje podobny vztah:

1
ixE. (11342)
HoC

1 1
B=—ixE = pH=—ixE = H=

Vysledok dosadime do vztahu (11.3.4.1):
1

[E x (i x E)] = lc [iE% — E(i- E)] .

o€ Ho

P,=ExH=

Skalarny saéin (i E) = 0, lebo v rovinnej vine je vektor E kolmy na smer Sirenia
vlny, v tomto pripade opisanom jednotkovym vektorom i. Preto Poyntingov vektor
rovinnej viny ma tvar:

i
S\

1
C) E? =i(e,0)E? = i\Je,/u, E?. (11.3.4.3)

(0]

Vsetky tri vyjadrenia st rovnocenné, lebo pre rychlost’ elektromagnetickych vin plati
vztah ¢ = 1/(&o) , pomocou ktorého mozno uvedené vyjadrenia ziskat’ (pozri vzt'ah
11.3.1.5).
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Vztah (11.3.4.3) vyjadruje okamziti hodnotu Poyntingovho vektora. Ak ide
o harmonicku elektromagnetickt vinu, vektor E periodicky meni svoju velkost a smer,
takze aj velkost Poyntingovho vektora sa periodicky meni. Frekvencie elektro-
magnetickych vin, s ktorymi sa stretivame st také vysoké, e oscilacie Poyntingovho
vektora zmyslami nedokaZeme vnimat’. Napriklad pri svetle vnimame akusi priemernt
hodnotu, ktord mozno vyjadrit’ pomocou amplitidy vektora intenzity elektrického pola
E . Vypocitame ju ako strednu hodnotu velkosti Poyntingovho vektora pocas jednej
periody. Pritom budeme predpokladat, Ze vektor E sa v danom mieste
elektromagnetického pola (napriklad pri prijimaci, alebo v oku) meni podla funkcie
sinus: E, = E, sin(wt + ¢), kde E, je amplitida (maximalna hodnota) jeho velkosti.

Potom:
1 ‘ 1 : 1 ‘ 1
<c"O <c"0 . gO
PY==|Pdt == /—Ezdtz—f /—EZ 2(wt dtz—’—EZ,
takze
1 2 1 2
(Pg) = E\/eo/,uo Eé = ESOCEO : (11.3.4.4)

Strednd hodnota Poyntingovho vektora rovinnej harmonickej vlny je preto imerna
druhej mocnine amplitudy vektora E .

Priklad 11.3.4.1 Dokézte, Ze strednd hodnota Poyntingovho vektora sa d4 vyjadrit
vztahom <Ps>= (1/2)Bo*/(uec), kde B, je amplitida magnetickej zlozky harmonicke;j
elektromagnetickej viny.

Riesenie: Velkost Poyntingovho vektora vyjadrime vztahom Ps= EH (11.3.3.5), ktory
upravime pre pripad rovinnej viny. Namiesto vel'kosti vektora £ dosadime velkost
vektora B, ktoru ziskame zo vzt'ahu (11.3.2.6) upraveného pre velkosti tychto vektorov
E=Bc:

Ps= EH=BcH=Bc(B/u)= (c/)B>. Toto je vzt'ah vyjadrujuci okamziti hodnotu
Poyntingovho vektora. Strednu hodnotu v pripade harmonickej viny ziskame postupom,
ktory bol pouzity pri odvodeni vzt'ahu (11.3.4.4).

Priklad 11.3.4.2 Hélium — nednovy laser vysiela zvizok monochromatického svetla,
ktory ma kruhovy prierez s polomerom R =1 mm , pricom jeho intenzita je v celom
priereze rovnaké. Celkovy priemerny vykon lasera je P = 3,5 mW a vlnova dizka A=
633 nm. Vypocitajte a) frekvenciu f monochromatického svetla, b) amplitidu
elektrickej a magnetickej zlozky prislusnej elektromagnetickej viny.

RieSenie: a) Frekvencia f monochromatickej viny suvisi s vlnovou dizkou A
a fazovou rychlostou ¢ vztahom c¢ = Af.Preto f=c/ A= (3x10% m/s)/(633x10~°
m) =4,74x10' Hz
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b) Ak vykon lasera P = 3,5 mW pripada na cely prierez luc¢a, potom strednd hodnota
Poyntingovho vektora v 1u¢i je <Ps> = P / (nR?) . Stredna hodnota Poyntingovho
vektora harmonickej viny sa na druhej strane pocita podl'a vztahu 11.3.4.4 a podla
vzt'ahu z prikladu 11.3.4.1. Preto P/ (nR?) = (1/2)(c/to) Bo*> = (1/2)(eoc)Eo?. Z tychto
vztahov mobzeme vypocitat amplitady elektrickej aj magnetickej zlozky
elektromagnetickej viny: £, =915,6 V/m, B,=3,06x10°T.

Kontrolné otazky

1. Napiste vztah vyjadrujuci Poyntingov vektor rovinnej elektromagnetickej viny.

2. Napiste vztah vyjadrujuci strednu hodnotu Poyntingovho vektora harmonickej viny.

3. Mozno strednu hodnotu Poyntingovho vektora harmonickej viny vyjadrit’ pomocou
amplitudy jej magnetickej zlozky?
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DODATKY

D1 Komentar k Faradayovmu vzorcu

Faraday experimentalne zistil, ze indukované elektrické napétie v uzavretej
slucke suvisi so zmenou magnetického toku cez plochu ohranicenu touto sluckou, a to

podla vzt'ahu

do

Tento vztah plati nielen vtedy, ked’ je slucka v pokoji a meni sa len magneticky tok, ale
aj vtedy, ked’ sa slucka vzhl'adom na pozorovatel'a pohybuje. UkaZzeme, Ze tato rovnica
vedie k dvom odlisnym prispevkom tvoriacim celkové indukované napitie.

Budeme uvazovat’ kratky prirastok casu At; plochu, ktort ohranicuje slucka
v Case t budeme oznacovat’ S(t) a plochu, ktort ohranicuje slucka v Case t + At ako
S(t + At). Analogicky krivky, ktoré ich ohranicuju, t. j. samotné slucky budeme
oznacovat’ ako K(t)a K(t + At) (obrazok na konci dodatku). Predpokladame, ze
magnetické pole sa pocas tohto ¢asového intervalu zmeni z B(r,t) na B(r,t + At).
Pomocou Taylorovho rozvoja magnetického pola vzhl'adom na maly prirastok Casu
mdzeme zmenu magnetického toku cez plochu ohrani¢ent sluckou vyjadrit’ nasledovne:

Acp=ﬁ B(r,t+At)-dS—f B(r,t)-dS = )
S(t+Ab) N(3)
0B
=ff [B(r,t)+—At]-dS—ff B(r,t)-dS =

S(t+At) at S()

0B
=ff —At-ds+ﬂ B(r,t)-ds—ﬂ B(r,t) - dS. 3)

sce+ar) Ot S(t+At) S(6)

Nech lokalna rychlost’ elementu dr slucky je opisana vektorom rychlosti v (obrazok na
konci textu). Potom rozdiel dvoch poslednych integralov vo vzt'ahu (3) (cez rézne
plochy ale s rovnakym integrandom) vyjadrime nasledovne: za prirastok Casu At sa
element dr posunie o dl = vAt a teda predstavuje prirastok plochy S(t) dany
vel'kost'ou vektora dS elementu plochy

dS = dl x dr = vAt X dr, (4)
t. j.

ﬁ B(r,t)-dS—ﬂ B(r,t)-dS=H B(r,t) - (WAt x dr) =
S(t+At) 0 S(t+At)-S(t)

=—-At¢p (v xB(r,0))-dr.
K(t)

40



V poslednej uprave sme vyuzili symetriu zmieSan¢ho sucinu vzh'adom na permutacie
sucinitel'ov, ako aj skuto¢nost’, Ze prirastok plochy sa ziska sic¢tom (integralom) malych
prirastkov pozdiz celej slucky.

Pre indukované napatie tak dostavame vysledok

D OB (t)
U=-lim—=— -dS + (v xB)-dr.

Nakoniec, pouzitim Maxwellovej rovnice

0B

tE = ——
ro ot

ff rotE-dS=j£ E-dr
N3] K(t)

Uizf E-dr+ (v XxB)-dr
K(t) K(t)

a Stokesovej vety

najdeme

Indukované napitie ma teda dva rozne prispevky — prvy od integralu intenzity
elektrického pol'a po krivke zhodnej s uvazovanou sluckou a druhy od integralu po tej
istej krivke z intenzity magneticke;j sily E,, = (v X B).

S(t + At)

Infinitezimalnu zmenu plochy ohrani¢enej sluckou (deformécia, posunutie,
pootocenie) sa rovna rozdielu dvoch plosnych integralov, ktory mozno vyjadrit’ ako
krivkovy integral po krivke K(¢). Elementarnym prispevkom je vyraz vAt X dr.

K integralu ¢, ®

vety sa rovnd ploSnému integralu cez plochu S ohranicenu krivkou K:

(v X B) - dr mozno uviest’ d’al$i komentar. Podl'a Stokesovej

(v xB)-dr=ﬂrot(v X B)-dS.
K(t) S

Vyrazrot(v X B) predstavuje aplikaciu nabla operatora vektorovo na suéin funkcii. Pri
aplikécii operatora by sme mali podla suradnic x, y, z derivovat’ aj vektor v, ale
obmedzime sa na pripad, Ze vSetky elementy vodica sa pohybuji rovnakou rychlostou,
takze vektor v nie je funkciou priestorovych suradnic. Z hladiska derivacii
predpisanych pouzitim operdtora nabla, je teda vektor v konStantny. Preto k operatoru
nabla pripiSeme index Vg, ¢o bude znamenat’, Ze sa vztahuje iba na vektor B.
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Preto plati:
rot(tv xB) =Vgx(wvxB)=v (Vg -B)— (v-Vg)B =vdivB — v - (VgB) =

= rot(v xB) = — v -gradB,

lebo podla Maxwellovej rovnice divB = 0. TakZe pri uvedenom obmedzeni na
konS$tantnu rychlost’ mo6Zeme plosny integral napisat’ v tvare

ffrot(v X B)-dS = —ff (v -gradB) - dS.
s s

Z vysledku vyplyva, ze pri danom obmedzeni indukované napitie pri pohybe pevnej
uzavretej slu¢ky vznika len v nehomogénnom poli, v ktorom gradB # 0.

D2 Odvodenie Poyntingovho vektora

Precizny spdsob odvodenia vztahu (11.3.3.1) vychddza z vyrazu p re zmenu
objemovej hustoty energie elektromagnetického pol'a (11.2.3.9). V elektromagnetickom
poli zvolime oblast’ ohrani¢ent uzavretou plochou S a vypocitame zmenu energie W
ktoré sa v nej nachadza ako objemovy integral hustoty energie w :

dW_fﬂ‘(E 6D+H aB)d
dt ot at)°t

Do posledného integralu dosadime vztahy vyplyvajuce z Maxwellovych rovnic

aD_ CH aB_ L E
6t_r0 I, Frie ro

a rozdelime ho na dva integraly:
dw
a5 - jﬂ[E-(rotH—]) — H-rotE]dt =
=_U. [E-rotH—H-rotE]dr—ﬂ. (E-])drt ()

Druhy integral predstavuje Joulove straty v zvolenom objeme elektromagnetického
pola. V zjednodusenom pripade sa o tom mozno presvedCit’ jeho upravou, ked si
zvolime objem v tvare valca s prierezom S a dizkou /, konstantnu hustotu elektrického
pradu J rovnobeznu s vektorom E a s osou valca. Potom:

ﬂf(E']) dt =EJ Sl = (ED(JS) = Ul = RI*.

kde El = U je elektrické napitie medzi zékladiiami valca, /S = I je prud teclici medzi
zdkladilami a R je prislusny elektricky odpor.
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Prvy z dvoch integralov si vyzaduje naroCnejSiu upravu. Preto si najprv
vypocitame vyraz div (H x E). Operacia divergencia predpisuje derivacie, pricom
vyraz v zatvorke musime derivovat’ ako sucin. Preto pri Gprave budeme pri operdtore
nabla pouzivat' indexy symbolizujice veli¢inu, na ktort sa vztahuje. Pri Upravach
pouzijeme pravidlo o vzijomnej zdmene skalarneho a vektorového su¢inu v zmieSa-
nom sucine:

div(H x E) = V- (HXE) = Vy - (HXE) + Vg - (HxE) = (VyxH) - E — (VgxE) - H =

=E-rotH—H - -rotE

Do prvého z integralov v rovnici (a) dosadime namiesto E - rot H — H - rot E vyraz
div(H x E), a tak dostaneme:

.Uf[E-rotH—H-rotE]dT= .deiV(HxE)dt=#(HxE).ds

=—#(E><H)-d$.

pricom sme pouzili Gaussovu-Ostrogradského integralnu vetu o premene objemového
integralu na plo$ny integral. Tato plocha uzatvara zvoleny objem v elektromagnetickom
poli. Rovnica (a) tak dostane kone¢nt podobu:

CL—‘T:—#(ExH)-dS—H (E-J)dr. (b)

V prvom integrali vystupuje Poyntingov vektor Pg = E x H, takze tento clen
predstavuje Unik elektromagnetickej energie cez uzavretu plochu za jednotku ¢asu.

Ak by sa Poyntingov vektor rovnal nule, v uzavretej ploche by ubudalo
elektromagnetickej energie len prostrednictvom Joulovych strat. Ak by existovali
Joulove straty, ale celkova energia v objeme ohrani¢enom uzavretou plochou by sa
nemenila, potom by platila rovnost”:

Oz—#(ExH)-dS—fff(E-])dr :jfj(E-})drz—#(ExH)-dS.

To znamend, Ze Joulove straty by mali byt kompenzované pritokom energie zvonku.
Vektor dS ma podla zauzivanych dohod smer z uzavretej plochy von, a aby aj prava
strana bola kladné, vektor P¢ = E x H musi mat’ opac¢ny smer ako vektor dS , aby
ich skalarny suin Pg-dS bol zadporny. To znamend, ze elektromagnetickd energia
vstupuje do uzavretej plochy zvonku.

Nakoniec uved'me, Ze rovnica (b) predstavuje bilanénii rovnicu pre energiu
a fakt, ze Maxwellove rovnice mozno upravit’ do tohto tvaru je argumentom, preco
podintegralny vyraz (11.2.3.9) povazujeme za zmenu hustoty energie pola.
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D3 Meranie indukovaného napitia na prstenci

Snaha odmerat’ napdtie na casti kruhového prstenca, v ktorom vznikol prud
elektromagnetickou indukciou, vedie na zaujimavy zdanlivy paradox. Posidime vodivy
kruhovy prstenec s obvodom L a elektrickym odporom pripadajicim na jednotku dizky
p . Nech sa nachddza v magnetickom poli, ktorého magneticka indukcia B narasta.
K bodom Q a P (podla obrazku) pripojime voltmeter, ¢im prstenec rozdelime na dva
tiseky s dizkami a a b (a + b = L). Ak prstencom teie indukovany prad I, tak podl'a
Ohmovho zdkona by na usekoch mali byt napitia U, = Ipa, resp. U, = Ipb . Tak
vznika otazka, Co ukaze voltmeter.

Smer pradu
aj integracie

-—x

Problém treba riesit’ vyuzitim rovnic platnych v elektromagnetickom poli, tu len
s Ohmovym zdkonom nevysta¢ime. Indukované elektrické napétie v uzavretej slucke

sa podla Faradaya vyjadruje vztahom
do

U =——. 1
Toto napitie sa na druhej strane pocita ako krivkovy integral intenzity E indukovaného
pol'a po celej uzavretej slucke K, takze:

frar=-2 2
E-dr=—p-. (2)

Ak uvazujeme len s prstencom bez pripojenia na voltmeter, tak na pravej strane rovnice
(2) treba vziat' do uvahy tok ®,, prechadzajici plochou ohrani¢enou prstencom. Na
lavej strane rovnice je vtedy celkové indukovand napétie U; v prstenci, ktorého vel'kost’
vypocitame pomocou Ohmovho zakona na zadklade predpokladu, ze prstencom tecie
indukovany prad [ : U; = IpL . Ked sa smer integracie zhoduje so smerom prudu
v prstenci (na obrazku Sipka na ciarkovanej cCiare), t. j. ked vektory E adr su
rovnobezné, tak integral na l'avej strane rovnice (2) je kladny. Znamienko minus na
pravej strane rovnice vyplyva z opaéného smeru vektorov § a B v skalarnom sucine
vyjadrujicom magneticky tok @ = [[ B - dS. Smer vektora S bol pritom zvoleny podl'a
pravidla pravej ruky vzhl'adom na smer integracie. Samotny vyraz na pravej strane
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rovnice je zaporny, takze v rovnici pred nim musi byt zdporné znamienko. Preto plati
rovnica:

IpL = — .
p I 3)

Teraz mdézeme pristapit’ k urCeniu napitia na voltmetri, postupne s uvazenim
pripojenia na jednotlivé useky prstenca. Opit’ budeme vychédzat zrovnice (2).
Zatneme kratSim Usekom a — na lavej Casti obrazku. Integral po uzavretej krivke
rozdelime na dva integraly,

jLE-dr=.I E-dr+j E-dr,
K QVP PCQ

kde prvy z nich vyjadruje napitie na voltmetri a druhy napétie na useku s dizkou a. Pri

prade I, ktory nim tecie, musi byt na lom napitie velkosti Ipa . Integral je vSak

zéporny, lebo podl'a dohodnutého smeru integracie sa na tomto useku integruje proti

smeru indukovaného pradu, vektory E a dr st orientované proti sebe. Dosadenim do
rovnice (2) dostaneme:

do,

E-dr —Ipa=———,

pricom treba poznamenat, ze prava strana rovnice sa vtomto pripade tyka len
magnetického toku @, prechadzajiceho plochou mimo prstenca, ohrani¢enou ¢astou
a prstenca a privodmi k voltmetru. Pre napétie na voltmetri, vyjadrenom integralom cez
Cast’ integracnej krivky prechadzajici voltmetrom, tak dostaneme vysledok:

do,
Uvzf E-dr =Ipa———. 4
QVP

dt
Teraz posudime integracnu krivku prechadzajucu cez ¢ast’ b prstenca. Integral
z lavej strany rovnice (2) opit rozlozime na dva integraly:

ff;E-dr=j E-dr+j E-dr.
K QVP PDQ

Prvy z dvojice opét’ predstavuje napétie na voltmetri, druhy poskytne hodnotu
Ipb = Ip(L — a), tentoraz kladnt, lebo integracia sa uskutoéiiuje v smere induko-
vaného pradu. Pravad strana rovnice (2) vtomto pripade obsahuje derivaciu toku
prechadzajiceho cez plochu ohrani¢ent prstencom, ale zvacsenu o plochu ohranicenu
privodmi k voltmetru. Rovnica (2) tak nadobudne tvar:

f E-dr+Ip(L—a) = AP, dCDZ—IL dP, 5
Qup TP TO =T Tae T P T T ®)
lebo podl'a rovnice (3) : —(d®,)/dt = IpL . Pre napitie na voltmetri tak dostaneme
do
UV=j E-dr=IpL—I(L—a)——2=,
a konecne:
do,
UV=f E-dr =1Ipa———. (6)
QUP dt

TakZe sme dostali rovnaky vysledok ako v rovnici (4).
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Ak budeme tusek a prstenca predlzovat’, napétie namerané voltmetrom bude rast’
a pri hodnote a = L integracna krivka obsiahne obidva predtym uvazované toky. Vo
vztahoch (4) a (6) potom namiesto dizky a dosadime diZku L , a zmenia sa aj hranice
integralu, lebo voltmeter je vtedy sucastou velkej slucky, cez ktoru prechadzaju obidve

Casti magnetického toku:
a—-1L, f E-dr - f;E-dr.
QVP

Takze napétie bude vyjadrené vzt'ahom:

~ do,  do, db,  d(®; + )
UV_,(JQE dr=Ipl =~ =~ dt dt

pri¢om sme vyuzili vztah (3).

Ak by &, = 0, (napriklad ked’ prstenec tesne obopina vel'mi dlhy solenoid), tak
vztahy (4) a (6) zhodne poskytnu vysledok:

UV:f E-dr =Ipa,
QVP

anie rozdielne vysledky, ako sa na prvy pohlad zdalo pri posudzovani len podla
Ohmovho zikona.
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SUHRN VZTAHOV

Faradayov zakon elektromagnetickej do
. : Uy=——
indukcie dt
: : L Fp,
intenzita magnetickej sily F,, E, = ? =vXB
B
napéatie indukované medzi dvoma
. U i = E i dr
bodmi
A

definicia vlastnej a vzajomne;j
induk¢énosti

napatie indukované zmenou pradu U do L dl
v cievke s indukénostou L ' dt ~ “dt

energia magnetického pol'a v okoli

1
W, == LI?
vodica elektrického prudu 2
' 4 hustot i 1
objemo'va ,us 0 a’energle W =-B-H
magnetického pola 2

Maxwellove rovnice v diferencialnom
tvare

. . , D-ds =0Q,, _#. B-dS=0
Maxwellove rovnice v integralnom # @

tvare jﬂE dr——— jﬂH dr—ZIk

divE = 0, divB = 0,
Maxwellove rovnice vo vakuu oB OE

rotE = ——, rotB = —
ot bolto

. . : 1 1
objemova hust.ota’energl’e Ww=-E-D+-B-H
elektromagnetického pol'a 2 2
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vektory D a B v prostredi D=¢,E+P, B=u,H+J,
materialové vztahy D=¢E, B=uH

02E  0°E 0°E 0’E
02x2 + 02y? + gzzz  “otopz

vlnova rovnica

vzt'ah medzi vektormi v rovinnej B = li < E
elektromagnetickej vine c
Poyntingov vektor Ps= ExH

Poyntingov vektor rovinnej
elektromagnetickej viny

~
(%)
I

1 £
i( )EZ =i(e,c0)E2 =i |—2E?
KoC Ko
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SLOVNIK

elektromagneticka indukcia — vznik (indukovaného) elektrického pol'a v ¢asovo
premenlivom magnetickom poli

elektromagnetické vlnenie — oscilacie v elektromagnetickom poli Siriace sa
priestorom, spojené s prenosom elektromagnetickej energie

energia magnetického pola (v okoli vodica pridu) — energia, ktorti pripisujeme
magnetickému polu vytvorenému elektrickym pradom; v okoli vodi¢a s vlastnou
indukénostou L ktorym pretekd prid 7 je tato energia (1/2)L I?

Faradayov zakon elektromagnetickej indukcie — zakon vyjadrujuci velkost
indukovaného elektrick€ho napitia v uzavretej slucke ako podiel zmeny magnetického
toku prechadzajuceho plochou ohranicenou sluc¢kou a prislusného ¢asového intervalu, t.
J. zmenu magnetického toku pripadajicu na jednotkovy casovy interval

gul’ova vlna — vlna, ktorej vlnoplochy, vratane Cela viny, maji gulovy tvar

henry (H) — jednotka vlastnej a vzdjomnej indukénosti; vodi¢ (cievka) ma vlastnu
induk¢énost’ 1H, ked” vo vodi¢i pri zmene pradu o1 ampér za 1 sekundu, vznika
indukované elektrické napétie 1 volt; 1 H=1 V-s/A

hustota energie elektromagnetického pola (w) — elektromagnetickd energia
pripadajica na jednotku objemu; sklada sa z elektrickej a magnetickej zloZzky; jednotka:
joule na kubicky meter (J/m?)

hustota energie magnetického pol'a (w,,) — podiel energie magnetick¢ého pola a
objemu v ktorom sa energia nachadza; jednotka: joule na kubicky meter (J/m?®)

hustota toku elektromagnetickej energie (Ps) — podiel vykonu prenaSané¢ho
elektromagnetickym vilnenim (Ziarenim) a obsahu plochy (kolmej na smer Sirenia), cez
ktort ho prenasa; jednotka: watt na Stvorcovy meter (W/m?); po priradeni smeru §irenia
elektromagnetickej viny tejto veli¢ine, ide o Poyntingov vektor

indukované elektrické napitie (Ui) — elektrické napitie, ktoré vznikd elektro-
magnetickou indukciou; jednotka: volt (V)

indukovany elektricky prud — elektricky prad, ktory vznikéd v uzavretom vodi¢i ako
dosledok elektromagnetickej indukcie

intenzita elektromagnetického vlnenia — alternativny ndzov pre — hustotu toku
elektromagnetickej energie

49



intenzita indukovaného elektrického pol'a —podiel sily posobiacej na elektricky naboj
a tohto ndboja v indukovanom elektrickom poli; jednotka: newton na coulomb (N/C)

Lenzov zakon — zikon tykajuci sa elektromagnetickej indukcie, podla ktoré¢ho
indukované elektrické prady svojimi magnetickymi ti€¢inkami pdsobia proti zmene ktora
ich vyvolala

Lenzovo pravidlo — alternativny nazov pre Lenzov zakon

materidlové vztahy — vzt'ah D = ¢E v dielektriku a B = puH v magnetickych latkach,
v ktorych vystupuji konstanty € resp. u charakterizujuce prislusné prostredie (material).

Maxwellov posuvny prud — elektricky prud zavedeny Maxwellom pri kompletizacii
jeho Stvrtej rovnice; plosnd hustota Maxwellovho posuvného pradu sa rovna (0D/ot),
kde D je elektricka indukcia; nema tepeln¢ uinky, ale mdze existovat’ aj vo vakuu,
napriklad pri nabijani kondenzatora medzi jeho platiiami vytvara magnetické pole

Maxwellove rovnice — Styri rovnice tedrie elektromagnetického pol'a, ktoré makro-
skopicky vyjadruju jeho zakladné zakony; opisuju elektromagneticke javy v prostredi aj
vo vakuu

objemova hustota energie magnetického pol’a — doslednejs$i ndzov pre — hustotu
energie magnetického pol'a

polarizicia elektromagnetickej viny — zachovavanie roviny oscilacii vektora E
v mieste pozorovania, alebo ina, pravidelne sa meniaca orientacie tejto roviny; ak sa
poloha roviny oscilacii s casom nementi, ide o linearne polarizovana vinu

Poyntingov vektor (Pg) — vektorova veli¢ina svojou velkostou vyjadrujuca podiel
vykonu prendsaného elektromagnetickym vlnenim (Ziarenim) a obsahu plochy cez ktoru
ho prenasa (plochu kolmu na smer Sirenia); smer Poyntingovho vektora sa zhoduje so
smerom $irenia elektromagnetickej energie; jednotka: watt na $tvorcovy meter (W/m?)

rovinna vlna — vilna, ktorej vinoplochy su rovinné; dostato¢ne dobre aproximuje
skuto¢nu vinu vo velkej vzdialenosti od zdroja

rovnica kontinuity elektrického prudu (rovnica spojitosti) — rovnica vyjadrujica
zdkon zachovania elektrického naboja:  div ] + (9p,/0t) = 0, kde J je hustota

elektrickeho pridua p, objemova hustota volného elektrického naboja
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rychlost’ elektromagnetickych vin — rychlost’ zhodna s rychlostou svetla, vo vakuu
vyjadrend vztahom ¢ = 1/ /&,u , kde &, je elektricka konStanta, g magneticka

konStanta; vo vakuu nezavisi od frekvencie, v prostredi je menSia a zavisi od frekvencie;
rychlost’ svetla vo vakuu sa v sti¢asnosti povazuje za fundamentalnu konstantu

toroid — utvar s tvarom podobnym pneumatike

vlastna indukénost’ (L) — skaldrna veli¢ina charakterizujiica vlastnost’ uzavretého
vodica (slucky), definovana ako koeficient imernosti L medzi pradom [/ precha-
dzajucim tymto vodi¢om a magnetickym tokom @, prechadzajucim plochou
ohrani¢enou vodi¢om, pricom tok bol vytvoreny tymto pradom: @ = L I ; jednotka:
henry (H)

vlnova rovnica — linearna parcialna diferencidlna rovnica druhého radu, s derivaciami
podl’a priestorovych premennych a podl'a casu

(62u+62u +62u]:162u

ox* oy* 0z*) v or

ktorej rieSeniami si rozne druhy vin mechanickych, alebo elektromagnetickych.

Veli¢ina u predstavuje vo vSeobecnosti vychylku (mechanicku, alebo elektricka ¢i
magneticka zlozku elektromagnetickej viny) a v fazovl rychlost’ vinenia

vzajomna indukénost’ (M,L.,) — skaldrna veli¢ina zavedend ako koeficient
sprostredkujuci vzt'ah medzi dvomi vodi¢mi — elektrickym pradom teccim jednym
zvodiCov a magnetickym tokom prechddzajacim plochou ohrani¢enou druhym
(uzavretym) vodiCom: @, = L,;1; ; jednotka: henry (H)
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ULOHY

Elektromagneticka indukcia

. Kruhovy zavit sa nachddza v homogénnom magnetickom poli, ktoré¢ho vektor

magnetickej indukcie je kolmy na rovinu zavitu a smeruje k pozorovatel'ovi. Ktorym
smerom bude tiect’ indukovany elektricky prud zavitom, ked’ sa vel'kost’ vektora
magnetickej indukcie za¢ne zmenSovat™?

Vysledok: Z pohl'adu pozorovatela prud bude tiect’ proti pohybu hodinovych rudiciek,

elektrony sa budu pohybovat’ opaénym smerom.

Cievka s N = 35 zavitmi, kazdy ma plosny obsah S = 150 cm? sa nachadza
v homogénnom magnetickom poli s indukciou B = 0,02 T. Je umiestnena tak, Ze
vektor B je kolmy na roviny zavitov cievky. Cievka sa nahle oto¢i o © radianov,
okolo osi ktora je kolméa na vektor B. Aky elektricky naboj Q prejde cievkou, ak jej
elektricky odpor R =20 Q?

Vysledok: Q = (2BS)/R.

3.

Obdiznikovy zavit so stranami @ = 15 cm, b =20 cm  a elektrickym odporom R =
5 Q bol nahle vloZeny do magnetického pol'a s indukciou B=0,02 T, pri¢om vektor
magnetickej indukcie B zvieral s normalou na rovinu zavitu uhol = 60°. Aky velky
naboj pretiekol zavitom?

Vysledok: Q = (A®)/R = (B ab cosp)/R.

4,

Vysledok: U; = —

Vysledok: U; =

Obdiznikovy raméek (zavit) so stranami @ =5 cm, b= 15 cm je umiestneny v jednej
rovine s velmi dlhym priamym vodi€om tak, ze jeho dlhSia strana je s nim
rovnobezna a vzdialena od neho o ¢ =7 cm. Prud tectci dlhym vodic¢om sa s ¢asom
linearne zmensSuje, v Case t; =2 s nim tiekol prad I; =9 A, v case t, =6s uzlen
I, =1 A. Vypocitajte, aké vel'ké elektrické napétie sa v zavite indukuje pocas poklesu
pradu vo vodici.
L—Ludb c+a

In :
t,—t; 2m c

. ObdiZnikovy raméek (zavit) so stranami @ =5 cm, b= 15 cm je umiestneny v jed-

nej rovine s vel'mi dlhym priamym vodicom tak, ze jeho dlhSia strana je s nim
rovnobezna a vzdialena od neho o ¢ =7 cm. Dlhym vodi¢om prechddza prud 7=
12 A . Zavit sa zacne vzd’alovat’ od vodica rychlostou v = 8 m/s. Aké napitie sa
v zavite indukuje v okamihu zaciatku pohybu?
Uolb va

2 (a+c+vt)(c+wvt)’
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6. Po slepej kol’aji sa od jej konca vzd’al'uje vozen rychlostou v =35 m/s. Vertikalna
zlozka homogénneho zemského magnetického pol'a ma velkost priblizne B, =
107° T. a) Ak by kol'ajnice boli na konci prepojené elektrickym odporom R =20 Q,
aky elektricky prad by nim tiekol, ked’ odpor kol'ajnic je zanedbatelny? b) Predna
a zadnd naprava vozia spolu s kol'ajnicami medzi ndpravami predstavuje pohybujici
sa obdiznikovy zavit. Indukuje sa v fiom pri pohybe voziia elektrické napitie
a vznikd v nom indukovany prud? c) Prispievaji k prudu prechddzajicemu cez
odpor obidve napravy? (Rozchod kol'ajnic a = 1435 mm, vzdialenost’ naprav vozia
b=6m.)

Vysledok: I, = (B,av)/R. b) Indukované napétie sa rovna nule c) Nie.

7. Kovova ty¢ka, ktora ma dizku /= 1,5 m, je uchytena svojim koncom na horizontalnej
osi, okolo ktorej sa méze vol'ne otacat’. Po vychyleni do vodorovnej polohy ju vol'ne
pustime, takZe za¢ne kmitat. Aké maximalne elektrické napétie sa indukuje medzi
jej koncami, ked’ sa pohybuje v homogénnom magnetickom poli s intenzitou H =
1500 A/m, pri¢om vektor H je na rovinu jej otaCania kolmy?

Vysledok: U; = u,H+/(313g) /4.

8. Popri vel'mi dlhom priamom vodici, ktorym prechadza elektricky prad /=15 A, sa
v jednej rovine s nim pohybuje rychlostou v =2 m/s kovova ty¢ dizky /= 1,5 m.
Tyc¢ je na vodi¢ kolma, blizsi koniec je pri pohybe od vodica stale vzdialeny o b =
5 cm. Ty¢ sa pohybuje opacnym smerom ako elektrony v dlhom vodici. Ake vel'ké
elektrické napitie sa indukuje medzi koncami ty¢e a na ktorom z jej koncov sa
nahromadi zdporny naboj?

uolv b +1

1
Znnb

Vysledok: U; =

. Zaporny naboj bude na vzdialenejSom konci.

9. Od vel'mi dlhého priameho vodica, ktorym prechadza prud /=20 A, sa rychlostou
v =2m/s vzdaluje kovova ty¢ s dizkou 7= 1,5 m, ktora je s dlhym vodi¢om
rovnobezna. Ake elektrické napétie sa indukuje medzi jej koncami, ked’ je od dlhého
vodica vo vzdialenosti b =20 cm?

Hol

2mb

Vysledok: U; = vl .

10.Kovova ty¢, ktord ma dizku /= 1,5 m, rotuje v homogénnom magnetickom poli
okolo osi, ktora je na ty¢ kolmé a prechadza fiou vo vzdialenosti a = (1/3) / od jej
konca. Uhlova rychlost’ ty¢e w = 20 rad/s, velkost’ indukcie magnetického pol'a B
=0,015 T. Aké elektrické napétie sa indukuje medzi jej koncami, ak vektor uhlove;j
rychlosti ty€e a vektor magnetickej indukcie su suhlasne rovnobezné? Ktory koniec
ty€e bude kladny?

Vysledok: U; = (1/6)wBI1? . Kladny bude koniec vzdialenejsi od osi.
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Maxwellove rovnice

11. Ukazte, Ze v rovinnom kondenzatore mozno Maxwellov posuvny prud I, vyjadrit

v tvare C(dU/dt), kde Cje kapacita kondenzatoraa U napétie medzi jeho platiami.
Navod: Vyuzite vztahy pre kapacitu kondenzatora a velkost elektrickej indukcie
v kondenzatore s rovinnymi platiami.

12.Rovinny kondenzator s kruhovymi plathami s priemerom 20 cm je nabijany
vonkajS$im zdrojom, pri¢om kondenzitorom prechadza posuvny prud s ploSnou
hustotou J, = 20 A/m*>. Vypocitajte velkost magnetickej indukcie B medzi
platnami vo vzdialenosti » = 50 mm od osi symetrie platni. Na tom istom mieste
vypocitajte aj oF /ot.

Vysledok: Pouzit’ zakon celkového pradu (cirkulédcia vektora H)

B_uo ) OF 1
a) _szr' )8t_£]p'

o

Elektromagnetické viny

13. Vektor intenzity elektrického pol'a elektromagnetickej viny Siriacej sa vakuom je
vyjadreny vztahom E =j E, sin (o ¢ — kx), kde E, =100 V/m, o =5x108s7",
c=3x103m/s a j jednotkovy ktory ma smer osi y. Vypoditajte a) frekvenciu f,
vlnova dizku A a uhlové vlnové &islo &k =2n/ A tejto viny, b) amplitadu jej
magnetickej indukcie.

Vysledok: a) f=w/2n=8x10"Hz, A=c/f=3,75m, k=1,675m"!
b) Bo= Eo/c=33x10"T.

14. Rovinna elektromagneticka vilna, ktora ma frekvenciu /=50 MHz, sa §iri vakuom
v smere osi x. Amplitida elektrickej zloZky tejto viny je £, =120 V/m. Vypocitajte
vlnova dizku A, vlnoget o= 1/, uhlovy vlnoéet k = 2no a maximalnu hodnotu
(amplitudu) magnetickej indukcie B, tejto viny.

Vysledok: a) A=c/f=6m, c=1/6m"!, k=n/3m!

b) Bo= E,/c=4x10"T.

15. Pre suradnice vektora E rovinnej elektromagnetickej viny platia vztahy Ex=0,
Ey=0, E,=2cos [mx10Y (t—x /)] .
Vypoéitajte frekvenciu f a vlnova dizku 4 vIny. Napiste vztahy pre stradnice
zodpovedajiceho B vektora.
Vysledok: a) f=wRn=nx10%/ 2n = 5x-10¥Hz, A=c/f=6x10"m.
b) Bx=0, By=[2/(3x10%)] cos [t x 10 (t—x /)], B,=0.
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16. Elektromagneticka vlna §iriaca sa v zdpornom smere osi y ma v istom mieste
a v istom Case vektor E smerujuci v kladnom smere osi z, pricom jeho velkost’ je
150 V/m. Aka je velkost a aky je smer vektora B v rovnakom mieste a rovnakom
Case?

Vysledok: Vektor B smeruje k zapornym hodnotam osi x, B = 150/ (3x10%) T.

17. Pomocou konitant & a o vypoéitajte rychlost Sirenia elektromagnetickych vin
vo vakuu a ukazte, Ze vysledok je spravny aj rozmerovo.
Navod: ¢ =1/(& po)'"?.

18. Aka ma byt frekvencia f vysielaca elektromagnetickych vin , aby ich vlnova dizka
A1 vovode (&4 = 81, p, = 1) bola jedna tretina metra? Aka bude vinova dizka

A2 tychto vin vo vzduchu (&,, =1, ;5 = 1)? Vypoditajte pomer tychto

vlnovych dizok.
Navod: Rychlost’ elektromagnetickej viny v prostredi
1 v 4 1
V=—onu—, f —=c.

v €o€rholly ’ A , A 9

19. Ukazte, Zze v 'ubovol'nom bode elektromagnetickej viny ¢asovo stredna hodnota
objemovej hustoty energie elektrického pola sa rovna Casovo strednej hodnote
objemovej hustoty energie magnetického pola.

Navod: Pouzite vztahy pre objemovu hustotu energie tychto poli a vztah medzi
vektormi intenzity elektrického pol'a a magnetickej indukcie v rovinnej
elektromagnetickej vine.

Poyntingov vektor (intenzita elektromagnetického vinenia)

20. Dokazte, ze stredna hodnota intenzity rovinnej monochromatickej viny I (t. j.
Poyntingovho vektora P ) sa da vyjadrit’ vyrazom Is = (1/2) & Eo* ¢, alebo Is=
Bo* ¢/Quo) , kde E, a B, suamplitudy elektrickej, resp. magnetickej zlozky
elektromagnetickej viny.

Navod: Vychadzajte z definicie Poyntingovho vektora a pouzite vztah medzi vektormi
E a B rovinnej viny. Vypocitajte stredni hodnotu Poyntingovho vektora za jednu
periodu.

55



21. Vypocitajte strednt hodnotu intenzity I (t.j. Poyntingovho vektora Pg ) rovinnej
harmonickej elektromagnetickej viny, ked’ vel'kost’ jej vektora E sa meni podla
vztahu FE =FE,sin (@t—kx), kde E;= 120 V/m a frekvencia vilny f= 50 MHz.
(6 =8,854 x 1012F/m o =4n x 1077 H/m). UkaZte, Zze pouzity vzt'ah je rozmerovo
spravny.

Vysledok: 1, = (1/2) & Eo° c.

22. Poyntingov vektor rovinnej elektromagnetickej vlny (vo vakuu) je vyjadreny
vztahom Pg=jl,sin’ (wt—ky), kde I,=220 W/m? , = 3,6 x 10° rad/s ,
k=12m", j jejednotkovy vektor.

AKky je smer §irenia viny? Aké je vinova dizka A a frekvencia f viny? Napiste
vyrazy pre Casova a priestorovi zavislost’ vektorov E a B tejto elektro-
magnetickej viny.

Vysledok: vina sa Siri v smere osiy; A=2nk, f =w/2r;

Napriklad E = i(lo/&)"? sin(wt —ky), B=(—k) (1o Lo) sin(wt — ky).

23.  Aké& musi byt amplitida Ps Poyntingovho vektora rovinnej elektromagneticke;
vlny, aby amplitida B, jej magnetickej zlozky dosiahla 10~ T?
Vysledok: Ps = cB;/u, .

24. Bodovy zdroj elektromagnetického Ziarenia ma priemerny vykon B, = 800 W.
Vypocitajte amplitddy intenzity elektrického pol'a £, a magnetickej indukcie B,
v bode vzdialenom r =35 m od zdroja, v ktorom mdZeme lokalne povaZzovat’ vinu
priblizne za rovinnu. (& = 8,854 x 1072F/m , to = 4m x 1077 H/m)

Vysledok: Lok =P, /| 7r*, Eo=(2 Lo/ (&¢))"?, Bo=1(2 Loy tho / )"

25. Dlhym priamym vodivym drétom s elektrickym odporom R, priemerom d
a dizkou I prechadza elektricky prad 1. Dokazte, Ze energia elektromagnetického
pola vstupujica do objemu vodi¢a za jednotku ¢asu (cez jeho plast) sa rovna
Joulovmu teplu uvol'nenému za jednotku ¢asu RI 2.

Ndvod: Do vztahu pre Poyntingov vektor dosad’te hodnoty vektorov E a H na povrchu
vodi¢a, intenzitu el. pola pocitajte z Ohmovho zdkona v diferencidlnom tvare
a intenzitu magnetického pol'a z cirkulacie vektora H.

26. Slne¢né ziarenie dopada kolmo na pracovnu plochu zariadenia na premenu
slne¢nej energie na teplo. Uinnost zariadenia je 50 % (7 = 0,5) a dodava
priemerny vykon P; = 80 kW. Rozmery pracovnej plochy pokryte; dokonalym
absorbatorom st S = 160 m?. Vypoditajte aky priemerny vykon P, prinasa slne¢né
Ziarenie na 1 m? Zeme v mieste zariadenia.

Vysledok: P, = P,/(Sn).
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27. Parabolicka anténa v Arecibo ma v priemere d = 300 m. Toto mimoriadne citlivé
zariadenie je schopné zaregistrovat’ elektromagnetické viny, ktoré na povrch
Zeme (t. j. kruh s polomerom Zeme) prindsaju ziarivy tok @, =1 pW.
Akej intenzite I; vlnenia to zodpoveda (t. j. kolko wattov by dopadalo na 1 m?
povrchu Zeme)? Aky ziarivy tok @; vtedy zachytéva anténa (t. j. kol'ko wattov)?
c) Aky vykon P,, by musel vyzarovat zdroj v strede nasej Galaxie, aby poskytol
rovnako intenzivny signdl? (Vzdialenost Zeme od stredu Galaxie je priblizne
3 x 10* svetelnych rokov, vzdialenost’ v metroch vypoditajte.)

Vysledok: 1, = 7,77 x 102" W/m?, @&, =549x102W, PB,=7,85x10"W,
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